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以新增數據點(0,?)及逆推階差的差分運算 
列表法直取多項式函數 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

壹、前言  

尋找數列一般項的多項式函數長期以來都是透過牛頓 ( Isaac Newton )差值法或拉 格

朗日 ( Joseph-Louis Lagrange )差值法來完成，兩者都需要就已知數列值先列出多項式連乘

積的線性組合運算式，再展開連乘積作運算整理，最後重組成依次數由高而低順序嚴整排

列、整式分佈的多項式函數。  

本主題要提出新思維的另類分析法；針對已知數列值首先作前向差分運算同時編製出

其原型的差分計算表，並在此差分運算表的最前緣以新增一個數據點 (0,?)，再透過應用逆

推差分運算法來形成擴充的新型差分運算列表，因而得出函數的常數項數值。接著逐一編

製出含數據點 (0,?)的降 1 次數函數、降 2 次數函數、降 3 次數函數、……、至降 1n 次數

函數等各級差分運算列表，且依列表順序分別得出 1 次數項係數、2 次數項係數、3 次數

項係數、……、至 n 次數項 (首項 )係數的各數值，以直接取到完整正確的多項式函數。  

在數 據 的 差 分計 算 列 表 中可 發 現 到 毎一 位 置 的 運算 式 都 是 呈現 項 式 型 態有 規 律分佈

的整式多項式及數列的二項式變換型態，而不是凌亂麻煩的無序狀態，這在推演分析過程

中順利地降低了思考的複雜困難度，使得在作逆推演繹與比對的過程中所懷持的思維意念

與操作演算都變得更熟悉、輕快。  

所有詳細解說敘述的實證過程，將在下列主文中完整呈現出理論推演，對照比較，實

際運算編列表格的嚴謹程序步驟來。  

 

貳、本文  

為了展示主題作用的功能，對已知數列所有數值可以找到一個適配多項式重新生成這 

些值，將滿足數列各數值的第 n 項通項表示式寫成型如 


n

i

i
i xaxf

0
)( 的多項式函數型

式，x =1,2,3,   , n , n +1 ,   。假定 n +1 個數列值給出的函數為  


n

i

i
i xaxfy

0
)( ，

將此數列值改寫成對應的各數據點依順序排列為： 

     (1, )1(f ), (2, )2(f ), (3, )3(f ),   , ( n , )(nf ), ( n +1, )1( nf ) 



科學教育月刊 第 440 期 中華民國 110 年 7 月 

- 32 - 

所有自理論推演到實際運算編列表格流程均必須依循標準操作演算程序 SOP 始能達成任

務。以下就是 SOP 程序所規範出實際演繹步驟的策略與方法； 

 

A. 原型差分運算實作表  

首先要編製出這數列值的橫式原型差分運算表，實作演算表列詳情如下；  

x ：     1        2        3         4     n -1       n         n +1 

y ：   )1(f      )2(f      )3(f       )4(f    )1( nf     )(nf      )1( nf  

1 階：  )2(f - )1(f  )3(f - )2(f   )4(f - )3(f       )(nf - )1( nf  )1( nf - )(nf  

2 階：   )3(f -2 )2(f + )1(f  )4(f -2 )3(f + )2(f       )1( nf -2 )(nf + )1( nf  

3 階：        )4(f -3 )3(f +3 )2(f - )1(f      )1( nf -3 )(nf +3 )1( nf - )2( nf  

                                                                  

3n 階：      )2()1( 33

0
knfC n

k

n

k

k  

    )1()1( 33

0
knfC n

k

n

k

k  

     

2n 階：          )1()1( 22

0
knfC n

k

n

k

k  

   )()1( 22

0
knfC n

k

n

k

k  

     

1n 階：                 )()1( 11

0
knfC n

k

n

k

k  

   )1()1( 11

0
knfC n

k

n

k

k  

  

n 階：                            )1()1(
0

knfC n
k

n

k

k  
 

此處，
n
kC =

)!(!

!

knk

n


，其中   !n  n 321   。 組合學上，

n
kC 符號式代表為

從 n 件不同物件中任意選取 k 項物件的組合數。  

 

B. 新增數據點(0,?)的新差分運算實作表  

在原型差分運算表的最前緣以新增一個數據點 (0,?)，此處 (0,?)必為 (0, 0a )，則新增 0

數據點後的新型差分運算列表其實作演算表列(部份)詳情如下； 

x ：  0         1          2          3          n           n +1 

y ： )0(f      )1(f        )2(f         )3(f       )(nf         )1( nf  

1 階：   

n

i ia
1

 )12(
1


in

i ia  )23(
1

iin

i ia 
        ])1([

1

iin

i i nna 
 

2 階：   )22(
2


in

i ia   )123( 1

2
 

 iin

i ia    ])1(2)1([
2

iiin

i i nnna 
 

3 階：        )3233(
3


iin

i ia    )123334(
3


iiin

i ia       

                                                                  

3n 階：          ])3()1([ 34

03

in
k

n

k

kn

ni i knCa  

     

                           ])2()1([ 33

03

in
k

n

k

kn

ni i knCa  

       
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2n 階：           ])2()1([ 23

02

in
k

n

k

kn

ni i knCa  

     

                            ])1()1([ 22

02

in
k

n

k

kn

ni i knCa  

      

1n 階：                  ])1()1([ 12

01

in
k

n

k

kn

ni i knCa  

     

                                  ])()1([ 11

01

in
k

n

k

kn

ni i knCa  

      

n 階：           n
nn

k

n

k

k aknC ])()1([
1

0
 


    n

nn
k

n

k

k aknC ])1()1([
0

 
  

在計算到最後一列 n 階差分運算時，得到其第 1 項與第 2 項的數值皆為 nan )!( ，現在來

證明這個數值，請看下列的解說分析詳細過程， [證明 ]：  

 

[1] 應用二項式性質，很容易得出恆等式；  
n
k

n

k

kC
0

)1( ቊ
0					， 	݊ ൐ 0	時

1			， 	݊ ൌ 0	時
    

[2] 取排列記號：
!)(

!

ik

k
Pk

i 
  意謂自 k 個不同元素任意取出 i 個來排列的方法，並推演

出新運算式；      
k

i
n
k

n

k

k PC
0

)1(
!)(

!

!)(!

!
)1(

0 ik

k

knk

nn

ik

k





 

 

=  











 in

ik

ik
i

ikikin

in

in

n
0 !)()]!()[(

!)(
)1(

!)(

!)1(
=  





 


 in

ik

in
ik

ik
i

C
in

n
0

)1(
!)(

!)1(
 

= ቐ
0					， 	݊ െ ݅ ൐ 0	時

ሺିଵሻ೔	௡!

ሺ௡ି௜ሻ!
			， 	݊ െ ݅ ൌ 0	時

  = ቊ
0																， 	݊ ൐ ݅	時

ሺെ1ሻ௡	݊! 			， 	݊ ൌ ݅	時
    

[3] 對 任 何 x 的 n 次 多 項 式 


n

i

i
i xaxf

0
)( 都 可 寫 成 


n

i

x
ii Pbxf

0
)( 的 形 式 ， 其 中

nn ab  ，可能 00 ab  ，例如； 2)( xf 134 x 283 x 162 x 2x  可轉換成  

  2)( xf  + x  + 3 x )1( x    x )1( x )2( x  + 2 x )1( x )2( x )3( x   

今將 x 指定變換為 k ，得  

n

i

i
ika

0 


n

i

k
ii Pb

0
 ， ia ， Rbi   ，所以  

n
k

n

k

kC 


0
)1( [

n

i

i
ika

0
] = 

n
k

n

k

kC 


0
)1( [

n

i

k
ii Pb

0
] 


n

i ib
0

[
k

i
n
k

n

k

k PC 


0
)1( ] 

= 00 b + 01 b + 02 b ++ 02 nb + 01 nb + !)1( nb n
n  = !)1( nb n

n   

= !)1( na n
n   

 
[4] 接 著 ， 再 參 考 對 照 n 階 差 分 運 算 列 的 第 1 項 與 第 2 項 運 算 式 型 式 ， 而 特 意 取 定 ；



n

i

i
ika

0
=  nukh )(   ukhnh nn 1  1)( nukhn nuk)( ， h , Ru ，則  
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n
n ua )(  ， 代 入  

n
k

n

k

kC 


0
)1( [

n

i

i
ika

0
] =

n
k

n

k

kC 


0
)1( nukh )(   式 中 ， 得

n
k

n

k

kC 


0
)1( [

n

i

i
ika

0
] =

n
k

n

k

kC 


0
)1( nukh )(  = !)1()( nu nn   = !nun   

(a) 現在，令  1 nh  , 1u  時，得出；
n
k

n

k

kC 


0
)1( nkn )1(   = !n  

(b) 繼續再令   nh   , 1u  時，得出； 
n
k

n

k

kC 


0
)1( nkn )(   = !n  ，但當計

算到  nk   時，
nkn )(  = 0 ，則得到；  

n
k

n

k

kC 




1

0
)1( nkn )(   = !n  

 
[5] 綜合上述分析，已完整證明出 n 階差分運算列的第 1 項與第 2 項運算式數值都相等，

即  n
nn

k

n

k

k aknC ])()1([
1

0
 


= n

nn
k

n

k

k aknC ])1()1([
0

 
= nan )!(  

且 n
nn

k

n

k

k aknC ])1()1([
0

 
= nan )!(  = )1()1(

0
knfC n

k

n

k

k  
 。 

理論上，對任意 n 次數多項式函數作 n 階差分運算後必得到常數值，即在 n 階差分運

算這一列必會形成常數數列。所以，在 n 階差分運算列的毎一數都必相等。 

因此，在計算完成 n 階差分運算時，恰會得到 1 個常數值  nan )!(  ，繼續再將此常

數值除以 !n ，就可得到函數的首項係數值  na 。事實也是如此。 

 

所以，在新增數據點 (0,?)後的新型差分運算列表裡必能預先推論得到其 n 階差分運算

的第 1 項數值，接著再以此數值開始作逆向差分運算推演，分別依序逐一逆推出 1n 階  

的值、 2n 階的值、 3n 階的值、、2 階的值、1 階的值、直到算出 )0(f = 0a 的值， 

而編製成整齊完備的新型差分運算列表。  

 

C. 編製新增數據點  (0,?) 的 1n 次差分運算實作表  

新降 1 次的 1n 次數多項式為；  


n

i

i
i xaxpp

1

1
11 )(  ，作其差分運算表；  

x ：  0         1             2             3              4     n  

1p ： 1a       

n

i ia
1

      
1

1
2 


 in

i ia      
1

1
3 


 in

i ia      
1

1
4 


 in

i ia     

1 階：   

n

i ia
2

   
 

n

i i
i a

2

1 )12(   
 

n

i i
ii a

2

11 )23(    
 

n

i i
ii a

2

11 )34(    

2 階：   )22( 1

3


 in

i ia   )123( 1

3


 iin

i ia    )2324( 111

3




 iiin

i ia     

3 階：        )3233( 11

4
 

 iin

i ia    )123334( 111

4
 

 iiin

i ia       

4 階：              )426344( 111

5
 

 iiin

i ia     
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                           )12436445( 1111

5
 

 iiiin

i ia      

                                                                  

3n 階：          ])3()1([ 134
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


 in
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
 in

k

n

k
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2n 階：           ])2()1([ 123
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


 in
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


 in

k

n

k
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ni i knCa     

1n 階：                 n
nn
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n

k

k aknC  

 ])1()1([ 112

0
   

                                 n
nn

k

n

k

k aknC  

 ])()1([ 111

0
    

[解說]：詳盡作對比 B.節與 C.節的兩組完整差分運算表，可觀察出； 

[1] B.節的 1 階、2 階、、至 n 階等各階運算列的第 1 項數值須要分別按順序各自除以

1、2、3、4、、 1n 、 n ，除完之後的數值都會整齊一致跨階佈建並依各階順序分

別座落在 C.節運算表內的 1p 、1 階、2 階、、至 1n 階等各階運算列的第 2 項數

值位置處，很有規律且又很有秩序的分佈。 

 

[2] C.節最後一列 1n 階運算列出現的第 1 項與第 2 項，其數值也相等。[證明 ]： 

(a) 取 B.節內 n  階運算列的第 1 項數值   n
nn

k

n

k

k aknC ])()1([
1

0
 


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1 )2()1( nnnnn nCnCn   11
3 )3( nn nC  +  


 11

3
3 3)1( nn

n
n C

 


 11
2

2 2)1( nn
n

n C  n
nn

n
n aC  


 11

1
1 1)1( = n

nn
k

n

k

k aknC  

 ])()1([ 111

0
= nan )!1(   

所以得知，這 n
nn

k

n

k

k aknC  

 ])()1([ 111

0
= nan )!1(   就是 C.節最後一列 1n  

階運算列出現的第 2 項數值，這也就完成證明了 [1].所述的一般情形。  

(b) 同樣地，對任意 1n 次數多項式函數作 1n  階差分運算後必得到常數值，即在

1n 階差分運算這一列必會形成常數數列。所以，在這 1n 階差分運算列的毎

一數都必相等。因此，有下列等式關係與數值結果； 

  n
nn

k

n

k

k aknC  

 ])1()1([ 112

0
= n

nn
k

n

k

k aknC  

 ])()1([ 111

0
= nan )!1(   

 

[3] 同理，在新增數據點 (0,?)後的新降 1 次的 1n 次數多項式差分運算列表裡必能預先

推論得到其 1n 階差分運算的第 1 項數值，接著再以此數值開始作逆向差分運算推
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演，分別依序再逐一逆推出 2n 階的值、 3n 階的值、、2 階的值、1 階的值、

直到算出 )0(11 pp  = 1a 的值，而編製成整齊完備的新差分運算列表。 

D. 編製新增數據點(0,?)的 2n 次差分運算實作表  

新降 2 次的 2n 次數多項式為；  


n

i

i
i xaxpp

2

2
22 )(  ，作其差分運算表；  

x ：  0         1             2             3             4     n  

2p ： 2a       

n

i ia
2

      
2

2
2 


 in

i ia     
2

2
3 


 in

i ia    
2

2
4 


 in

i ia     

1 階：   

n

i ia
3

  
 

n

i i
i a

3

2 )12(   
 

n

i i
ii a

3

22 )23(   
 

n

i i
ii a

3

22 )34(    

2 階：   )22( 2

4


 in

i ia  )123( 12

4
 

 iin

i ia   )2324( 222

4




 iiin

i ia    

3 階：        )3233( 22

5
 

 iin

i ia    )123334( 222

5
 

 iiin

i ia       

4 階：              )426344( 222

6
 

 iiin

i ia     

                           )12436445( 2222

6
 

 iiiin

i ia      

                                                                  

4n 階：          ])4()1([ 245

02




 in

k

n

k

kn

ni i knCa    

                           ])3()1([ 244

02




 in

k

n

k

kn

ni i knCa      

3n 階：          ])3()1([ 234

01




 in

k

n

k

kn

ni i knCa    

                           ])2()1([ 233

01




 in

k

n

k

kn

ni i knCa      

2n 階：          n
nn

k

n

k

k aknC  

 ])2()1([ 223

0
   

                           n
nn

k

n

k

k aknC  

 ])1()1([ 222

0
    

[解說]：同樣詳盡作對比 C.節與 D.節的兩組完整差分運算表，可觀察出； 

[1] C.節的 1 階、2 階、、至 1n 階等各階運算列的第 1 項數值須要分別按順序各自除

以 1、2、3、4、、 1n ，除完之後的數值都會整齊一致跨階佈建並依各階順序分

別座落在 D.節運算表內的 2p 、1 階、2 階、、至 2n 階等各階運算列的第 2 項數

值位置處，很有規律且又很有秩序的分佈。 

[2] D.節最後一列 2n 階運算列出現的第 1 項與第 2 項，其數值也相等。仿效前述 C.節

[2].的整體分析與證明過程，得出下列等式關係與數值結果；  

n
nn

k

n

k

k aknC  

 ])1()1([ 222

0
= n

nn
k

n

k

k aknC  

 ])2()1([ 223

0
= nan )!2(   

[3] 同理，在新增數據點 (0,?)後的新降 2 次的 2n 次數多項式差分運算列表裡必能預先

推論得到其 2n 階差分運算的第 1 項數值，接著再以此數值開始作逆向差分運算推

演，分別依序再逐一逆推出 3n 階的值、 4n 階的值、 5n 階的值、、2 階的值、
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1 階的值、直到算出 )0(22 pp  = 2a 的值，而迅速順暢地再編製成整齊完備的新差分

運算列表。 

E. 持續仿效上述再編製出 3n 次數多項式、 4n 次數、 5n 次數、、直

到 4 次數多項式函數的   


 
n

ni

ni
inn xaxpp

4

)4(
44 )( ，並作出其差分運

算表；  
x ：  0       1           2             3             4          n  

4np ： 4na    

n
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[解說]：同理，這 4 次數差分運算表內自 4np 、1 階、2 階、、至 4 階等各階運算  

列的第 2 項數值都是從 5 次數差分運算表內對應項跨階佈建而來。也清楚地見到其 4

階運算列呈現常數數列，再以此數值開始作逆向差分運算推演，分別依順序再逐一逆  

推出 3 階的值、2 階的值、1 階的值、直到算出 )0(44   nn pp = 4na 的值，而迅速直  

覺地再編製成整齊完備的新差分運算列表。 

 

F. 編製新增數據點(0,?)的 3 次數差分運算實作表  

降 3n 次的 3 次數多項函數   


 
n
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33 )( ，作出差分運算表；  

x ：  0       1           2             3             4          n  

3np ： 3na    

n

ni ia
3

   
3

3
2 


 nin

ni ia   
3

3
3 


 nin

ni ia  
3

3
4 


 nin

ni ia    

1 階：   

n

ni ia
2

  
 

n

ni i
ni a

2

3 )12(   
 

n

ni i
nini a

2

33 )23(    

                                           
 

n

ni i
nini a

2

33 )34(    

2 階：     )22( 3

1


 nin

ni ia  )123( 43

1
 

 ninin

ni ia     

                                     )2324( 333

1




 nininin

ni ia    

3 階：              na)!3(        na)!3(        na)!3(      

[解說]：同樣詳盡作對比 E.節與 F.節的兩組完整差分運算表，可觀察出； 
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[1] E.節的 1 階、2 階、、至 4 階等各階運算列的第 1 項數值須要分別按順序各自除以

1、2、3、4，除完之後的數值都會整齊一致跨階佈建並依各階順序分別座落在 F.節運 

算表內的 3np 、1 階、2 階、至 3 階等各階運算列的第 2 項數值位置處，很有規律且 

又很有秩序的分佈。 

[2] 清楚地見到其 3 階運算列呈現常數數列，再以此數值開始作逆向差分運算推演，分別  

依順序再逐一逆推出 2 階的值、1 階的值、直到算出 )0(33   nn pp = 3na 的值，而迅  

速果斷地再編製成整齊完備的新差分運算列表。 

 

G. 編製新增數據點  (0,?) 的 2 次數差分運算實作表  

降 2n 次的 2 次數多項函數   


 
n

ni

ni
inn xaxpp

2

)2(
22 )( ，作出差分運算表；  

x ：  0       1           2             3              4          n  

2np ： 2na    

n

ni ia
2
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2
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
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n
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                                           
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[解說]：仿效前述 D.節敘述內容 (略) 。此處，可計算出 )0(22   nn pp = 2na 的值。  

H. 編製新增數據點  (0,?) 的 1 次數差分運算實作表  

降 1n 次的 1 次數多項函數   


 
n

ni

ni
inn xaxpp

1

)1(
11 )( ，作出差分運算表；  

x ：  0       1           2             3              4          n  

1np ： 1na    

n

ni ia
1

   
1

1
2 


 nin

ni ia   
1

1
3 


 nin

ni ia   
1

1
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
 nin

ni ia    

1 階：   na        na            na             na            

 

[解說]：仿效前述 D.節敘述內容 (略) 。此處，差分運算表的 1 階運算直接就得到首項係

數 na 的值，再繼續逆推計算出 )0(11   nn pp = 1na 的值。  

 

I. 綜合上述的完整分析證明知：從各 i 次數差分運算表的 )0()0( inin pp   = ina  值， 

i  = 0 , 1 , 2 , 3 ,   , n  。即可直接得出此數列多項式函數的所有各次數項正確係

數，而且精準無比。特別提醒的是；在編製各次數差分運算列表時，須謹記：自完成

的 i 次數差分運算列表中其 1 階、2 階、3 階、、 1i 階、至 i 階等各階運算列的第

1 項數值須要分別按順序各自除以 1、2、3、4、、 1i 、至 i ，除完之後的新數值 

再依各階順序分別填入 1i 次數差分運算表內的 )1(  inp 、1 階、2 階、3 階、、 2i 、 
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至 1i 階等各階運算列的第 2 項數值位置處。遵守這操作步驟始能完美編製出各次數

差分運算表。 

J. 範例  

[範例 1]：首先來觀摩如何應用數列差分運算列表法直接取到多項式函數的操作過程；假

定在平面坐標上已知有數據點依序排列為： (1, 1) , (2, 6) , (3, 17) , (4, 40) , (5,441) ,等 5 個

點，試想要找出一個  4 次數多項式函數 )(xf 的曲線通過這些點，方法如下； [1A]. 一開

始先依序編列出這 5 個坐標點的橫式差分運算表；  

方法如下； 

 

[1A] 一開始先依序編列出這 5 個坐標點的橫式差分運算表；  

x ：               1       2       3       4       5 

)(xf ：             1       6       17      40      441 

f ：                   5       11      23      401 

f2 ：                     6       12     378 

f3 ：                          6      366 

f4 ：                             360  

 

[1B] 新增一個數據點 (0,?)，位置就落在 x 列的最左邊前緣，形成下一表列；  

x ：       0       1       2       3       4       5 

)(xf ：     ?       1       6       17      40      441 

f ：           ?       5       11      23      401 

f2 ：             ?       6       12     378 

f3 ：                  ?       6      366 

f4 ：                      ?      360  

 

因為新增數據點後仍然必要維持原來的多項式函數不變，且最後的 4 階運算列必為常數

數列，故將數字 360 填加於此新增的 0 數據點的最末一列，形成新表列； 

x ：       0       1       2       3       4       5 

)(xf ：     ?       1       6       17      40      441 

f ：           ?       5       11      23      401 

f2 ：             ?       6       12     378 

f3 ：                  ?       6      366 

f4 ：                     360    360  
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現在遵循差分運算法對新表由下而上按順序作逆差分運算，計算出表列中  ?位置的各數，

並填滿新表而形成橫式新差分運算表，逐步運算填表流程如下； 

x ：       0       1       2       3       4       5 

)(xf ：     ?       1       6       17      40      441 

f ：           ?       5       11      23      401 

f2 ：             ?       6       12     378 

f3 ：                 354     6      366 

f4 ：                     360    360  

                                                 

x ：       0       1       2       3       4       5 

)(xf ：    356      1       6       17      40      441 

f ：        355      5       11      23      401 

f2 ：            360      6       12     378 

f3 ：                354      6     366 

f4 ：                     360    360  

完成了有  (0,356)數據點的新差分運算表，並得出函數常數項值為  356。  

 

[1C] 接著要作出降 1 次數函數 )(1 xf 的差分運算表；自上列新表內的 1 階、2 階、3 階、4

階等取出各列的第 1 項數字為   355、360、 354、360，對此 4 個數分別除以 1、2、

3、4 而得到   355、180、  118、90，再將此新獲得的 4 個數依序排列在降 1 次數函

數 )(1 xp 的差分運算表 (局部表 )內，詳情如下表列； 

x ：       0       1       2       3       4 

)(1 xp ：     ?      355              

1p ：           ?      180        

1
2 p ：            ?     118 

1
3 p ：                 ?     90 

要維持原來的多項式函數不變，就必須將降 1 次數的差分運算表內最末一列的數字 90 填

加於此新增的 0 數據點的最末一列，形成新表格如下； 

x ：       0       1       2       3       4 

)(1 xp ：     ?      355              

1p ：           ?      180        

1
2 p ：            ?     118 
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1
3 p ：                90     90 

再由下而上按順序作逆向差分運算，計算出表列中  ?位置的各數，得下表；  

x ：       0        1        2        3        4 

)(1 xp ：   743     355                 

1p ：          388      180         

1
2 p ：             208     118 

1
3 p ：                   90      90 

在此降 1 次數表列中，完成了 1 次數項的係數   743 。 

 

[1D] 接著要再作出降 2 次數函數 )(2 xp 的差分運算表；自上列降 1 次數表內的 1 階、2 階、

3 階等取出各列的第 1 項數字為 388、  208、90，對此 3 個數分別除以 1、2、3 而得

到  388、  104、30，再將此新獲得的 3 個數依序排列在降 2 次數函數 )(2 xp 的差分

運算表 (局部表 )內，流程詳情如下表列； 

x ：       0        1        2        3        4 

)(2 xp ：     ?       388                 

2p ：           ?       104        

2
2 p ：             30       30 

                                                 

x ：       0        1        2        3        4 

)(2 xp ：    522      388                 

2p ：          134      104        

2
2 p ：             30       30 

在此降 2 次數表列中，完成了 2 次數項的係數   522   。 

 

[1E] 持續著要再作出降 3 次數函數 )(3 xp 的差分運算表；自上列降 2 次數表內的 1 階、2

階等取出各列的第 1 項數字為  134、30，對此 2 個數分別除以 1、2 而得到   134、

15，再將此新獲得的 2 個數依序排列在降 3 次數函數 )(3 xp 的差分運算表 (局部表 )內，

流程詳情如下表列； 

x ：       0        1        2        3        4 

)(3 xp ：     ?      134                 

3p ：           15       15 
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                                                 

x ：       0        1        2        3        4 

)(3 xp ：   149      134                 

3p ：           15       15 

在此降 3 次數表列中，最後完成了 3 次數項的係數  149 ，同時也得到 4 次數項即首項

的係數  15 。完全用簡單的除、減法列表運算就找到了多項式函數。 

綜合上述的差分運算列表法操作流程直接取到滿足這數列 5 坐標點的  4 次數多項式函數

曲線 )(xf 為   15)( xf 1494 x 5223 x 7432 x 356x  。 

 

[1F] 再應用牛頓差值法計算也會得出相同的多項式函數，檢驗詳情試看下列過程；一開始

仍然先依順序編列出這 5 個坐標點的橫式差分運算表；  

x ：               1       2       3       4       5 

)(xf ：             1       6       17      40      441 

f ：                   5       11      23      401 

f2 ：                     6       12     378 

f3 ：                          6      366 

f4 ：                             360  

應用牛頓差值法公式：   )(xf  = )1(f +   )()1(
!

1
1

xgf
k

k
kn

k
 

           (L1) 

其中   )(xgk = )()3)(2)(1( kxxxx    為 k 次多項式函數。現在取用運算表列數字，

得 ；   )(xf  = 1 + 5 )1( x  + )2)(1(
!2

6
 xx  + )3)(2)(1(

!3

6
 xxx  +

)4)(3)(2)(1(
!4

360
 xxxx = 1 + )55( x  + )693( 2  xx  + )6116( 23  xxx  + 15

10( 4 x 353 x 502 x )24x      再經過運算整理，化簡、組合成下式；  

   )(xf = 15 1494 x 5223 x 7432 x 356x   ，得出完全相等的結果。 

此範例目的是提供詳盡的細部分解說明，看起來很長，其實是迅捷的，見下例；  

 

[範例 2]：已知有數據點依序排列為： (1, 1) , (2, 3) , (3, 7) , (4, 37) , (5,165) , (6,751)等 6 個

點，試想要找出一個  5 次數多項式函數 )(xf 的曲線通過這些點，如下； 
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[2A] 先依序編列出這 6 個坐標點的橫式差分運算表並新增一個數據點 (0,?)；  

x ：       0       1       2       3       4       5       6 

)(xf ：     ?       1       3       7       37     165     751 

f ：          ?        2       4      30      128     586 

f2 ：            ?        2      26      98     458 

f3 ：                 ?      24      72     360 

f4 ：                     ?      48      288 

f5 ：                      ?*=240   240 

 

[2B] 完成新增一個數據點 (0,?)並作逆向差分運算，得下一新型表列；  

x ：       0       1       2       3       4       5       6 

)(xf ：   215     1       3       7       37     165     751 

f ：         216      2       4      30      128     586 

f2 ：          214       2      26      98     458 

f3 ：               216      24      72     360 

f4 ：                   196     48      288 

f5 ：                         240   240 

完成了有  (0,  215)數據點的新差分運算表，並得出函數常數項值為  215。  

 

[2C] 接著要作出降 1 次數函數 )(1 xp 的差分運算表；自上列新表內的 1 階、2 階、3 階、4

階、5 階等取出各列的第 1 項數字為  216、  214、216、  192、240，對此 5 個數分

別除以 1、2、3、4、5 而得到  216、 107、72、  48、48，再將此新獲得的 5 個數依 

序跨階排列在降 1 次數函數 )(1 xp 的差分運算表 (局部表 )內的 )(1 xp 、 1p 、 1
2 p 、

1
3 p 、 1

4 p 等各列的第 2 項位置，再運算完成如下表列； 

x ：       0        1        2        3        4        5 

)(1 xp ：    491      216                 

1p ：          275     107         

1
2 p ：             168      72 

1
3 p ：                  96      48 

1
4 p ：                       48       48 

在此降 1 次數表列中，完成了 1 次數項的係數  491   。 
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[2D] 仿效降 1 次數的過程，再作出降 2 次數函數 )(2 xp 的差分運算表 (局部表 )； 

x ：       0        1        2        3        4 

)(2 xp ：   403      275                 

2p ：          128       84        

2
2 p ：              44      32 

2
3 p ：                   12       12 

在此降 2 次數表列中，完成了 2 次數項的係數    403   。 

 

[2E] 仿效降 2 次數的過程，再作出降 3 次數函數 )(3 xp 的差分運算表 (局部表 )； 

x ：       0        1        2        3        4 

)(3 xp ：    154      128                  

3p ：           26      22 

3
2 p ：             4         4 

在此降 3 次數表列中，完成了 3 次數項的係數  154   。  

 

[2F] 仿效降 3 次數的過程，再作出降 4 次數函數 )(4 xp 的差分運算表 (局部表 )； 

x ：       0        1        2        3        4 

)(4 xp ：    28      26                 

4p ：           2        2 

在此降 4 次數表列中，最後完成了 4 次數項的係數   28 ，同時也得到 5 次數項即首項的

係數  2  。完全用簡單的加法列表運算就找到了多項式函數。 

綜合上述的差分運算列表法操作流程直接取到滿足這數列 6 坐標點的  5 次數多項式函數

曲線 )(xf 為   2)( xf 285 x 1544 x 4033 x 4912 x 215x  。  

 

[2G] 再應用牛頓差值法計算也會得出相同的多項式函數，檢驗詳情試看下列過程；一開始

仍然先依順序編列出這 6 個坐標點的橫式差分運算表； 

x ：              1       2       3       4       5       6 

)(xf ：            1       3       7       37     165     751 

f ：                  2       4      30      128     586 
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f2 ：                    2      26      98     458 

f3 ：                       24      72     360 

f4 ：                           48      288 

f5 ：                               240 

應用牛頓差值法公式：   )(xf  = )1(f +   )()1(
!

1
1

xgf
k

k
kn

k
 

           (L1) 

其中   )(xgk = )()3)(2)(1( kxxxx    為 k 次多項式函數。現在取用運算表列數字，

得 ； )(xf  = 1 + 2 )1( x  + )2)(1(
!2

2
 xx  + )3)(2)(1(

!3

24
 xxx  + 

)4)(3)(2)(1(
!4

48
 xxxx + )5)(4)(3)(2)(1(

!5

240
 xxxxx  = 1 + )22( x  +

)23( 2  xx  + )2444244( 23  xxx  + 2 10( 4 x 353 x 502 x )24x  +  2(

305 x 104 x 353 x 502 x )24x    再經過運算整理，化簡、組合成下式； )(xf

= 2 285 x 1544 x 4033 x 4912 x 215x   ，得出完全相等的結果。  

 

[範例 3]： 已知有數據點依序排列為： (0,-4) , (1, 1) , (2, 6) , (3, 17) , (4, 40) , (5,441)等 6

個點，試想要找出一個  5 次數多項式函數 )(xf 的曲線通過這些點，這裡直接出現了第 1

個數據點 (0,-4)，有已知的 (0,?)是最好的條件，直接操作如下； 

[3A] 先依序編列出這 6 個坐標點的橫式差分運算表；  

x ：       0       1       2        3       4        5 

)(xf ：     4       1       6       17      40      441 

f ：           5       5       11      23      401 

f2 ：             0       6       12     378 

f3 ：                  6       6      366 

f4 ：                      0      360  

f5 ：                          360 

 

[3B] 接著要作出降 1 次數函數 )(1 xp 的差分運算表； 

x ：       0        1        2        3        4        5 

)(1 xp ：     79        5                 

1p ：           74        0         

1
2 p ：               74       2 
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1
3 p ：                    72      0 

1
4 p ：                         72      72 

 

[3C] 仿效降 1 次數的過程，再作出降 2 次數函數 )(2 xp 的差分運算表 (局部表 )； 

x ：       0        1        2        3        4 

)(2 xp ：   153      74                 

2p ：           79       37        

2
2 p ：             42      24 

2
3 p ：                   18      18 

 

[3D] 仿效降 2 次數的過程，再作出降 3 次數函數 )(3 xp 的差分運算表 (局部表 )； 

x ：       0        1        2        3        4 

)(3 xp ：    106      79                  

3p ：          27      21 

3
2 p ：             6        6 

 

[3E] 仿效降 3 次數的過程，再作出降 4 次數函數 )(4 xp 的差分運算表 (局部表 )； 

x ：       0        1        2        3        4 

)(4 xp ：    30      27                 

4p ：           3        3 

綜合上述的差分運算列表法操作流程直接取到滿足這數列 6 坐標點的  5 次數多項式函數

曲線 )(xf 為   3)( xf 305 x 1064 x 1533 x 792 x 4x   。  

以上整體論證與操作敘述皆顯示出；所有的各次數函數運算列表只需在逆向差分運算

中作簡單的減、除法計算即能完成任務，真是太輕易、實際又便捷！ 

 

參、結論  

[1] 若已知有數據點依序排列為： (4, 40) , (5,441) , (6, 1946) , (7, 5641) , (8, 12972)等 5 個

點，試想要找出一個  4 次數多項式函數 )(xf 的曲線通過這些點，方法是：  

 

(a) 遠離數據點 (0,?)就另採他法，直接先編列出其原型差分運算表，表格如下；  

x ：       4       5       6        7       8  
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)(xf ：     40     441     1946     5641    12972 

f ：          401    1505     3695    7331 

f2 ：           1104    2190     3636 

f3 ：               1086    1446 

f4 ：                    360 

原型的 x 值是 4、5、6、7、8，現在，直接就將它們看成是 v 的 0、1、2、3、4， 

得新列表；    v ：       0       1       2        3       4  

             )(vg ：     40     441     1946     5641    12972 

             g ：          401    1505     3695    7331 

             g2 ：           1104     2190    3636 

              g3 ：               1086    1446 

              g4 ：                    360 

(b) 作出降 1 次數函數 )(1 vd 的差分運算表 (局部表 )； 

v ：       0        1        2        3         

)(1 vd ：     121      401                 

1d ：            280     552         

1
2d ：              272      362 

1
3d ：                   90       90 

 

(c) 作出降 2 次數函數 )(2 vd 的差分運算表 (局部表 )； 

v ：       0        1        2        3        4 

)(2 vd ：    174      280                 

2d ：           106     136        

2
2d ：              30      30 

 

(d) 作出降 3 次數函數 )(3 vd 的差分運算表 (局部表 )； 

v ：       0        1        2        3        4 

)(3 vd ：    91       106            

3d ：           15       15 

完成所有差分運算表，得出下列新多項式函數為 )(vg ；  

)(vg  = 15 914 v 1743 v 1212 v 40v   ， )(vg 為向左平移 4 單位的新函數。 

新函數可能是平行向左移或向右移若干單位，再將其還原即可。 
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(e) 將 )(vg 還原成 )4( vg 的原函數，應用連續綜合除法，得到下列轉換函數； 

  )(vg = )4( vg = 15 149)4( 4 v 522)4( 3 v 743)4( 2 v 356)4( v  

再將  4v  轉換成  x  ，即得到滿足原來 5 個數據點的原多項式函數 )(xf ；  

    )(xf = 15 1494 x 5223 x 7432 x 356x  

這個原多項式函數就是在本文中的範例 1 所演示的函數。  

 

[2] 在 B.節的新增數據點 (0,?)後的新型差分運算列表裡，其最末的 n 階運算列中的各數值

均為相等的常數。基於此，可以找到一個新的組合恆等式，如下；  

  n
nn

k

n

k

k aknC ])1()1([
0

 
  n

nn
k

n

k

k aknC ])()1([
1

0
 


= 0     

  ])1()1([
0

nn
k

n

k

k knC  
  ])()1([

1

0

nn
k

n

k

k knC  


= 0        

])1()1([
0

nn
k

n

k

k knC  
 ])()1([

1

0

nn
k

n

k

k knC  


= [

nn nC )1(0   nn nC )(1  + 

nn nC )1(2  nn nC )2(3  ++
nn

n
n C 3)1( 2

2  


+
nn

n
n C 2)1( 1

1  


+
nn

n
n C 1)1(  ]   

[  nn nC )(0
nn nC )1(1  + nn nC )2(2  nn nC )3(3   +   + 

nn
n

n C 3)1( 3
3  


 + 

nn
n

n C 2)1( 2
2  


+

nn
n

n C 1)1( 1
1  


] = 
nn nC )1(0   nn nC )(1

1   + nn nC )1(1
2    

nn nC )2(1
3 

+   + 
nn

n
n C 3)1( 1

2
2  




+
nn

n
n C 2)1( 1

1
1  




+
nn

n
n C 1)1( 1  

  

=
nn nC )1(1

0   nn nC )(1
1  + nn nC )1(1

2    nn nC )2(1
3 

+   + 
nn

n
n C 3)1( 1

2
2  




+ 

nn
n

n C 2)1( 1
1

1  



+

nn
n

n C 1)1( 1  
 = 0            

  
nn

k

n

k

k knC )1()1( 1

0
 

  = 0                                  (1) 

上述是應用組合恆等式  n
kC + n

kC 1 = 1
1



n
kC  的性質而得出這個恆等式 (1)。  

[3] 整篇主題的實際操作法是；直接編列出各次數差分運算表格，而不須要透過牛頓或拉

格朗日差值法，更無須要記憶其公式來展開多項式函數的代數式運算，即可逕自取到

此多項式函數的各項係數數值，以致成功組合出正確適配的多項式函數。理論上的推

演雖然深長，實際上卻容易計算操作，因為在作出降 1 次數函數 )(1 xf 的差分運算表

內僅需編列局部表格，及之後所有降各次數的列表也都是以局部運算表來完成各對應
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次數項的係數。全套演算流程應用起來也更方便俐落、直覺適切，對於尋求多項式函

數的路途特為開闢另一類簡易迅捷的實作計算法。  

[4] 若已知有數據點依序排列為： (-4, -12) , (-2,-3) , (1, 8) , (5, 21) , (8, 67)等 5 個點，試

想要找出一個  4 次數多項式函數 )(xf 的曲線通過這些點，因這些數據點不是等單位

間距點，無法應用本模式來求解，須要另以均差 (divided differences)運算法來處理。

本文為自我發想作品，為尋求直觀、簡潔、容易運算而精緻研發出的多項式函數列表

操作法，謹於此特藉由創作的心得、收穫與先進同好們分享。  
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