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實係數二次型ܽݔଶ ൅ ݕݔܾ ൅  ଶ的值域判別ݕܿ

連威翔  
苗栗縣政府環保局安心即時上工計畫人員  

壹、前言  

本文將關心實係數二次型  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔܾ ൅ ଶݕܿ 									… ሺ1ሻ 

的係數ܽ, ܾ, ܿ	之值對݂ሺݔ, 取值範圍	ሻݕ (底下簡稱值域 )的影響，其中變數ݔ, 為實數，而係數	ݕ

ܽ, ܾ, ܿ為實數且不全為零。在係數ܽ, ܾ, ܿ為正數、負數或零的各種不同情況下，透過一些簡單

的例子，可看出某些情況݂ሺݔ, ሻ的值域將會包含所有實數，其他情況則不會。在一般情形ݕ

下，我們可否直接從係數ܽ, ܾ, ܿ	去判別 f(x,y)值域的不同情況呢？  

答案是肯定的，但該如何進行判別呢？在底下，筆者將藉由討論的方式，試圖給出問

題的答案。討論之後，接著將對係數ܽ, ܾ, ܿ與݂ሺݔ, ሻ之值域的關係做出歸納，並給出一個判ݕ

別準則。最後，也會給出幾個二次型的實例並做計算，以供大家參考。  

 

貳、討論過程  

底下，筆者將對ܽ, ܾ, ܿ	之值的各種情況討論 (1)式中݂ሺݔ, ሻ值域的範圍。討論順序會依照ݕ

ܽ, ܾ, ܿ三數中非零數的個數多寡來進行，從ܽ, ܾ, ܿ	中恰有一數非零開始，到三數皆非零為止。  

不妨假設݂ሺݔ, 的值域為	ሻݕ ݔ௙。開始討論之前，可發現只要取݉ܫ	 ൌ ݕ ൌ 0，由ሺ1ሻ式即可

知0 ∈ ,ݔ௙。因此，在底下的討論中，當我們有意要說明݂ሺ݉ܫ ，的取值範圍為所有的實數時	ሻݕ

將只會聚焦在說明݂ሺݔ, ,ݔሻ如何取為任意的正數或者負數上，而不再提如何取݂ሺݕ ሻݕ ൌ 0。  

我們現在開始討論，過程如下：  

(a) 當ܾ ് 0且ܽ ൌ ܿ ൌ 0時，݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 因為。ݕݔܾ 	ܾ ് 0，對於任意正數ܦ，只要取  

ݔ ൌ 1, ݕ ൌ ܦ
ܾൗ 	, 

可得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 表示任意負數，此時只要改取ܦ為任意正數，可順勢以െܦ若；ܦ  

ݔ ൌ 1, ݕ ൌ െܦ ܾൗ 	,	

即得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െܦ。因此，可知本情況下݂ሺݔ, 。௙包含所有實數݉ܫ的值域	ሻݕ  

(b) 當ܽ ് 0且ܾ ൌ ܿ ൌ 0	時，݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶ。當ܽݔܽ ൐ 0	時，恆有  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൒ 0, 

即݂ሺݔ, ሻ不取負值，因此值域ݕ 不包含所有實數；當ܽ	௙݉ܫ	 ൏ 0	時，可得  
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݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൑ 0, 

知值域݉ܫ௙同樣不包含所有實數。因此，本情況下݉ܫ௙不包含所有實數，即݉ܫ௙ ് ܴ。  

(c) 當ܿ ് 0且ܽ ൌ ܾ ൌ 0時，݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶ。此情況可仿照ݕܿ (b)項目所用的方式進行討論，同

理可知݉ܫ௙不包含所有實數。  

(d) 當ܽ ് 0, ܾ ് 0且ܿ ൌ 0時，݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ,ݔ我們可將݂ሺ，ݕݔܾ ሻ改寫為ݕ  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ ൬ݔ ൅
ܾ
2ܽ

൰ݕ
ଶ

െ
ܾଶ

4ܽ
	.ଶݕ

首先，注意ܽ與െ
௕మ

ସ௔
兩數必定異號。若ܽ ൐ 0，則െ

௕మ

ସ௔
൏ 0，對於任意正數ܦ，只要取  

ݔ ൌ ටܦ ܽൗ 	, ݕ ൌ 0, 

可得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 表示任意負數，因為ܦ為任意正數，可順勢以െܦ若；ܦ
௕మ

ସ௔
൐ 0，此時只

要改取  

ݕ ൌ ඨ
4ܽ
ܾଶ
,	ܦ ݔ ൌ െ

ܾ
2ܽ

 ,ݕ

可得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െܦ。因此，當ܽ ൐ 0時݂ሺݔ, 。௙包含所有實數݉ܫሻ的值域ݕ  

    而當ܽ ൏ 0時，有െ
௕మ

ସ௔
൐ 0，此時只要仿照上述過程對 x, y 適當取值，同理可知

݂ሺݔ, 。௙包含所有實數݉ܫሻ的值域亦包含所有實數。因此，本情況下ݕ  

(e) 當ܾ ് 0, ܿ ് 0且ܽ ൌ 0時，݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݕݔܾ ൅ ଶ，此情況可仿照ݕܿ (d)項目所用的方式進行

討論，同理可知݉ܫ௙包含所有實數。  

(f) 當ܽ ് 0, ܿ ് 0且ܾ ൌ 0時，݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ଶ。此情況要分為兩大類進行討論，過程如ݕܿ

下：  

(f-1) 若ܽ與ܿ同號，此時要再分開看兩種情況。當ܽ, ܿ兩數均正時，因為  

ଶݔ ൒ 0, ଶݕ ൒ 0, 

我們恆有  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ଶݕܿ ൒ 0, 

因此值域݉ܫ௙不包含所有實數；當ܽ, ܿ兩數皆負時，我們有  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ଶݕܿ ൑ 0, 

值域݉ܫ௙同樣不包含所有實數。因此，本情況下值域݉ܫ௙不包含所有實數。  

(f-2) 若ܽ與ܿ異號，此時同樣要再分開看兩種情況。當ܽ ൐ 0, ܿ ൏ 0時，對於任意正數ܦ，

只要取  
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ݔ ൌ ටܦ ܽൗ 	, ݕ ൌ 0, 

可得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 表示任意負數，此時只要改取ܦ為任意正數，可順勢以െܦ若；ܦ  

ݔ ൌ 0	, ݕ ൌ ටെܦ ܿൗ , 

可得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െܦ。因此，本情況݂ሺݔ, 。௙包含所有實數݉ܫሻ的值域ݕ  

    當ܽ ൏ 0, ܿ ൐ 0時，只要仿照上述過程對 ,ݔ	 兩數適當取值，同理可知值域	ݕ ௙݉ܫ

將包含所有實數。因此，本情況下݉ܫ௙包含所有實數。  

(g) 當ܽ, ܾ, ܿ三數均不為零時，有݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔܾ ൅ ,ݔଶ，我們先將݂ሺݕܿ ሻ改寫為ݕ  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ ൬ݔ ൅
ܾ
2ܽ

൰ݕ
ଶ

൅ ቆ
4ܽܿ െ ܾଶ

4ܽ
ቇݕଶ .						… ሺ2ሻ 

此情況要分為三大類討論如下：  

(g-1) 若
ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
ൌ 0，則由 (2)式可知  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ ൬ݔ ൅
ܾ
2ܽ

൰ݕ
ଶ

. 

此情況與 (b)的情況幾乎相同。當ܽ ൐ 0時，恆有  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ ൬ݔ ൅
ܾ
2ܽ

൰ݕ
ଶ

൒ 0, 

即݂ሺݔ, ௙不包含所有實數；當ܽ݉ܫሻ不取負值，因此值域ݕ ൏ 0時，可得  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ ൬ݔ ൅
ܾ
2ܽ

൰ݕ
ଶ

൑ 0, 

知值域݉ܫ௙同樣不包含所有實數。因此，本情況下݉ܫ௙不包含所有實數。  

(g-2)若 	
ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
് 0	且 	ܽ	與 	

ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
	同號，此時再分成兩種情況討論。當ܽ ൐ 0且

ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
൐ 0時，

因為  

൬ݔ ൅
ܾ
2ܽ

൰ݕ
ଶ

൒ 0, ଶݕ ൒ 0, 

由ሺ2ሻ式可知  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ ൬ݔ ൅
ܾ
2ܽ

൰ݕ
ଶ

൅ ቆ
4ܽܿ െ ܾଶ

4ܽ
ቇݕଶ ൒ 0, 

因此值域݉ܫ௙不包含所有實數；另一方面，當ܽ ൏ 0且
ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
൏ 0時，則可確定  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ ൬ݔ ൅
ܾ
2ܽ

൰ݕ
ଶ

൅ ቆ
4ܽܿ െ ܾଶ

4ܽ
ቇݕଶ ൑ 0, 
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值域݉ܫ௙同樣不包含所有實數。因此，本情況下݉ܫ௙不包含所有實數。  

(g-3)  若 	
ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
് 0	且 	ܽ	與

ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
異號，此時再分成兩種情況討論。當ܽ ൐ 0且

ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
൏ 0

時，對於任意正數ܦ，只要取  

ݔ ൌ ටܦ ܽൗ 	, ݕ ൌ 0, 

則 由 (2)式 可 得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ；ܦ 若ܦ為 任 意 正 數 ， 可 順 勢 以െܦ表 示 任 意 負 數 ， 因 為

ସ௔

ସ௔௖ି௕మ
൏ 0，可知  

െ
4ܽ

4ܽܿ െ ܾଶ
ܦ ൐ 0. 

此時只要改取  

ݕ ൌ ඨെ
4ܽ

4ܽܿ െ ܾଶ
,ܦ ݔ ൌ െ

ܾ
2ܽ

 ,ݕ

則由 (2)式可得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െܦ。因此，本情況݂ሺݔ, 。௙包含所有實數݉ܫሻ的值域ݕ  

    當 	ܽ ൏ 0	且 	
ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
൐ 0	時，仿照上述討論過程，同理可知值域 ௙包含所有實݉ܫ

數。因此，本情況下݉ܫ௙包含所有實數。  

 

參、歸納過程  

注意到第二節的討論中，在 (g-1)情況下，
ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
ൌ 0的條件告訴我們  

ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ 0, 

此情形下݂ሺݔ, ௙不包含所有實數；在݉ܫሻ的值域ݕ (g-2)情況下，ܽ與
ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
同號的條件告訴我們  

ܽ ൈ
4ܽܿ െ ܾଶ

4ܽ
ൌ
1
4
ሺ4ܽܿ െ ܾଶሻ ൐ 0, 

因此有  

ܾଶ െ 4ܽܿ ൏ 0, 

而此情形下值域݉ܫ௙亦不包含所有實數；而在 (g-3)情況下，ܽ與
ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
異號的條件告訴我們  

ܽ ൈ
4ܽܿ െ ܾଶ

4ܽ
ൌ
1
4
ሺ4ܽܿ െ ܾଶሻ ൏ 0, 

因此有  

ܾଶ െ 4ܽܿ ൐ 0, 

此情形下值域݉ܫ௙包含所有實數。  
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觀 察 上 述 (g-1),(g-2),(g-3)這 三 種 情 況 下ܾଶ െ 4ܽܿ之 取 值 範 圍 與݂ሺݔ, ሻ的ݕ 值 域 之 間 的 對

應關係，我們不妨檢查看看，是否可依照ܾଶ െ 4ܽܿ不同的取值結果 (為正數、負數或零 )，作

為判別݂ሺݔ, 。ሻ的值域是否包含所有實數的判別條件ݕ  

以ܾଶ െ 4ܽܿ的 值 作 為 判 別݂ሺݔ, ሻ值ݕ 域 ௙是݉ܫ 否 包 含 所 有 實 數 的 條 件 ， 除 了 (g-1),(g-2)與

(g-3) 這 三 種 我 們 已 經 在 上 面 檢 查 過 的 情 形 之 外 ， 當 我 們 對 第 二 節 中 尚 未 檢 查 的

(a),(b),(c),(d),(e),(f-1),(f-2)這其餘七種情況逐一檢查後，不難發現，滿足ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ 0的情

況是 (b),(c)這兩種情況。在 (b),(c)這兩種情況下，݂ሺݔ, ሻ的值域ݕ ௙不包含所有實數，這與݉ܫ

(g-1)情況相同。  

接著，滿足ܾଶ െ 4ܽܿ ൏ 0的情況只有 (f-1)這一個，此情形下݂ሺݔ, ௙不包含所有݉ܫሻ的值域ݕ

實數，這與 (g-2)的情況相同。而截至目前，我們知道 (b),(c),(f-1),(g-1), (g-2)這五種個情況

都滿足值域 ௙不包含所有實數，因此我們將這五種情況歸為第一類，而這五種情況所共݉ܫ

同滿足的條件就是ܾଶ െ 4ܽܿ ൑ 0。  

最後，滿足ܾଶ െ 4ܽܿ ൐ 0的情況共有 (a),(d),(e),(f-2)這四個，而這四個情形下݂ሺݔ, ሻ的值ݕ

域 ௙均包含所有實數，此與݉ܫ (g-3)的情況相同。因此，我們將 (a),(d),(e),(f-2),(g-3)這五個情

況歸為第二類。  

注意在上述ܾଶ െ 4ܽܿ ൐ 0與ܾଶ െ 4ܽܿ ൑ 0兩條件的分類下，我們所關心的實係數二次型，

已經完整涵 蓋了第二節 中所討論的 (a),(b),(c),(d),(e),(f-1),(f-2),(g-1),(g-2),(g-3)所有這些 不

同係數條件下的二次形而無遺漏。這樣一來，我們就得到了底下的判別準則：  

判別準則：對於二次型݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔܾ ൅ ,ݔଶ，其中變數ݕܿ ,為實數，而係數ܽݕ ܾ, ܿ為實數

且不全為零，我們有：  

(1)當且僅當ܾଶ െ 4ܽܿ ൐ 0時，݂ሺݔ, ௙݉ܫሻ的值域包含所有實數，即ݕ ൌ ܴ；  

(2)當且僅當ܾଶ െ 4ܽܿ ൑ 0時，݂ሺݔ, ௙݉ܫሻ的值域不包含所有實數，即ݕ ് ܴ。  

讀者應該有發現，上面兩個判別條件我們可以只給出其中一個，因為這樣做的話另一個將

會自動成立。  

注意，當ܾଶ െ 4ܽܿ ൑ 0	時使݂ሺݔ, 的值域不包含所有實數的情形，為第二節中	ሻݕ (b),(c),(f-

1),(g-1), (g-2)這五種情況。回顧這五種情況，可知݂ሺݔ, ：௙只有底下這兩種可能݉ܫሻ的值域ݕ  

௙݉ܫ ⊆ 	ܴା ∪ ሼ0ሽ   或 ௙݉ܫ      ⊆ 	ܴି ∪ ሼ0ሽ. 

此處我們分別以ܴା與ܴି代表所有正實數與所有負實數所成集合。意思是，當ܾଶ െ 4ܽܿ ൑ 0

時，在݂ሺݔ, ሻݕ ൑ 0與݂ሺݔ, ሻݕ ൒ 0兩者之中，恰有一者恆成立。  

此 時 ， 若 想 要 進 一 步 確 定 (b),(c),(f-1),(g-1),(g-2)這 五 個 滿 足 ܾଶ െ 4ܽܿ ൑ 0的 情 況 下 ，

݂ሺݔ, 滿	ሻݕ 足 ݂ሺݔ, ሻݕ ൑ 0	還 是 ݂ሺݔ, ሻݕ ൒ 0， 我 們 可 以 另 外 算 出 ݂ሺ1,0ሻ ൌ ܽ與 ݂ሺ0,1ሻ ൌ ܿ。 在

(b),(c),(f-1),(g-1), (g-2)這五種情況下，因為ܽ, ܿ兩數不全為 0，只要觀察ܽ, ܿ兩數中不為 0 的
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其中一數為正數或負數，即可達成判別݂ሺݔ, ,ݔሻ滿足݂ሺݕ ሻݕ ൑ 0或݂ሺݔ, ሻݕ ൒ 0的目的。  

例如，某實係數二次形݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔܾ ൅ 滿足ܾଶ	ଶݕܿ െ 4ܽܿ ൑ 0，且已知ܽ ൐ 0，則有

݂ሺ1,0ሻ ൐ 0，這樣我們就確定了此二次形恆滿足݂ሺݔ, ሻݕ ൒ 0。  

 

肆、關於幾個實例的計算  

看完前面的介紹，對於實係數二次型݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔܽ ൅ ݕݔܾ ൅ ଶ，我們都知道如何應用上ݕܿ

一節的判別準則來判定 ௙是否包含所有實數。接著，我們先看一個問題，它可以立即應݉ܫ

用該準則來解決：  

問題 1：在變數 x, y 均可取為任意實數的條件下，已知二次型݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ െ ݕݔ ൅ ଶ的值域ݕ݇

不包含所有實數，試求實數݇的取值範圍。  

根據第三節的判別準則，可知上述問題所關心的 k 值須滿足1 െ 4݇ ൑ 0的條件，因此

得݇ ൒
ଵ

ସ
。如果不使用該準則，其實也可以直接討論求解，這部分就留給讀者練習。  

不過，對於已確定係數的例子，我們也可不使用第三節中的判別準則而直接進行計算。

底下我們給出三個這樣的例子，並透過一些簡單的計算技巧進行處理與判斷。請參考底下

三個例子：  

例 1：對於二次型݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ െ ݕݔ ൅ ：ଶ，我們有底下的計算結果ݕ  

ଶݔ െ ݕݔ ൅ ଶݕ ൌ
1
4
ሺݔ ൅ ሻଶݕ ൅

3
4
ሺݔ െ ሻଶݕ .					… ሺ3ሻ 

(註 1)上式將ݔଶ െ ݕݔ ൅ ଶݔଶ寫成兩個非負項之和，故可知ݕ െ ݕݔ ൅ ଶݕ ൒ 0，因此݂ሺݔ, ሻ的值域ݕ

不包含所有實數。而ሺ3ሻ左式相應於ሺ1ሻ式的係數ܽ, ܾ, ܿ，滿足ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ െ3 ൑ 0，此結果符合

準則所述。  

例 2：對於݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ݕݔ4 ൅ ଶ這個二次型，我們有ݕ  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ݕݔ4 ൅ ଶݕ ൌ
3
2
ሺݔ ൅ ሻଶݕ െ

1
2
ሺݔ െ  .ሻଶݕ

對於任意正數ܦ，只要取  

ݔ ൌ ݕ ൌ
1
2
ඨ
2
3
 		,ܦ

即得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 表示任意負數，此時只要改取ܦ為任意正數，可順勢以െܦ為任意正數；若ܦ  

ݔ ൌ
1
2
,ܦ2√ ݕ ൌ െ

1
2
 ,ܦ2√

即得݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െܦ為任意負數。又因為݂ሺ0,0ሻ ൌ 0，可知݂ሺݔ, ሻ的值域包含所有實數。而二次ݕ

型݂ሺݔ, ,ሻ其相應於ሺ1ሻ式的係數ܽݕ ܾ, ܿ滿足ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ 12 ൐ 0，也符合準則所述。  
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例 3：對於݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െݔଶ ൅ ݕݔ4 െ ଶ這個二次型，不難發現有ݕ4  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ െሺݔ െ ሻଶݕ2 ൑ 0, 

因此݂ሺݔ, ,ݔሻ的值域不包含所有實數。而二次型݂ሺݕ ,ሻ相應於ሺ1ሻ式的係數ܽݕ ܾ, ܿ滿足ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ

0，結果也符合準則所述。  

 

伍、結語  

本文的寫作緣起，是因為筆者在計算建中通訊解題第 64 期中的問題 6404 時，發現題

目中分式的分母出現了ݔଶ െ ݕݔ ൅ ଶ這個二次型，且透過計算得知該二次型非負ݕ (其過程筆

者已在第四節的例 1 中介紹 )。因此，對於一般的實係數二次型ܽݔଶ ൅ ݕݔܾ ൅ ଶ，筆者便想ݕܿ

說何不研究看看其值域的取值範圍。  

第三節的判別準則，告訴我們可依照ܾଶ െ 4ܽܿ ൐ 0或者ܾଶ െ 4ܽܿ ൑ 0的條件判斷 (1)式中

二次型݂ሺݔ, ሻ的值域ݕ ௙是否包含所有實數，且ܾଶ݉ܫ െ 4ܽܿ ൑ 0時可透過觀察ܽ, ܿ兩數，更進一

步確定݂ሺݔ, ,ݔሻ恆滿足݂ሺݕ ሻݕ ൑ 0或݂ሺݔ, ሻݕ ൒ 0。而由第四節的內容，我們知道對於已確定係數

的實係數二次型，即使不用第三節所介紹的判別準則，仍可透過直接計算得出結果。  

本文是簡單的心得分享，筆者認為，應該有比本文更簡單的方法來得出第三節的判別

準則。無論如何，希望本文能給對二次型有興趣的讀者們參考。  

 

註 1：在 (2)式中的係數
ଵ

ସ
 與

ଷ

ସ
	該如何求出呢？一個簡單的方法，可先假設  

ଶݔ െ ݕݔ ൅ ଶݕ ൌ ܽሺݔ ൅ ሻଶݕ ൅ ܾሺݔ െ  ,ሻଶݕ

接著展開上式等號右邊的兩個括號後再比較係數，即可求得係數ܽ, ܾ之值。一般來說，對

於形如ݔ݌ଶ ൅ ݕݔݍ ൅ ,ଶ的二次型，下式的係數ܽݕ݌ ܾ都會有解：  

ଶݔ݌ ൅ ݕݔݍ ൅ ଶݕ݌ ൌ ܽሺݔ ൅ ሻଶݕ ൅ ܾሺݔ െ  .ሻଶݕ

其中݌, 兩實數不全為ݍ 0。  
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