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平面凸四邊形、凸五邊形頂角的合分角 
正弦值、餘弦值關係方程式(下) 
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【(續)科學教育月刊第 427 期第 60 頁之後】 

 

三、一般形平面凸五邊形頂角的合分角正弦值、餘弦值性質關係方程式 

探討一般形平面凸五邊形頂角的合分角正弦值、餘弦值關係方程式前，先要知悉圓內

接五邊形的相關性關係方程式，繼續請看接下來的詳細推演引導； 

 

(一 ) 圓內接五邊形頂角的合分角正弦值關係方程式  

 
圖 10. 

見圖 10.，任給一個平面凸五邊形與圓內接五邊形 54321 AAAAA ，令其邉長線段 21 AA

= 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 15 AA = 5V ，對角線長 1331 dAA  ， 1441 dAA  ，

今設 定 選取 圓內 接 五邊 形的 頂 角 2341  A ， 4 是弧 長 54 AA 的圓 周角 ， 3 是弧 長

43 AA 的圓周角， 2 是弧長 32 AA 的圓周角，頂角 1A 是合角，而 4 、 3 與 2 則是頂角 1A 的

分角。 

 

[1] 先選取圓內接四邊形 5421 AAAA ，見下圖 11.，應用圓內接四邊形方程式 (2)式，可得下

列對應方程式； 
15

1sin

VV

A


145

4sin

dV



114

23 )sin(

Vd

 
                 (2-1) 
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圖 11.                         圖 12. 

[2] 其次，再選取圓內接四邊形 4321 AAAA ，圖 12.，同理，得下列對應方程式； 

            


114

23 )sin(

Vd




1314

3sin

dd



113

2sin

Vd


                           (2-2) 

今將方程式 (2-2)式代入 (2-1)式，即得下列完整規範分佈的對應方程式；  

       
15

1sin

VV

A




15

234 )sin(

VV




145

4sin

dV




1314

3sin

dd



113

2sin

Vd


               (10) 

    2145351413111413 sinsinsinsin  dVVVdVAdd                    (11) 

(10)式、 (11)式就是具規律性的圓內接五邊形頂角的合分角正弦值關係方程式！ 

 

接下來需要引用方程式 (10)式、 (11)式兩式並間接地來推理演繹出一般形平面凸五邊

形頂角的合分角正弦值關係方程式。 

 

(二 ) 一般形平面凸五邊形頂角的合分角正弦值關係方程式  

一般形平面凸五邊形其五頂點是不一定共圓的，但它的任意三個頂點必共圓，以此共

圓的觀點出發並展開下列的推理演繹運算過程；先選取頂角 1A 為合角，並以選定 1A、 3A 、

4A 三個頂點為共圓的情形，而另外兩頂點 2A 、 5A 出現在圓內外側的情形共計有 4 類；詳 

細經過演繹運算，得出這 4 類相異情形推理的方程式結果竟然完全相同，這可說是一般形

平面凸五邊形的特異性質，詳情如下；  

[1] 第 1 類圖形如下圖 13.， 1A 、 3A 、 4A 共圓而頂點 2A 、 5A 皆落於圓的外側； 

     
圖 13. 
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(a) 令 邊 長 線 段 21 AA 與 圓 周 相 交 於 B 點 ， 聯 結 B 點 與 3A 點 ， 使   31BAA ， 則

223 AABA   ， 對 圓 內 接 四 邊 形 431 ABAA 言 ； 由 對 角 互 補 性 質  )( 23 AA  
  23      2A 3A   23     23 ABA 3A   23  

(b)  圖 13.中，角度   2313 AAAA  =  ][ 223  AA 2A 3A   2    

(c)  令邊長線段 51 AA 與圓周相交於 C 點，聯結 C 點與 4A 點，使  41CAA  ，對圓內

接四邊形 CAAA 431 言；由對角互補性質，             

  (2   2A 3A )2  且  554 AACA   (2   2A 53 AA  )2  

(d) 對 23 ABA 言，由正弦定理；  
)sin()sin(

2

23

2

 



V

ABA

BA
     

     
)2sin(])sin[( 2332

2

233

2

 


 AA

V

A

BA
         

        2BA  2V
)sin(

)sin(

2332

233






AA

A
 

(e) 對 54 ACA 言，由正弦定理；  
)sin()sin(

4

54

5

 



V

ACA

CA
       

       5CA  4V
)sin(

)sin(

232

2532







AA

AAA
 

(f) 對圓內接五邊形 CABAA 431 言，見上圖 13.右圖示，並引用方程式 (11)式得；  

)(sin 2111413 BAVAdd  413 sind )( 21 BAV   355 sin)( CAV 21455 sin)( dCAV   

將 (d).與 (e).推理敘述中的 2BA 與 5CA 的表示式兩者同步一起代入上式中，得； 














)sin(

)sin(
sin

2332

233
2111413 


AA

A
VVAdd 413 sind   

        












)sin(

)sin(

2332

233
21 


AA

A
VV 












)sin(

)sin(

232

2532
45 


AA

AAA
VV 3sin  

        











)sin(

)sin(

232

2532
45 


AA

AAA
VV 214 sind  

        












)sin(

)sin(
1

23321

2332
1 


AAV

AV
V 413 sind  

      












)sin(

)sin(
1

23321

2332
1 


AAV

AV
V 












)sin(

)sin(
1

2325

25324
5 


AAV

AAAV
V 3sin  
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       











)sin(

)sin(
1

2325

25324
5 


AAV

AAAV
V 214 sind              

    
15

1sin

VV

A

145

4sin

dV
















)sin(

)sin(
1

23321

2332




AAV

AV
 

         
1314

3sin

dd















)sin(

)sin(
1

23321

2332




AAV

AV












)sin(

)sin(
1

2325

25324




AAV

AAAV
 

         + 
113

2sin

Vd














)sin(

)sin(
1

2325

25324




AAV

AAAV
                    (12) 

方程式 (12)式就是第 1 類的平面凸五邊形頂角的合分角正弦值關係方程式！  

(g) 方程式 (12)式的相關性檢驗   

   
圖 14. 

(1) 由 圖 14. 清 楚 的 看 到 圓 內 接 五 邊 形 各 頂 角 的 合 分 角 關 係 為  2341  A ，

3452  A ， 4513  A ， 5124  A ， 1235  A ，而右圖

的圓內接五角星形內表明出    12345  ，所以，方程式 (12)式中的  

3A 23     12345       3sin(A 0)23    (g-1) 

32 AA  23   2123452 AA          

    32sin( AA  0sin)sin() 2223  AA  (g-2) 

532 AAA  2  2)(2 12345   532sin( AAA  0)2   (g-3) 

       32 AA  2   45   )( 321 52 A  

      32sin( AA   )2 )2sin( 5A 0sin 5  A  (g-4) 

(2) 如果令平面凸五邊形 54321 AAAAA 的 5 個頂點共圓，則將上述的 (g-1)式、(g-2)式、(g-

3)式、 (g-4)式等四式一起同時代入方程式 (12)式中， (12)式中所有 [ ]內的項都將退化

成為 1，使方程式 (12)式蛻變成方程式 (10)式，是故方程式 (12)式實已涵蓋統一了方程

式 (10)式，讓 (10)式成為 (12)式的特例！相關性驗證完成。  

[2] 第 2 類圖形如下圖 15.，頂點 2A  落於圓的外側且頂點 5A  落於圓的內側；  
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圖 15. 

(a) 令邊長線段 21 AA 與圓周相交於 B 點，聯結 B 點與 3A 點，使  31BAA  ， 

如第 1 類情形，得；  2A 3A   23     23 ABA 3A   23 且角

度    2313 AAAA  =  ][ 223  AA 2A 3A   2   ，對 23 ABA 言，由正弦

定理得；  
)sin()sin(

2

23

2

 



V

ABA

BA
   2BA  2V

)sin(

)sin(

2332

233






AA

A
 

(b) 延長線段 51 AA 與圓周相交於 D 點，聯結 D 點與 4A 點，使  45DAA  ，對圓內接

四邊形 DAAA 431 言；由對角互補性質，             

(2   2A 3A )2  且   54 ADA ( 2A 53 AA   2)2   ，對 54 ADA 言，由正

弦定理；  
sin)sin(

4

54

5 V

ADA

DA



     5DA  4V

)sin(

)sin(

232

2532







AA

AAA
 

(c) 對圓內接五邊形 DABAA 431 言，見上圖 15.右圖示，並引用方程式 (11)式得； 

   )(sin 2111413 BAVAdd  413 sind )( 21 BAV   355 sin)( DAV  

               21455 sin)( dDAV   

將 (a).與 (b).推理敘述中的 2BA 與 5DA 的表示式兩者同步一起代入上式中，並仿效上述

第 1 類型的 (f).標題內完整推演運算過程而得出完全相同的下列 (12)式； 

   
15

1sin

VV

A

145

4sin

dV
















)sin(

)sin(
1

23321

2332




AAV

AV
 

          
1314

3sin

dd















)sin(

)sin(
1

23321

2332




AAV

AV












)sin(

)sin(
1

2325

25324




AAV

AAAV
 

          + 
113

2sin

Vd














)sin(

)sin(
1

2325

25324




AAV

AAAV
                    (12) 

[3] 第 3 類圖形如下圖 16.，頂點 2A 落於圓的內側且頂點 5A 落於圓的外側；  
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圖 16. 

[4] 第 4 類圖形如下圖 17.， 1A 、 3A 、 4A 共圓而頂點 2A 、 5A 皆落於圓的內側； 

 

圖 17. 

再仿效上述第 1 類型圖形內完整推演運算過程，這第 3 類、第 4 類圖形必也得證出完

全相同的方程式 (12)式。省略這兩類圖形的演繹證明流程。 

 

[5] 方程式 (12)式型態裡有 2 個  [ ] 的修正項，現在要解讀此修正項的意義；第 1 個修正

項是  












)sin(

)sin(
1

23321

2332




AAV

AV
 ，請參考圖 13.、圖 15.、圖 16.、圖 17.，[ ]內的  

)sin(

)sin(

23321

2332






AAV

AV
分 式 項 乃 表 示 線 段 2BA 、 2EA 與 21 AA = 1V 的 比 值 ， 而 

)sin(

)sin(
1

23321

2332








AAV

AV
 則表示著大於 1 或小於 1 的正實數，乘上這修正項正實  

數將有放大或縮小數量、線段的效果，使得修正好的線段 BA1 、 EA1 恰能成為新的輔

助形圓內接五邊形的一個有效邊長！同理，另外第 2 個修正項也扮演著相同功能意  

義的就是  











)sin(

)sin(
1

2325

25324




AAV

AAAV
。  

綜合以上 4 種類型詳盡的推理引證與檢驗，確認了美妙奇特的方程式 (12)式即為眾人

所引頸企盼的一般形平面凸五邊形頂角的合分角正弦值關係方程式！  
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(三 ) 圓內接五邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式  

 [1] 在圖 11.中，令對角線長 2442 dAA   ；先選取圓內接四邊形 5421 AAAA ，並引用方程

式  (7)式，得  
15

1cos

VV

A
= 

145

4cos

dV






114

23 )cos(

Vd


2

1415

42415

dVV

VdVV 
             (7-1) 

再選取圓內接四邊形 4321 AAAA ，得
114

23 )cos(

Vd

 

1314

3cos

dd




113

2cos

Vd




2
13114

32114

dVd

VVVd 
 ，代

入前式 (7-1)式後，再依順序排列而整理成下列的 (7-2)式； 

   
15

1cos

VV

A
= 

145

4cos

dV



1314

3cos

dd



113

2cos

Vd




2
13114

32114

dVd

VVVd 


2
1415

42415

dVV

VdVV 
           (7-2) 

[2] 這 (7-2) 式 的 末 項 裡 有 424Vd 的 乘 積 項 需 要 被 轉 換 ， 參 考 上 圖 12. 的 圓 內 接 四 邊 形

4321 AAAA ，引用托勒密公式得 142312413 dVVVdd      
13

14231
24 d

dVVV
d


  ，則  

 42415 VdVV 15VV 4
13

14231 V
d

dVVV



  =

13

14423411315

d

dVVVVVdVV 
 代入 (7-2)式  

， 得  
15

1cos

VV

A
= 

145

4cos

dV



1314

3cos

dd



113

2cos

Vd




2
13114

32114

dVd

VVVd 


13
2

1415

14423411315

ddVV

dVVVVVdVV 


再 將 上 式 最 末 兩 項 重 新 合 併 整 理 ， 即 得 ；   
15

1cos

VV

A
= 

145

4cos

dV




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd



2
14

2
1315

1314421334114325
2

14
2

1315 ][

ddVV

ddVVdVVVdVVVddVV 
                     (13)

   11413 cos Add 3154131 coscos  VVdV  2145 cosdV   

          1413421334114325
2

14
2

1315
1413

)(
1

ddVVdVVVdVVVddVV
dd

      (14) 

方程式 (13)式、 (14)式即為圓內接五邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！ 

接下來還要繼續引用這方程式 (13)式、 (14)式兩式並間接地來推理演繹出一般形平面

凸五邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式。 

 

(四 ) 一般形平面凸五邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式   

同樣地，先選取頂角 1A 為合角，並以選定 1A 、 3A 、 4A 三個頂點為共圓的情形，而另

外兩頂點 2A 、 5A 出現在圓內外側的情形共計有 4 類；詳細經過演繹運算，也得出這 4 類  

相異情形推理的方程式結果依然完全相同！毫無疑問地，這也就是一般形平面凸五邊形的

特異性質，這 4 類相異情形推理演繹的詳情如下；  
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[1] 第 1 類圖形如圖 13.， 1A 、 3A 、 4A 共圓而頂點 2A 、 5A 皆落於圓的外側； 

(a) 對圖 13.的右圖示，應用方程式 (14)式可得下列相對應餘弦值關係方程式； 11413 cos Add

3215541321 cos))((cos)(  BAVCAVdBAV  21455 cos)( dCAV  [
1

1413dd


())()(( 2
14

2
132155  ddBAVCAV  143355 ) dVBACAV

])( 141343133421 ddCABAdVCABAV                     (14-1) 

(b) 仿效三之 (二 )的 [1].標題內文裡所推演出的運算過程並應用其角度表示式；對 23 ABA

言，由正弦定理；  
2

32

23

2

sin)sin()sin( A

BAV

ABA

BA





 
     

2BA  2V
)sin(

)sin(

2332

233






AA

A
  與   3BA  2V

)sin(

sin

2332

2

  AA

A
 

(c) 對 54 ACA 言，由正弦定理；  
5

44

54

5

sin)sin()sin( A

CAV

ACA

CA





 
    

4CA  4V
)sin(

sin

232

5

 AA

A
  與    5CA  4V

)sin(

)sin(

232

2532







AA

AAA
 

(d) 將得出的線段 2BA 、 3BA 、 4CA 、 5CA 一起同步代入方程式 (14-1)式內，得； 

11413 cos Add













)sin(

)sin(
1

23321

2332
1 


AAV

AV
V 413 cosd

 

         












)sin(

)sin(
1

2325

25324
5 


AAV

AAAV
V 













)sin(

)sin(
1

23321

2332
1 


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V

3cos  

          











)sin(

)sin(
1

2325

25324
5 


AAV

AAAV
V 214 cosd 

1413

1

dd
 

  












)sin(

)sin(
1

2325

25324
15 


AAV

AAAV
VV 













)sin(

)sin(
1

23321

2332




AAV

AV

 )( 2
14

2
13 dd  

       2
2325

25324
5 )sin(

)sin(
1 V

AAV

AAAV
V 













 


 143

2332

2

)sin(

sin
dV
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A


 

       










 4

23321

2332
1 )sin(

)sin(
1 V

AAV

AV
V


 

 133
232

5

)sin(

sin
dV

AA

A


 

              





)sin(

sin

2332

2
42 AA

A
VV 1413

232

5

)sin(

sin
dd

AA

A


 
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   
15

1cos

VV

A
= 

145

4cos

dV















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
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


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




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1
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25324




AAV

AAAV

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
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


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




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1

2325

25324



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AAAV 
2
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2

1315

1
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











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1

2325
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








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1
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2332
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
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2
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



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


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VV 


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2332

2
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







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
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VV 
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5

)sin(
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dV
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
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


)sin(
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2
42 AA

A
VV 1413
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5

)sin(
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A


 
          (15) 

方程式 (15)式就是第 1 類圖形的平面凸五邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！  

(e) 在 (15)式中第 5 列內有 1 個修正項是   2V
)sin(

sin

2332

2

  AA

A
 ，其意義為新的輔

助形圓內接五邊形的第二個有效邊長 3BA  ，而第 6 列內另外有 1 個修正項是   4V

)sin(

sin

232

5

 AA

A
，為新的輔助形圓內接五邊形的第四個有效邊長 4CA  ！還有第一個

有 效 邊 長  












)sin(

)sin(
1

23321

2332
1 


AAV

AV
V  及 第 三 個 邊 長 3V 與 第 五 個 有 效 邊 長  













)sin(

)sin(
1

2325

25324
5 


AAV

AAAV
V  等共同形成新的輔助形圓內接五邊形，始能應用方

程式 (14)式而導證出難得的方程式 (15)式來。  

(f) 方程式 (15)式的相關性檢驗  

(f.1) 仿效三之 (二 )的 [1].標題下 (f).的內文，對圓內接五邊形言，有下列 4 關係式； 

    3sin(A 0)23                                      (g-1) 

      32sin( AA  0sin)sin() 2223  AA            (g-2) 



科學教育月刊 第 428 期 中華民國 109 年 5 月 

- 56 - 

      532sin( AAA  0)2                                (g-3) 

      32sin( AA   )2 )2sin( 5A 0sin 5  A               (g-4) 

(f.2) 如果令平面凸五邊形 54321 AAAAA 的 5 個頂點共圓，則將上述的 (g-1)式、(g-2)式、(g-

3)式、 (g-4)式等四式一起同時代入方程式 (15)式中， (15)式中所有 [ ]內的項都將退化

成為 1，且 
)sin(

sin

2332

2

  AA

A
1

)sin(

sin

232

5 



AA

A
 ，使方程式 (15)式蛻變成

方程式 (13)式，是故方程式 (15)式實已涵蓋統一了方程式 (13)式，讓 (13)式成為 (15)式

的特例！相關性驗證完成。  

 

[2] 第 2 類圖形如圖 17.， 1A 、 3A 、 4A 共圓而頂點 2A 、 5A 皆落於圓的內側； 

(a) 對圖 17.的右圖示，應用方程式 (14)式可得下列相對應餘弦值關係方程式； 11413 cos Add

3215541321 cos))((cos)(  EAVFAVdEAV  21455 cos)( dFAV  [
1

1413dd


())()(( 2
14

2
132155  ddEAVFAV  143355 ) dVEAFAV  

        ])( 141343133421 ddFAEAdVFAEAV                     (14-2) 

(b) 仿效三之 (二 )的 [4].標題內文裡所推演出的運算過程並應用其角度表示式；對 23 AEA

言，由正弦定理得；  
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
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2

  AA

A
 

(c) 對 54 AFA 言，由正弦定理；   
)sin(sin)sin( 5

44

54

5

A

FAV

AFA

FA




 
     

 5FA  4V
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




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  與   4FA  4V

)sin(

sin

232

5

 AA

A
 

(d) 將得出的線段 2EA 、 3EA 、 4FA 、 5FA 一起同步代入方程式 (14-2)式內，再經運算，提

出公因式，排列整理，同除公倍式 141315 ddVV ，最後得方程式 (15)式！  

 

[3] 第 3 類圖形如圖 15.，頂點 2A 落於圓的外側且頂點 5A 落於圓的內側；第 4 類圖形如

圖 16.，頂點 2A 落於圓的內側且頂點 5A 落於圓的外側；這兩類圖形都能仿效前述第 1、

2 類圖形的推理演繹方法而得證出完全相同的方程式 (15)式！ 
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參、結論  

1. 以 上 的 論 述 與 驗 證 過 程 已 經 翔 實 完 整 的 探 討 了 四 邊 形 與 五 邊 形 的 最 佳 選 取 方 程 式 圖

形類型與方法，最佳選取的要領是需以通過頂角的對角線端點為共圓點的選擇。例如；

先取定頂角 1A ，對四邊形言，有對角線 1331 dAA  ，所以選取 1A 、 3A 再取旁側緊鄰的

一個頂點來形成共圓的三頂點，因有兩個旁側緊鄰頂點勢必選出 2 組相異共圓點，而

得證出 2 組相異方程式。對五邊形言，有對角線 1331 dAA  與 1441 dAA  ，所以恰選取

1A 、 3A 、 4A 形成共圓的三頂點而推演出平面凸五邊形的最佳方程式，巧妙的是這樣

選取共圓點竟能得出完全相同的方程式(15)式。 

2. 毎一個描述圓內接圖形頂角的合分角正弦、餘弦值關係方程式都有 2 式；當要推證一

般形圖形頂角的合分角關係方程式時，需先引用圓內接圖形裡的非分式型方程式如(1)

式、(6)式、(11)式、(14)式，再配合輔助圖形的線段與角度表示式，並以圓內接四邊形

的對角互為補角關係性質，搭配基本的三角形正弦定理，彙集思考、統整理念，始能

明確完善的演繹推證出頂角的合分角關係方程式。 

3. 真感謝上帝的廣大恩典，使數學家們創造出奇妙作為的數學世界，讓數學能神奇完美

的描述解說各類圖形與現象，並且精準完善的提供自然與人為眾多問題的合理解決方

案。本文乃作者承續圓內接多邊形頂角的合分角正弦值關係方程式研究後的另一延伸

自我發想的探討作品，希望拋出一個研討方向引致共鳴！ 
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