
一般剛體的轉動運動，由於較為複雜，

在高中物理或大學普通物理學課程中，很少

被列為正式或參考的教材，但對稱陀螺的轉

動運動，其實簡單許多，只要能夠掌握一些

高中與大一的數學知識，如微分與向量的基

本概念與運算規則，並利用總力學能守恆定

律，與力矩必等於角動量時變率的定律，就

可以了解。由於觀察到的陀螺轉動現象，與

直覺有相當的出入，高中與大學生通常對這

個問題也頗感興趣，可惜一般的理論力學教

科書，在討論陀螺的轉動運動時，通常多半

利用轉動參考座標系、尤拉方程式或拉格朗

日方程式，不僅牽涉到較高深的數學與物理

知識，且所採用的解法，往往過分強調解題

技巧的一般性，反而不容易瞭解陀螺在重力

作用下，何以不會倒下的道理。至於陀螺的

對稱軸，為何能在到達低點後又再上升，而

陀螺繞對稱軸的轉動速度，為何必須快到一

定的程度，才有可能出現正規進動，通常也

不會被當作討論的重點，自然也就不會強調
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摘　要

本文利用牛頓力學中的一些基本概念與守恆定律，分析支點在對稱軸上的陀螺，在重力

下的進動與章動問題。除了導出對稱陀螺出現正規進動須滿足的條件外，也經由平面圓周運

動的相關公式與概念，說明為何重心不低於支點時，陀螺繞對稱軸轉動的角速度，必須夠快

才有可能出現正規進動。此外，本文也說明，陀螺繞其對稱軸和繞空間鉛直軸的轉動，對維

持進動與章動，其影響究竟有什麼不同，以及在重力作用下，為何陀螺的章動運動具有穩定

性，其對稱軸能保持在一定的極角範圍內，在每次下降後又能夠重新上升。

蔡尚芳

國立臺灣大學  物理系

陀螺繞其對稱軸和繞空間鉛直軸的轉動運

動，扮演的角色究竟有什麼不同。

本文利用牛頓力學中有關轉動運動的一

些基本概念與定律，分析在重力下陀螺繞其

對稱軸上一固定支點的轉動運動，說明在何

種特殊情況下，對稱陀螺會出現正規進動(或

稱旋進)，亦即陀螺重心保持相同的高度，在

水平面做等速圓周運動，也說明為何重心不

低於支點時，陀螺繞對稱軸轉動的角速度，

必須夠快才可能出現正規進動，以及在一般

情況下，陀螺的章動運動為何具穩定性，其

對稱軸可以在一定的角度範圍內反覆升降，

不會倒下。

(一) 牛頓力學中的基本運動定律

考慮一個支點固定於O點的陀螺，取此

支點為慣性座標系xyz的原點，並將此陀螺當

作是一個由多個質點組成的剛體。假設此剛

體第i個組成質點的質量為m
i
，而在座標系

xyz中(參見圖1 )，此質點之位置向量、速度

與所受的力分別為
i
、
i
與
i
，則由牛頓第二
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運動定律得

                                           (1)

若此陀螺之總質量為M，質心C 的位置

向量為 ，則依定義可得

                                                (2)

                                           (3)

以原點(即支點)O 為參考點時，陀螺所受

之總力矩 ，等於(1)式中所有的力 i 對此支

點之力矩和。因質點間相互作用之內力，一

般均屬空間等向性的守恆力，其力矩總和為

零，而作用於支點之外力(即支撐力)，因力臂

為零，其力矩亦為零，故陀螺僅受來自重力

之力矩，利用式(3)可得

             (4)

上式中 為重力加速度。

此陀螺相對於支點之總角動量 ，依定義

為

                                       (5)

由式(1)可得各質點之角動量時變率等於

其所受之力矩，即

                                  (6)

由式(4)、(5)、(6)可得以下兩式：

              (7)

                                       (8)

上式顯示以支點為參考點時，陀螺之總

角動量的時變率等於來自重力之總力矩。

圖 1

(二) 一般陀螺繞支點轉動之角速度、

角動量、動能與重力位能

圖2a中之1、2、3軸，互相垂直，且均

固定於陀螺上，此三軸之單位向量
1
、
2
、

3
，分別代表以支點為參考點時，陀螺轉動

慣量三個主軸的方向。當陀螺繞支點轉動

時，其角速度 可表示為

                              (9)

圖 2a

若陀螺繞主軸1、2、3的轉動慣量分別

為I
1
、I
2
、I
3
，則其相對於支點之總角動量

可表示為

                                    (10a)

而陀螺的動能則為

               (10b)

若陀螺重心位於z = 0的平面時，其重力

位能U為零，則位能U的一般式可寫為

                                          (10c)

(三) 一般陀螺的守恆定律

若以 、 、 代表沿x、y、z座標軸之單

位向量時，則 與-  平行，故由式(8)可看出

總角動量的分量L
z
必守恆，即其時變率為

零：

      (11a)

陀螺之總力學能E為總動能K與位能U之
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和，因支點固定，作用於支點之支撐力對陀

螺不做功，故陀螺之總力學能E守恆。由式

(10b)與(10c)得

=常數                          (11b)

(四) 一般陀螺繞支點轉動之尤拉角

由圖2b可得在圓柱座標系中，沿 、 、

z 座標軸之單位向量 、 、 ，須滿足以下之

關係：

                           (12a)

                          (12b)

                                                 (12c)

三度空間中之x、y、z軸，經三次轉動

後，可與陀螺之1、2、3軸完全重合。此過

程中之轉角，稱為尤拉角。力學中較常採用

的尤拉角定義，有以下介紹之y制與x制。

(甲)y制尤拉角

在此制中，3軸在空間座標系xyz中之極

角為 ，方位角為 ，如圖2b所示，故得

      (13a)

      (13b)

                                    (13c)

在 y制中之轉角與轉動次序如下(見圖

2b)：先繞z軸旋轉 角，直到x軸轉至 方

向。其次以旋轉後之y軸(即圖2b中之 方向)

為轉軸，旋轉 角，使z軸轉至3軸位置， 向

量轉至圖2中 向量之位置。最後再繞3軸旋

轉  角，使 向量轉至1軸位置。

如圖2b所示， 、 、
3
為一右手制正交

座標系的三個單位向量，故由式(13c)、(12a)

與(12c)可得

                                             (14a)

而由圖2b，或由式(13c)與(14a)，可得

 ,           (14b)

圖 2b

採用y制時，3軸之極角 與方位角  隨

時間之變化，分別對應於陀螺之章動與進動

的角速度，因此與實際觀察到之陀螺轉動運

動直接比較時，此制相當方便。利用式

(14b)，可將式(13a)與(13b)中之1、2軸的單

位向量改用下式表示：

 ,       (14c)

(乙)x制尤拉角

在x 制中，轉角與轉動次序如圖3所示。

此制之轉動順序如下：先使空間座標系繞z 軸

旋轉 角，其次以旋轉後之x 軸(即圖2中之

方向)為轉軸，旋轉  角，使z 軸轉至3軸位

置，最後再繞3軸旋轉 角，使 x 軸轉至1軸

位置。

圖 3

由牛頓力學看對稱陀螺的運動
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在x制中，1、2、3軸的單位向量可表示如

下：

                                                                (15a)

                          (15b)

                   (15c)

比較式(13a)-(13c)與式(15a)-(15c)，可看

出x制之任何結果，均可由y制之公式，利用

以下之角度轉換獲得：

                      (16)

故以下之討論與所得結果，只使用y制。

(五) 一般陀螺繞支點轉動之角速度

本文中為簡化符號，有時將代表角度之

符號冠以一或二點，以表示對時間之一次或

二次微分，例如 與 分別代表 對時間t之一

次與二次微分。

依以上(四)(甲)中所述，在 y 制中，陀螺

在  t之時間內，繞 、 、
3
軸旋轉之角度分

別為 、 、 ，故可得知陀螺轉動之瞬

時角速度為

                                            (17a)

利用式(13a) - (13c)，可由上式求得角速度沿

1、2、3軸之分量為

                               (18a)

                                 (18b)

                                                  (18c)

角速度亦可用其它互相垂直的三個分量

表示，例如在式(17a)中，將 依式(14b)之結

果改用 與 表示，則可得

             (19a)

故得角速度沿 、 、
3 
三個正交軸之分量為

                                (19b)

                                          (19c)

                                  (19d)

式(19d)與(18c)的結果顯然是相同的。

(六) 對稱陀螺之動能、重力位能與總

角動量

以下考慮的是具旋轉對稱軸之陀螺，在

重力作用下，繞其對稱軸上一固定支撐點的

轉動運動。在此情況下，可取陀螺之對稱軸

為3軸，因重心必在對稱軸上，故式(10c)之

重力位能U公式，可表示為

                             (20a)

而由對稱觀點，繞1軸與2軸的轉動慣量

必相等，即 I
1
 = I
2 
，故由式(10a)與(14c)可得

對稱陀螺之總角動量為

   

                   (20b)

將式(18a) - (18b)之結果代入上式後可得

                                 (20c)

上式中最後一個等式，是利用式(19b)-

(19c)之角速度公式得到的。

將式(19a)與(20c)之結果代入式(10b)，可

求得對稱陀螺之總動能K為
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                                 (21a)

由式(11a)，知對稱陀螺總角動量的分量

L
Z
必守恆。故依式(20c)與(14b)得

     =常數                  (22a)

而由式(11b)，知對稱陀螺之總力學能E

守恆，故由式(20a)與(21a)得

       = 常數                   (22b)

(七) 單位向量的時變率

由式(12a)、(12b)與(14b)可得

                         (23a)

                     (23b)

由式(14a)、(13c)與(23b)可得

                                          (23c)

                                             (23d)

根據上式與式(20c)可得

                                              (23e)

可見對稱陀螺在轉動時，其質心的運動

方向，恆與總角動量垂直。

(八) 對稱陀螺角動量分量的時變率

由式(8)、(14a)與(14b)可得總角動量的時

變率為

                                                (24a)

分別取上式沿 、 、
3
三個正交軸之分

量，可得

                                                (24b)

                                         (24c)

                                               (24d)

由式(23e)與(24d)之結果，可得

                       (24e)

換言之，角動量沿3軸(即對稱軸)之分量

L
3
不隨時間變化，即L

3 
= I
3
  
3
 為常數，故角

速度沿3軸之分量
3
亦為常數。

(九) 對稱陀螺的進動

因為3軸的正方向，恆可選定為L
3
0的

方向，故本文在以下之各部分，均假定

L
3
0，並排除L

3
 =L
Z 
= 0(即陀螺為靜止)之情

形。由式(22a)可得

                                (25a)

上式顯示，一般而言，進動之角速度 隨

極角 而變，而若 ，則 與L
Z
的符號

相同，即陀螺在不同極角時，恆沿同一時針

方向進動。

若 ，則可令

                    (25b)

而將式(25a)改寫為

                            (25c)

由上式可看出，在此情況下，當
C

時， 為正值，而當   
C
 時， 為負值。故

如在半徑為r
C
的球面上顯示對稱陀螺質心的

運動時，其可能之軌跡會如圖4所示，即在

由牛頓力學看對稱陀螺的運動
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C
時，質心向右運動，在   

C
 時，質心

向左運動，而在 
C
 時，質心的運動方向，與

代表  = 
C
 的虛線垂直。

圖4

(十) 對稱陀螺的章動

將式(25a)之結果代入式(22b)可得

                                          (26a)

如以極角之餘弦  = cos  表示，上式可改寫

為

                                      (26b)

當陀螺做轉動運動時，上式左邊不可為

負值，故由上式可得知陀螺在轉動時，極角

之餘弦 必滿足 f () 0 條件。但 f () 為 的

三次多項式，具有以下之性質：

                                             (27a)

                         (27b)

                         (27c)

                                            (27d)

假設陀螺開始轉動時，其極角為 
0
，餘

弦為
0
 = cos 

0
，則如前述可確定 f (

0
) 0。

若只考慮 的情形，則 f (+1)與 f (-1)均

為負值，故由以上諸式，可推知 f () = 0的

三個根中，必有一實根
3
1不在極角餘弦的

範圍內，而另兩個實根 
1
與 
2
( 
1 2
)，必

介於-1 與 +1 之間。若f (
0
) 0(如圖5a)，或

f (
0
) = 0但其微分f (́

0
)  0(如圖5b )，則

1

與
2
相異。若 f (

0
) = 0且其微分f ́(

0
) = 0(如

圖5c )，則
 1
與

 1
相等，均等於

 0
。

圖5a   f (
 0
) 0

圖5b   f (
 0
) = 0，f  (́

 0
)  0

圖5b   f (
0
) = 0，f (́

0
) = 0

在圖5a或圖5b所述之情況下，當陀螺做

轉動運動時，其質心的極角 ，會在 
2
  = cos-1

2
到 
1
= cos-1 

1
的範圍內升降(0

2 1
)，

亦即陀螺會出現章動的現象。此時若考慮

之運動情形，則如式(25a)或圖4所

示，陀螺質心的運動，當
c 2 1
時，會出現

如圖6a所示之軌跡；當
c
=
2 1
時，會出現
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如圖6b所示之軌跡；當
c
=
2 1
時，會出現

如圖6c所示之軌跡。

圖6a

圖6b

圖6c

圖7

(十一) 對稱陀螺的正規進動

在圖5c所述之情況下，當陀螺做轉動運

動時，其質心的極角    只能等於
0 
= cos-1

2
=

cos-1  
1
，即維持固定不變，亦即  = 0，換言

之，陀螺不會出現章動，只能做進動，如圖7

所示，此種運動特稱為正規進動。因 f ( 
0
) =

0，f ́( 
0
) = 0，故 為二重根，由式(26b)得

                                         (28a)

                  (28b)

但由式(22b)，以及  = 0，得

                        (28c)

另外，由式(25a)可得

                                   (28d)

由以上二式可看出，在正規進動(即  = 0)

的情況下，極角餘弦的起始值
0
必然滿足式

(28a)。

若將以上二式的關係代入式(28b)，則可

得正規進動的角速度  與
0
必須滿足下式：

f ́( 
0
)=2I
1
(I- 
0
2)(-Mgr

c
-I
1
2
0
+L
3
)=0      (28d)

上式顯示除非
0
 = 1(即陀螺繞鉛直軸轉

動，此二特例以下不再考慮)，否則 須為下

式之根：

                              (29a)

上式之  有不為零之實根的條件為其判

別式須大於零，即

                             (29b)

此條件顯示，當
0
0 (即極角不大於

90o，或陀螺質心之z 0 )時，陀螺繞對稱軸

轉動的角速度  
3
必須夠快，才有可能在極角

固定的情況下，以固定的 做正規進動。在式

由牛頓力學看對稱陀螺的運動
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(29b)的條件下，若
0
= 0 (即

0
90o)，則由式

(29a)可知正規進動的角速度為

                                                (29c)

而若
0 
 0 ，則式(29a)有兩相異實根，

此時正規進動的角速度有兩種可能，即

                          (29d)

(十二) 正規進動的可能性

以上的討論，利用牛頓力學中一些相當

基本的守恆定律，定性地描述了對稱陀螺的

進動與章動運動，但並未能清楚地指出，為

何極角在 0   / 2範圍內時，陀螺繞其對

稱軸的角速度，必須快速到能夠滿足式(29b)

的關係，才有可能出現正規進動。此外，以

上的討論，也未清楚地指出陀螺在重力作用

下，其章動運動何以能維持穩定性，不致倒

下，亦即陀螺的對稱軸為何能保持在一定的

極角範圍內，在每次下降後又能夠重新上

升。這兩個問題，其實是彼此互有關聯的，

其道理也是共通的，且可以經由平面圓周運

動的相關公式與概念，加以澄清與理解。

考慮一個質量為 m的質點，受向心力

_
F (r) 的作用，在一平面內做圓周運動。依

牛頓第二運動定律，即式(1)，此質點之動量

必須滿足下式：

                                 (30a)

使用平面極座標 r、  時，對應之座標軸單

位向量  與 ，可表示為

                                   (30b)

                                  (30c)

以上二式中的單位向量，其時變率可表示為

                         (30d)

                      (30e)

利用式(30b)-(30e)，可將質點之位置向量

、速度 與動量 表示為

                            (31a)

                 (31b)

                                (31c)

以沿座標軸 與 的分量表示時，式(30a)

可改寫為

                          (32a)

                             (32b)

將式(30d)-(30e)與(31c)的結果代入以上

二式，可得常見之平面運動方程式，即

     (32c)

                         (32d)

式(32c)清楚地顯示出，當轉動角速度

不為零時，向心力-F (r) (恆為負值)使質點靠

近力中心r = 0的趨勢，會被轉動運動所產生

的離心力mr  2(恆為正值)消弱。當轉速 夠

快時，向心力完全被離心力抵銷，因此質點

的徑向距離 r 有可能保持固定值，而出現等

速率圓周運動( r 與  均固定)。當 r 固定不變

時，  =  = 0，此時由式(32d)知  亦為固

定，但其值並非任意，必須滿足式(32c)，即

                                              (32e)

對稱陀螺出現正規進動時，極角  固

定，角速度 與 
3
 也固定，但這樣的運動方

式，當質心不低於支點時，角速度 
3
 必須夠

高，才有可能出現，基本上這與以上所述圓

周運動的道理是相同的。仿照由質點動量時
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抵銷，而使陀螺對稱軸的極角  保持固定

值，出現等規律的正規進動( 與  均固定)；

而若考慮的是 / 2    的轉動運動，則即

使轉速
3
為零，只要陀螺繞 z 軸轉動的角速

度 夠大，正、反向的力矩亦有可能完全抵

消，而使陀螺出現正規進動，亦即錐擺運

動。

當  固定不變時， = = 0，此時由式

(35b)與(35c)知
3
與 亦為固定，但兩者之值

並非任意，必須滿足式(35a)，即

                          (36a)

此與(29a)式所得之結果完全相同。

(十三) 章動運動的穩定性

出現章動時，極角 不為固定值。利用式

(35a)的結果，可以將式(35a)中最後兩項之和

改寫為 的函數，即

        

           

                      (37a)

令L
>
與L
<
分別代表L

3
與L
Z
中絕對值較大

與較小者，若L
>
 0，則可令L

<
與L
>
之比值為

m
 之餘弦，即

                                 (37b)

而將式(37a)表示為

          (37c)

上式顯示螺陀繞3軸與z軸轉動的淨效

果，在 <
m
時，因 κ()>0，故與重力矩Mgr

c

sin 同向，會產生使極角 增大的趨勢；而在

>
m
時，因 κ()<0，故與重力矩反向，而會

變率，即式(30a)，導出其分量式(32a)與(32b)

的做法，可由對稱陀螺角動量時變率，即式

(24a)，求得其分量式為

           (33a)

                          (33b)

                           (33c)

利用式(20c)的角動量公與式(14b)，可得

                                         (34a)

                                              (34b)

                                             (34c)

                        (34d)

利用(23a)、(23c)、(23e)及以上四式，可

將式(33a)-(33c)改寫成類似式(32c)與(32d)的

形式，即

                   (35a)

                                       (35b)

                                    (35c)

由式(35a)可看出，當角速度  與
3
 同為

正或負值時，重力矩Mgr
c
sin  (恆不為負值)

使極角  增加的趨勢，會被陀螺繞其對稱軸

轉動運動所產生的反向力矩-I
3 3
 sin  (恆

不為正值)消弱，但會被陀螺繞 z 軸轉動所產

生的力矩I1  2 cos  sin 增強( / 2)或減弱

(   / 2)。因此，若考慮的是對稱陀螺在0

  / 2範圍的轉動運動，則只有當轉速

3
夠快時，正、反向的力矩，才有可能完全
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產生使極角 減小的趨勢。綜合以上兩種情

況，可見螺陀繞3軸與z軸轉動的淨效果，乃

是要使極角 不要偏離
m
。基本上，這就是陀

螺在重力作用下為何不會倒下的原因。以下

分析極角在重力矩與 κ()合起來作用下的變

化情形。

由式(37a)的第二個等式，可得

          

                               (38a)

故式(35a)可改寫為

                                        (38b)

利用式(26b)中定義的函數f(cos)(如圖5

與6)，上式右邊可改寫為

                              (38c)

上式中右邊出現的函數U，其定義為

                                          (38d)

根據上式與式(22b)可知

                                         (38e)

利用式(38d)，及圖5a與5b，可得如圖8

所示的 U -  曲線。因為 f (
1
) =f(

2
) =0，故

得U(
1
) =U(

2
) = 0，而在極角 接近0或

時，由於分母之正弦sin  趨近於零，故U之

值趨近於無窮大。注意：陀螺只能在
2
=cos-

1
2
到 
1
=cos-1

1
之間 f 不為負值(亦即U不為

正值)的範圍內做轉動運動。由式(38e)與圖8

可知，當陀螺往
2
或
1
逼近時，U與  均會

趨近於零。但由圖 8中曲線的斜率與式

(38c)，可看出對稱陀螺的極角 增大而往
1
靠

近時，曲線的斜率為正，角加速度 為負，而

當極角 減小而往
2
靠近時，角加速度 為

正，故陀螺受到的都是使極角回復到中間值

的力矩，因此對稱陀螺的章動，確具穩定

性。

圖8
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