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Miquel 定理及其應用（續）
趙文敏

國立臺灣師範大學　數學系

乙、Miquel 定理的相關性質

　　由於 Miquel 點是圓的交點，這自然會引出許多角的相等或互補關係。

定理 5：設△A1A2A3 為任意三角形。若點 P1、P2 與 P3 分別在線段 32 AA 、 13 AA 與 21AA 上，且點

P1、P2 與 P3 都不是△A1A2A3 的頂點，又圓 A1P2P3、圓 A2P3P1 與圓 A3P1P2 交於點 P，

則

(1) 當點 P 在△A1A2A3 的內部時，恆有

∠PP1A2＝∠PP2A3＝∠PP3A1；

∠A2PA3＝∠A2A1A3＋∠P2P1P3；

∠A3PA1＝∠A3A2A1＋∠P3P2P1；

∠A1PA2＝∠A1A3A2＋∠P1P3P2。

(2) 當點 P 在△A1A2A3 的外部且與點 A1 在直線 A2A3 異側時，恆有

180 o －∠PP1A2＝∠PP2A3＝∠PP3A1；

∠A2PA3＝360 o －∠A2A1A3－∠P2P1P3；

∠A3PA1＝∠A3A2A1＋∠P3P2P1；

∠A1PA2＝∠A1A3A2＋∠P1P3P2。

證：參看圖 1(1)與圖 1(2)。

(1) 因為圓內接四邊形的對角互補，所以，∠PP1A2、∠PP2A3 與∠PP3A1 三個角相等。另一方

面，因為∠A2PA3＝∠A2PP1＋∠P1PA3，而且

∠A2PP1＝∠A2P3P1＝∠A2A1P1＋∠A1P1P3，

∠P1PA3＝∠P1P2A3＝∠P1A1A3＋∠A1P1P2，

所以，得∠A2PA3＝∠A2A1A3＋∠P2P1P3。同理，可得後面兩個等式。

(2) 在圓 A2P3P1P 中，因為點 P1 與點 P3 在直線 A2P 的同側，所以，依圓周角定理，得∠PP1A2

＝∠PP3A2＝180 o－∠PP3A1。另一方面，因為∠A2PA3＝∠A2PP1＋∠P1PA3，而且∠A2PP1

＝∠P1P3A1，∠P1PA3＝∠P1P2A1，所以，得

∠A2PA3＝∠P1P3A1＋∠P1P2A1＝360 o－∠A2A1A3－∠P2P1P3。

因為∠A3PA1＝∠A3PP2＋∠P2PA1，而且∠A3PP2＝∠A3P1P2、∠P2PA1＝∠P2P3 A1，
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所以，得

∠A3PA1＝∠A3P1P2＋∠P2P3A1

      ＝ (180o－∠A2A3A1－∠A3P2P1) ＋ (180o－∠A2A1A3－∠A1P2P3)

      ＝∠A3A2A1＋∠P3P2P1。

同理，可得最後一個等式。∥

　　前述定理 5 所討論的角關係式，當點 P1、P2、P3 與 P 位於其他位置時，也有類似的角關

係式。不過，因為分類相當複雜，所以，本文不再一一說明，有興趣的讀者請自行討論。在

定理 5 的角關係式中，讓我們注意到定理 5(1)的後三個關係式指出：∠P2P1P3、∠P3P2P1 與∠

P1P3P2 的度數都只與點 A1、A2、A3、P 有關，而與點 P1、P2、P3 無關，這現象說明了定理 6(2)

的相似關係。

定理 6：設△A1A2A3 為任意三角形。若點 P 是△A1A2A3 平面上異於點 A1、A2 與 A3 的一個定

點，則

(1) 對於點 P 對△A1A2A3 的任意兩個 Miquel 三角形△P1P2P3 與△Q1Q2Q3，將點 P1、P2 與 P3 繞

點 P 旋轉一個有向角∠P1PQ1，再以點 P 為中心伸縮 1PQ / 1PP 倍，則點 P1、P2、P3 分別與

點 Q1、Q2、Q3 重合。換言之，點 P 是△P1P2P3 與△Q1Q2Q3 的相似中心 (center of similitude)。

因此，△P1P2P3 與△Q1Q2Q3 為同方向的相似三角形。(可能兩組點分別都共線。)

(2) 點 P 對△A1A2A3 的每一組 Miquel 圓的圓心所成三角形恆與△A1A2A3 相似。
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圖 5

證：參看圖 5(1)與圖 5(2)。

(1) 在直線 A1A2 與直線 A1A3 上分別選取定點 O3 與 O2，使得點 A1、O2、O3 與 P 共圓而且點 P

位於∠O2A1O3 的內部。於是，點 O2 與 O3 在直線 A1P 的異側。我們先考慮 P2≠A1 且 P3≠

A1 的情形。因為點 P 在∠O2A1O3 的內部而且點 A1、P2、P3 與 P 共圓，所以，點 A1 不能既

介於點 P2 與點 O2 之間、又介於點 P3 與點 O3 之間。換言之，下述二等式至少有一個成立：

21PA ＝ 21OA 、 31PA ＝ 31OA 。
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　　若 21PA ＝ 21OA 且 31PA ＝ 31OA ，如圖 5(1)所示，則點 P2 與 P3 在直線 A1P 的異側。於是，

有向角∠P2PP3 與∠O2PO3 的方向相同且

　　　　∠P2PP3＝180 o－∠P2A1P3＝180 o－∠O2A1O3＝∠O2PO3；

　　　　∠P2P3P＝∠P2A1P＝∠O2A1P＝∠O2O3P。

由此可知：有向角∠P2PP3 與∠O2PO3 方向相同、大小相等，而且△PP2P3～△PO2O3。若

21PA ＝ 21OA 但 31PA ≠ 31OA ，即點 A1 介於點 P3 與 O3 之間，則點 P2 與 P3 在直線 A1P 的同

側。於是，有向角∠P2PP3 與∠O2PO3 的方向相同且

　　　　∠P2PP3＝∠P2A1P3＝180 o－∠O2A1O3＝∠O2PO3；

　　　　∠P2P3P＝∠P2A1P＝∠O2A1P＝∠O2O3P。

由此可知：有向角∠P2PP3 與∠O2PO3 方向相同、大小相等，而且△PP2P3～△PO2O3。若

21PA ≠ 21OA 但 31PA ＝ 31OA ，則同理可得相同的結果。

　　若 P3＝ A1，即圓 A1P2P 與直線 A1A2 相切於頂點 A1，則有向角∠P2PP3 與∠O2PO3 的

方向相同且

　　　　∠P2PP3＝180 o－∠P2A1P－∠A1P2P

　　　　　　　 ＝180 o－∠O2A1P－∠O3A1P＝180 o－∠O2A1O3＝∠O2PO3；

　　　　∠P2P3P＝∠P2A1P＝∠O2A1P＝∠O2O3P。

由此可知：有向角∠P2PP3 與∠O2PO3 方向相同、大小相等，而且△PP2P3～△PO2O3。若 P2

＝ A1，則同理可得相同的結果。

　　仿前面的論證，可知：有向角∠Q2PQ3 與∠O2PO3 方向相同、大小相等，而且△PQ2Q3

～△PO2O3。於是，有向角∠P2PP3 與∠Q2PQ3 方向相同、大小相等，而且△PP2P3～△

PQ2Q3。同理，可知：有向角∠P3PP1 與∠Q3PQ1 方向相同、大小相等，而且△PP3P1～△

PQ3Q1；有向角∠P1PP2 與∠Q1PQ2 方向相同、大小相等，而且△PP1P2～△PQ1Q2。於是，

得
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因為三對有向角分別相等且上述對應邊長的比值相等，所以，可知所欲證的性質成立。
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圖 6

(2) 設△P1P2P3 為點 P 對△A1A2A3 的一個 Miquel 三角形，而圓 A1P2P3、圓 A2P3P1 與圓 A3P1P2

的圓心分別為 C1、C2 與 C3。要完整地證明△C1C2C3～△A1A2A3，必須像定理 2 後面那段

敘述中所說明的，就點 P1、P2 與 P3 的位置組合加以分類。此處我們不一一分類，而只舉

兩個情形為例。

　　設點 P1、P2 與 P3 分別在 32 AA 、 13 AA 與 21AA 上，而點 P 在△A1A2A3 的內部，如圖 6(1)

所示。因為 3PP 是圓 A1P2P3 與圓 A2P3P1 的公共弦，所以，連接兩圓圓心的直線 C1C2 與

3PP 垂直。同理，直線 C1C3 與 2PP 垂直。於是，得

∠C2C1C3＝180 o－∠P2PP3＝∠A2A1A3。

同理，可得∠C3C2C1＝∠A3A2A1 及∠C1C3C2＝∠A1A3A2。由此可知：△C1C2C3～△A1A2A3。

　　設點 P1 與 P2 分別在 32 AA 與 13 AA 上、點 P3 在直線 A1A2 上且點 A2 介於點 A1 與點 P3 之

間，而點 P 在△A1A2A3 的內部，如圖 6(2)所示。仿前段的證法，可得∠C2C1C3＝∠A2A1A3

及∠C1C3C2＝∠A1A3A2。另一方面，可得

　　　　　　∠C3C2C1＝180 o－∠P3PP1＝180 o－∠P3A2P1＝∠A3A2A1。

由此可知：△C1C2C3～△A1A2A3。∥

　　前面所得的結果中，可以得出兩個逆方向的性質，我們寫成兩個定理。

定理 7：設△A1A2A3 為任意三角形。若△P1P2P3 與△Q1Q2Q3 是兩個相異而同方向的相似三角

形，且對應頂點 P1 與 Q1 在直線 A2A3 上、對應頂點 P2 與 Q2 在直線 A3A1 上、對應頂

點 P3 與 Q3 在直線 A1A2 上，則△P1P2P3 與△Q1Q2Q3 對△A1A2A3 的 Miquel 點相同，這

個共同的 Miquel 點是它們的相似中心。特例：當這兩個三角形恰有一對對應頂點重

合時，它們的共同 Miquel 點就是這個頂點。由上述結果立即可知：若一組同方向的

相似三角形的對應頂點都共線，則它們有一個共同的相似中心。
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證：我們先假設特例成立而以特例證明一般情形。設 Pk≠Qk，k＝1, 2, 3。若三點集{P1, P2, P3}

對△A1A2A3 的 Miquel 點為點 P，則點 P 不是△A1A2A3 的頂點。因為直線 A2A3、A3A1 與

A1A2 中至多只有一直線會通過點 P，所以，我們設直線 A2A3 與 A3A1 不通過點 P。於是，

P≠Q1。作圓 A3Q1P。 ( 若 Q1＝A3，則圓 A3Q1P 是指通過點 P 而與直線 A2A3 相切於點 A3

的圓。)因為圓 A3Q1P 與直線 A3A1 已有一交點 A3，所以，它們有另一交點 R2 且 P≠R2。

同理，作圓 A1R2P，設此圓與直線 A1A2 的交點為 A1 與 R3。由此可知：點 P 是三點集{Q1,

R2, R3}對△A1A2A3 的 Miquel 點。因為△P1P2P3 與△Q1R2R3 都是點 P 對△A1A2A3 的 Miquel

三角形，所以，依定理 6(1)，可知△P1P2P3 與△Q1R2R3 是同方向的相似三角形。因為△

P1P2P3 與△Q1Q2Q3 也是同方向的相似三角形，所以，可知△Q1R2R3 與△Q1Q2Q3 也是同方

向的相似三角形。我們欲證明 R2＝Q2 且 R3＝Q3。假設 R2≠Q2 或 R3≠Q3，則因為有向角

∠R2Q1R3 與有向角∠Q2Q1Q3 方向相同且大小相等，所以，R2≠Q2 且 R3≠Q3。於是，△

Q1R2R3 與△Q1Q2Q3 恰有一對對應頂點重合。依特例的結果，它們的共同 Miquel 點是點

Q1，但前面已知三點集{Q1, R2, R3}對△A1A2A3 的 Miquel 點為點 P 且 P≠Q1，這是一個矛

盾的結果。因此，R2＝Q2、R3＝Q3 且點 P 是三點集{Q1, Q2, Q3}對△A1A2A3 的 Miquel 點。

　　其次，我們要證明特例，亦即：若 P1＝Q1、P2≠Q2 且 P3≠Q3，則在定理的假設下，

△P1P2P3 與△P1Q2Q3 的 Miquel 點都是點 P1。

　　若 P1＝A3，則因為點 P1、P2、Q2 共線，且有向角∠Q2P1Q3 與有向角∠P2P1P3 方向相

同、大小相等，所以，點 P1、P3、Q3 共線，因而得 P1＝A2，這是不可能的。因此，P1≠

A3。同理，P1≠A2。參看圖 7(1)與圖 7(2)。

　　我們仿照定理 2 的方法採用複數坐標來證明， 設點 A1、A2 與 A3 的複數坐標分別為

z1、z2 與 z3，點 P1、P2 與 P3 的複數坐標分別為 w1＝(1－t1) z2＋t1z3、w2＝ (1－t2) z3＋t2z1

與 w3＝ (1－t3) z1＋ t3z2，點 Q2 與 Q3 的複數坐標分別為 v2＝ (1－s2) z3＋s2z1 與 v3＝ (1

－s3) z1＋ s3z2。因為△P1Q2Q3 與△P1P2P3 是同方向的相似三角形， 所以，得

21

31

ww
ww
−
−

＝
21

31

vw
vw
−
−

。

因為 Q2≠P2 且 Q3≠P3，所以，s2≠t2 且 s3≠t3。

　　若 Q2≠A1 且 Q3≠A1，則 s2≠1 且 s3≠0。於是，依和比定理，可得

21

31

vw
vw
−
−

＝
22

33

wv
wv
−
−

＝
)(

))(1(

223

332

tss
tss

−
−−−

×
21

31

vz
vz
−
−

。

上式表示： ])()([:])()([ 21312131 vzvzvwvw −−−− 是一個非 0 的實數。依引理 3，可知點

A1、P1、Q2 與 Q3 共圓，亦即：圓 A1Q2Q3 通過點 P1。因為圓 A2Q3P1 與圓 A3P1Q2 也都通過
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點 P1，所以，三點集{P1, Q2, Q3}對△A1A2A3 的 Miquel 點為點 P1。

　　設 Q2＝A1，則 Q3≠A1 (即 s3≠0)，而且圓 A1Q2Q3 乃是過點 Q3 而與直線 A3A1 相切於

點 A1 的圓。因為△P1P2P3 與△P1A1Q3 是同方向的相似三角形，所以，當 P3≠A1 (即 t3≠0)

時，可得
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上式表示： ])()([])()([ 11132123 zwzwwwww −−−− ： 是一個非 0 的實數。依引理 3，可知

點 A1、P1、P2 與 P3 共圓。於是，必有一個非 0 的實數 r 使得
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上式表示： ])()([])()([ 31311211 vzvwzwzw −−−− ： 是一個非 0 的實數。依引理 4，可知

點 P1 在過點 Q3 而與直線 A3A1 相切於點 A1 的圓上，亦即：圓 A1Q2Q3 通過點 P1。因為圓

A2Q3P1 與圓 A3P1Q2 也都通過點 P1，所以，三點集{P1, Q2, Q3}對△A1A2A3 的 Miquel 點為點

P1。當 Q2＝A1 且 P3＝A1 時，因為△P1P2A1 與△P1A1Q3 為同方向的相似三角形，所以，可

得
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仿前面的說明，可知三點集{P1, Q2, Q3}對△A1A2A3 的 Miquel 點為點 P1。

　　若 Q3＝A1，則仿前段的論證，可知三點集{P1, Q2, Q3}對△A1A2A3 的 Miquel 點為點 P1。

　　同理，可證得三點集{P1, P2, P3}對△A1A2A3 的 Miquel 點也是點 P1。∥
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圖 7

定理 8：若圓 O1、圓 O2 與圓 O3 交於一點 P 且其中至多只有兩圓相切，則對於圓 O1 上異於點

P 的每個點 A1，都可在圓 O2 與圓 O3 上分別找到點 A2 與 A3，使得直線 A2A3、A3A1

與 A1A2 分別通過三圓中兩兩的另一交點。更進一步地，所有此種△A1A2A3 都彼此相
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似。

證：設圓 O2 與圓 O3 的另一個交點為點 P1，圓 O3 與圓 O1 的另一個交點為點 P2，圓 O1 與圓 O2

的另一個交點為點 P3。因為三圓中至多只有兩圓相切，所以，點 P1、P2 與 P3 兩兩相異，

而且其中至多只有一點與點 P 重合。設直線 A1P3 與圓 O2 的另一個交點為點 A2，直線 A1P2

與圓 O3 的另一個交點為點 A3。 ( 若 A1＝P3，則點 A2 乃是圓 O1 過點 P3 的切線與圓 O2

的另一個交點。)

　　因為點 P1、P2 與 P3 中至多只有一點與點 P 重合，所以，我們可設 P≠P3。設圓 A2P3P

(即圓 O2) 與直線 A2A3 的另一交點為點 Q1，我們只須證明 Q1＝P1。因為點 Q1、P2 與 P3

兩兩相異，且分別在△A1A2A3 的邊線 A2A3、A3A1 與 A1A2 上，所以，依定理 2，圓 A1P2P3(即

圓 O1)、圓 A2P3Q1 與圓 A3P2Q1 交於一點。因為圓 A1P2P3 (即圓 O1) 與圓 A2P3Q1 (即圓 O2) 都

過點 P，所以，此三圓的交點為點 P。因為圓 A3P2Q1 過點 P，所以，圓 A3P2Q1 就是圓 O3。

因為圓 A2P3Q1 與圓 A3P2Q1 的另一交點為點 Q1，而圓 O2 與圓 O3 的另一個交點為點 P1，

所以，得 Q1＝P1，亦即：點 A2、A3 與 P1 共線。

　　至於所有此種△A1A2A3 都彼此相似，顯然成立。∥

　　將 Miquel 定理所對應的圖形做適當的反轉 (inversion)，可以得出一些有趣的結果，

我們說明如下：設點 P 是三點集{P1, P2, P3}對△A1A2A3 的 Miquel 點，而且點 A1、A2、A3、

P1、P2、P3 與 P 等七點兩兩相異。
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A 1

P3
P2

Q1

B1

B3

Q2

B2

Q3

A 2

A 3

P

圖 8

　　設反轉圓的圓心為點 P，而點 A1、A2、A3、P1、P2 與 P3 的反轉像分別為點 B1、B2、

B3、Q1、Q2 與 Q3，則圓 A1P2P3、A2P3P1 與 A3P1P2 上異於點 P 的所有點分別反轉成直線 Q2Q3、
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Q3Q1 與 Q1Q2，因而形成△Q1Q2Q3，且點 B1、B2 與 B3 分別在其三條邊線上。另一方面，

直線 A2A3、A3A1 與 A1A2 分別反轉成圓 Q1B2B3、Q2B3B1 與 Q3B1B2 上異於點 P 的所有點。

因為圓 Q1B2B3、Q2B3B1 與 Q3B1B2 都通過反轉中心 P，所以，點 P 是三點集{B1, B2, B3}對

△Q1Q2Q3 的 Miquel 點。參看圖 8。

　　設反轉圓的圓心為點 A1，而點 A2、A3、P1、P2、P3 與 P 的反轉像分別為點 B2、B3 、

Q1、Q2、Q3 與 Q，則圓 A1P2P3 上異於點 A1 的所有點反轉成直線 Q2Q3，圓 A2P3P1 與 A3P1P2

分別反轉成圓 B2Q3Q1 與圓 B3Q1Q2。另一方面，直線 A3A1 與 A1A2 上異於點 A1 的所有點

分別反轉成直線 B3Q2 與 B2Q3 上異於點 A1 的所有點，而直線 A2A3 反轉成圓 Q1B2B3 上異

於點 A1 的所有點。於是，形成△A1Q2Q3，且點 Q、B2 與 B3 分別在其三條邊線上。因為

圓 A1B2B3、Q2QB3 與 Q3QB2 都通過點 Q1，所以，點 Q1 是三點集{Q, B2, B3}對△A1Q2Q3 的

Miquel 點。參看圖 9。
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圖 9

　　設反轉圓的圓心為點 P1 ，而點 A1、A2、A3、P2、P3 與 P 的反轉像分別為點 B1、B2、

B3、Q2、Q3 與 Q，則圓 A1P2P3 反轉成圓 B1Q2Q3，圓 A2P3P1 與 A3P1P2 上異於點 P1 的所有點

分別反轉成直線 B2Q3 與 B3Q2。另一方面，直線 A2A3 上異於點 P1 的所有點反轉成直線

B2B3 上異於點 P1 的所有點，而直線 A3A1 與 A1A2 分別反轉成圓 Q2B3B1 與圓 Q3B1B2。於是，

形成△QB2B3，且點 P1、Q2 與 Q3 分別在其三條邊線上。因為圓 QQ2Q3、B2Q3P1 與圓 B3P1Q2

都通過點 B1，所以，點 B1 是三點集{P1, Q2, Q3}對△QB2B3 的 Miquel 點。參看圖 10。

　　根據前三段的結果，可知：若反轉中心是點 A1、A2、A3、P1、P2、P3 與 P 等七點中

的某一點，則反轉後的圖形與原圖形具有類似的結構。另一方面，若反轉中心 O 不在直

線 A2A3、A3A1 與 A1A2 上，也不在圓 A1P2P3、A2P3P1 與 A3P1P2 上，則可得出一個新的結果
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如下。
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圖 10

定理 9：設點 B1、B2、B3、Q1、Q2、Q3 與 O 為同一平面上七個相異點，而圓 B2B3Q1、B3B1Q2、

B1B2Q3、B1Q2Q3、B2Q3Q1 與 B3Q1Q2 是互不重合的六個相異圓。若圓 B2B3Q1、B3B1Q2

與 B1B2Q3 交於點 O，則圓 B1Q2Q3、B2Q3Q1 與 B3Q1Q2 也共點。

證：以點 O 為反轉中心作反轉。設點 B1、B2、B3、Q1、Q2 與 Q3 的反轉像分別為點 A1、A2、

A3、P1、P2 與 P3，則圓 B2B3Q1、B3B1Q2 與 B1B2Q3 上異於點 O 的所有點分別反轉成直線

A2A3、A3A1 與 A1A2，因而形成△A1A2A3，且點 P1、P2 與 P3 分別在它的三條邊線上。依

定理 2，圓 A1P2P3、A2P3P1 與 A3P1P2 共點，設其交點為 P。因為圓 B3B1Q2 與 B1B2Q3 是相

異的圓，所以，圓 B1Q2Q3 不過點 O。於是，其反轉像是不過點 O 的圓，亦即：圓 A1P2P3

不過點 O。由此可知：P≠O，並設點 P 的反轉像為點 Q。因為圓 B1Q2Q3、B2Q3Q1 與 B3Q1Q2

分別為圓 A1P2P3、A2P3P1 與 A3P1P2 的反轉像，而圓 A1P2P3、A2P3P1 與 A3P1P2 交於點 P，所

以，圓 B1Q2Q3、B2Q3Q1 與 B3Q1Q2 交於點 P 的反轉像 Q。∥　　　　　　　（待續）
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