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「虛擬進退」的數學解題
許建銘

高雄市龍華國民中學

一、思想起……

　　聽過兩位開雜貨店的老闆做生意的故事：其中一個老闆生意做得很好，而另一個比較

差。問題出在：第一個老闆，當顧客上門買東西時，一定先把顧客要的斤兩故意秤不夠，之

後再逐漸加兩到足夠的重量。而另一個老闆，並不在乎這點，他常常是先大把抓起來秤，如

果超重，只好一次再一次減量，最後才秤好顧客要的斤兩。

　　姑且不論兩位老闆的方法是否一定會帶給顧客不同的感受或導致生意的成敗。單純以數

學的角度看，兩者解決問題的方法就是拿捏好「進退增減」的分寸罷了！

二、童年遊戲……

　　這是一個簡單的遊戲，一人拿了 10 枚鎳幣置於桌上，並告訴另一人說：「等一下我背

向你時，你一次把一枚或兩枚鎳幣放成一堆，但每做成一堆，就跟我說一聲『好！』直到把

10 枚鎳幣全部放成若干堆。然後我要猜出桌上 2 枚與 1 枚數目的鎳幣各多少堆？」

　　說完後便轉過身去，另一人也開始堆鎳幣，且每堆 1 枚或 2 枚便跟著說一聲『好！』10

枚鎳幣堆好了，譬如說堆鎳幣的人共說了 7 聲『好！』猜者也馬上毫不猶豫的說出：「2 枚

的 3 堆，1 枚的 4 堆。」

三、思路無限寬廣……

(一)上面的遊戲，如果換成代數的解法，可能是這樣解的：

　　設 2 枚的 x 堆，1 枚的 y 堆
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　　但猜者並不是用上面那種方式計算出答案的。猜題的小朋友因怕分心而把『好』的

次數算錯，於是用自己的手指頭幫忙計算，同時他也想到：如果總共只有 5 聲『好』，

那麼 5 堆一定都是 2 枚的。所以當聽到第 6 聲『好』時，他就暗自把原來握拳的 5 根手

指頭打開一指，之後，再多聽到一聲『好』，就又打開一根手指頭。最後藉由自己手上

彎曲的手指頭有多少根，便知道 2 枚的有幾堆，自然那些打開的手指頭都是從 2 枚一堆

變成 1 枚兩堆的，只要把打開的手指頭數乘以 2，便是 1 枚鎳幣的堆數了。

　　「虛擬進退」是一種極普通且實用的解題觀念：解題者藉著「虛擬的情境」或「虛
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設的標準」，把實際問題中的某些數量，經由適度的「應對進退」，使「別開生面」的

解法也可以得到「異曲同工」的解題目標。就如同上例中猜鎳幣的小朋友，把鎳幣堆數

預設成 5 堆 2 枚，再逐步增減 1 枚和 2 枚數目的道理一樣。而且教師透過「創意」與「正

規」解題的比較，可以啟發更多學習者不一樣的解題與創意思維的能力。以下讓我們再

看幾個國中課程的例子：

(二)這一道問題，是許多國中生學習數學時，常算到的問題：

　　　　雞兔同籠，共有 16 頭，54 隻腳，問雞、兔各多少隻？

　　大部分的教師只教應用方程式的解法：

　　設雞 x 隻，兔 y 隻
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11,2 ==⇒ yx   答：雞 5 隻，兔 11 隻。

　　如果把之前解鎳幣問題的想法，應用在此問題上，我們將可以得到以下的解法：

　　如果 16 隻都是雞，應該有 32 隻腳。但把一隻雞換成一隻兔，那麼腳便多出 2 隻來。

223254 =− ，既然多了 22 隻腳，所以 11222 =÷ ，即有 11 隻兔，當然雞便是 51116 =− 隻

了。

　　日本一位小學生，虛擬一個很有趣的情境：

他說：「我住鄉下，家裏養許多雞和兔，每次我只要吹一聲口哨，所有的雞都會『金雞

獨立』，所有的兔馬上抬高前足，我只要算一算頭數與地上的腳數，就會知道雞和兔各

有多少隻了。」

　　這位聰明的小學生的話，告訴我們解雞兔問題時，只要將腳數除以 2，再減去頭數

就是兔子的隻數。

所以問題中的兔子有 1116254 =−÷ 隻，雞有 5 隻。

(三)「算法統宗」這本書中，有下列一道問題：

　　　　一百饅頭一百僧，大僧三個便無爭，

　　　　小僧三人分一個，大小和尚各幾個？

　　如果把它翻譯成白話，意思就是：一百個和尚分 100 個饅頭，剛好可以全部分完。

如果大和尚一人分 3 個，小和尚三人分 1 個，問大、小和尚各多少人？

　　我們試著不用方程式的解法。假如眾和尚某日把三餐當一餐吃（虛擬的情境），那

麼大和尚一人吃 9 個，小和尚一人吃 1 個，那一百個和尚便吃了 300 個饅頭。這時很容

易看出，小和尚每人吃的饅頭數等於小和尚的人數，而大和尚每人吃的饅頭數比大和尚

的人數多 8。

　　現在總饅頭數比總人數多 200，而 200 是 8 的 25 倍，由此推知大和尚有 25 人，小和
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尚有 75 人。

(四)問題：有一矩形 ABCD， 5,12 == BFED ，請算出左右兩個梯形的周長差？

             A   E 12 D

           B  5  F         C

其實最快的解法是這樣：

　　 7512 =−=− BFED ∴周長相差 1427 =×

上面的解法是這樣推想的：

　　如果設 5==′ BFDE （虛設的標準），那左右周長是相等的。但現在 ED 比 DE′ 的 5

還多了 7，這右左兩梯形邊長「一進一退」的改變，便相差 1427 =× ，所以右邊梯形比左

邊梯形的周長多了 14。

        A     E   E′   D

                                      

                                                                     

                    
      B   F        C

(五)問題：有一矩形，長寬和為 36，面積 320，求長與寬各多少？

一元二次方程式的解法：　　　　　　設長為 x ，寬為( x−36 )

( ) 03203632036 2 =+−⇒=− xxxx 　　 ( )( ) 162001620 或=∴=−− xxx

201636 或=− x 　　　　　　　　　　答：長為 20，寬為 16。

我們藉由圖解的輔助來說明另一解法：

我們虛設長與寬都等於 18，則面積等於 324

4320324 =−   24 = (比原面積多 4，即邊長 2 之正方形面積)

1621820218 =−=+

就可以求得長為 20，寬為 16。

                        

18

18 18 18+2

18-2 18-2

有學生這樣算：

設 AE ( ) xxFCx +=−+=∴= 7512

EFCD 周長-ABFE 周長 ( ) ( )BFAEFCED +−+=

　　　　　　　　　　 ( ) ( ) 145712 =+−++= xx
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(六)問題：一個二位數的十位數字與個位數字和為 15，若將這個數的十位數字與個位數字對

調位置，則所得的新數比原數小 27，問原數是多少？

應用方程式的解法：

設原數的個位數字為 x ，十位數字為 ( )x−15

( )[ ] ( )xxxx −+=−+− 1510271510

610818159279150 =⇒=⇒+=−−⇒ xxxx

961515 =−=−∴ x    故原數為 96。

　　如果現在把這個問題以「等價觀念」虛擬成另一個較生活化的問題：10 元和 1 元的

硬幣共 15 個，若把 10 元與 1 元的硬幣個數互調，將比原有的錢少了 27 元，求原來的 10

元及 1 元硬幣各多少個？

　　當然如果用以上的代數解法將得到相同的解題過程與答案。不過，如果我們這樣想，

把 1 個 10 元硬幣換成 1 個 1 元硬幣的話會少了 9 元。現在互換後少了 27 元，可見互換

後各增減了 3 個，意即 10 元硬幣少 3 個，1 元硬幣多了 3 個。

　　所以更簡單的解法就變成：

設原數的十位數字為 x ，個位數字為 y





=−
=+

3
15

yx
yx

，故 6,9 == yx ，當然原來的數是 96 了。

(七)國中二次函數的問題：黃金旅行社招攬黃金旅遊兩天一夜旅行團，預定人數 30 人，每人

收費 5000 元，但達到 30 人後，每增加 1 人則每人減收 100 元。問應增加多少個人，這

旅行社才能收到最多的錢？最多共可收到多少錢呢？

解：設增加 x 個人﹐全部的收入為 y 元

　　

160000160000)10(100

10000150000)1020(100

150000200010015000030005000100
)1005000)(30(

2

22

22

≤+−−=

+++−−=

++−=+−+−=
−+=∴

x
xx

xxxxx
xxy

　　當 x =10 時， y 有最大值 160000

答：應增加 10 人才能收到最多錢 160000 元

　　若假設 1 新元=100 元，則可以將原問題虛擬成如下的問題：黃金旅行社招攬黃金旅

遊兩天一夜旅行團，預定人數 30 人，每人收費 50 新元，但達到 30 人後，每增加 1 人則

每人減收 1 新元。問應增加多少個人，這旅行社才能收到最多的錢？最多共可收到多少

錢呢？

　　我們應用「若兩正數和為定數時，取兩數相等，所得的乘積最大」的道理：問題中
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30+50=80、31+49=80、32+48=80……，依序推得和是定數，所以取人數=40 人(即增加 10

人)，每人收費 40 新元=4000 元時，共可收最多錢 160000 元。

(八)目前國中數學課本第六冊「算術平均數」的單元中，是以「總和/個數」的方法計算平均

數，道理雖然簡單，但是計算過程往往很麻煩。補充「補數」概念來輔助計算，是任課

教師可以考慮的方法之一。

問題：下表是某班 47 個學生的身高次數分配表：

身高
（公分）

135
∫
140

140
∫
145

145
∫
150

150
∫
155

155
∫
160

160
∫
165

165
∫
170

170
∫
175

次數
（人）

2 7 10 12 5 8 2 1

　　　求身高的算術平均數。（不足 0.1 公分四捨五入）

解法：假設算術平均數為 152.5 公分（虛設的標準）

原身高
中間值

137.5 142.5 147.5 152.5 157.5 162.5 167.5 172.5

偏差值 -15 -10 -5 -0 +5 +10 +15 +20
次數

（人）
2 7 10 12 5 8 2 1

　　　（-15） × 2 +（-10） × 7 +（-5） × 10+5× 5 +10× 8 + 15× 2+20× 1

　　　=10× 1 +（-5） × 5 + 20× 1=5

　　　5 ÷ 47≒0.1

　　所以身高算術平均數為 152.5+0.1=152.6（公分）

四、許自己一個未來……

　　今日國內的中等數學教育，仍過於強調短期、立即效益，尤其太重視學生紙筆測驗的表

現，而漠視「邊際效益」，忽略培養學生長期的學習興趣與解決問題的能力。所以教學活動

常為「測驗」的狹窄內容而設計，因此容易失去活潑、建構、創意、樂趣及統整。我們共勉

並期許每一位新時代的數學教師，不但要教活用的、有創意的、人性化的數學課程，更要不

斷的觀摩進修、充實專業知識，尤其也要謙虛學習通俗而適切的教材溝通與表達能力，使課

程自然呈現生動化與生活化的內涵，讓學生更喜愛學習數學。
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