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用矩陣觀點看「商式定理」的應用 

陳建燁  
臺北市立第一女子高級中學  

壹、前言  

在商式定理[1]一文中，探討了多項式除法的核心情形：將
nx 除以

1

( )i
i m

x p
 

 所得商

式與餘式的係數，完全用 1 2, , , mp p p 來表達，得到並證明所謂的「多項式除法基本定理」：

設 1 2, , , mp p p 全相異，且 2n m  ，則有 

nx 
1

( )i
i m

x p
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n m

n m j
j m

j

h p p p x


 



 
 

 
 

1

1
1

( )

( )

i
i mm

i jn
j

j j i
i m

i j

x p

p
p p

 



 




 



 

。 

特別地，就商式的係數而言，可得所謂的「商式定理」： 

設 1 2, , , mp p p 全相異，且 2n m  ，則
nx 除以

1

( )i
i m

x p
 

 所得的商式的係數，恰

為 1 2, , , mp p p 構成的「完全齊次對稱多項式」 1 2( , , , )j mh p p p ，其中次數 j由 0 到 n m 。 

而在參考資料[2]中，吳波先生處理了多項式除法更為一般的狀況，即被除式為任意的

n次多項式
0

( )
n

i
i

i

f x a x


  ，除以
1

( )i
i m

x p
 

 之後，所得的商式 ( )q x 之中，
jx 項的係數為

1
1

1 ,

( )

( )

m
m j s

j
s s s k

k m k s

u p

p p p





  

  
，其中 ( )

n
i

k i
i k

u x a x


  。 

注意到
0

( )
n

i
i

i

f x a x


  是 1, , , nx x 的「線性組合」，本篇文章將從參考資料[1]的商式

定理出發，把
0

( )
n

i
i

i

f x a x


  除以
1

( )i
i m

x p
 

 所得的商式 ( )q x ，寫成矩陣的形式，即 
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( )q x 1 n mx x    

1 1

1 2 1

1

1

0

0 0

0

0 0 0

n n m m

n n m m

n n m j

n n

n

a a a a

a a a a

a a a

a a

a

 

  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

    

   

     

    

  
1 2

1

1

0 ( , , , )m

n m

n m

n m j

p p p

h

h

h

h

h



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   





 

(簡記為「 XAH 矩陣表示法」)，再舉例說明此一「矩陣表示法」相對於「傳統長除法」，

在實際計算與表達上所顯現的好處。接著，使用此一矩陣表示法，給出參考資料[2]中，商

式係數公式
1

1
1 ,

( )

( )

m
m j s

j
s s s k

k m k s

u p

p p p





  

  
的另一個證明。最後，在數種不同的條件設定下，

應用商式的矩陣表示法，展示其作用及特性。而文中所用到的記號與已知公式，皆置於文

末的附錄，供讀者查閱。 

 

貳、本文  

一、商式的「矩陣表示法」： 

設 被 除 式 1 0( ) n
nf x a x a x a    ， 除 式 1( ) ( ) ( )mg x x p x p   ， 商 式 為

( )q x ，餘式為 ( )r x 。由除法原理，即有 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x   。 

由 商 式 定 理 [1]一 文 的 結 論 ， 可 知 ：
nx 除 以

1

( )i
i m

x p
 

 所 得 的 商 式 的 係 數 ， 恰 為 

1 2, , , mp p p 構成的「完全齊次對稱多項式」 1 2( , , , )j mh p p p ，其中次數 j由 0 到 n m 。 

於是可得以下諸式： 

nx  ( )g x  ( 0
n mh x  1

1
n mh x    j

n m jh x   1n mh x  n mh  ) ( )nr x  

1nx   ( )g x  (      
1

0
n mh x    1

j
n m jh x    2n mh x  1n mh   ) 1( )nr x  

                                   
m jx   ( )g x  (                     0

jh x     1jh x  jh )  ( )m jr x  

                                   

1mx   ( )g x  (                                  0h x 1h ) 1( )mr x  

mx   ( )g x  (                                        0h ) ( )mr x  
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(其中 ( )ir x 為各個除法所得的餘式， , 1, ,i m m n   ) 

分別將以上各式依序乘以 1 1, , , , , ,n n m j m ma a a a a    再相加(即作線性組合)，即 

可看出所求之商式 

( )q x 0( ) n m
na h x  1

1 1 0( ) n m
n na h a h x  

    

1 1 1 1 0( ) j
n n m j n n m j m j m ja h a h a h a h x             

1 1 2 2 1 1 0( )n n m n n m m ma h a h a h a h x            1 1 1 1 0( )n n m n n m m ma h a h a h a h          

1 j n mx x x     

1 1 0

1 1 2 1 0

1 1 0

1 1 0

0

n n m n n m m

n n m n n m m

n n m j n n m j m j

n n

n

a h a h a h

a h a h a h

a h a h a h

a h a h

a h

   

     

      



   
    
 
    
 
 

 
  











 

1 n mx x    

1 1

1 2 1

1

1

0

0 0

0

0 0 0

n n m m

n n m m

n n m j

n n

n

a a a a

a a a a

a a a

a a

a

 

  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

    

   

     

    

  

1

1

0

n m

n m

n m j

h

h

h

h

h



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  





 

X A H   ，將此式稱為商式 ( )q x 的「 XAH 矩陣表示法」。 

舉例說明其用法：求
4 3 22 2020x x x  除以 ( 1)( 2)x x  所得之商式？ 

矩陣表示法： 

注 意 到 商 式 的 degree 為 4 2 2  次 ( 4, 2n m  2n m   )， 先 求 出 ： 0 (1,2) 1h  ，

1(1,2) 1 2 3h    ，
2 2

2 (1, 2) 1 2 1 2 7h      ，則所求商式 

( )q x =
21 x x  

2 2020

0 2 2020

0 0 2

 
 
 
 
  

2

1

0

(1,2)

(1,2)

(1,2)

h

h

h
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    =
21 x x  

2 2020

0 2 2020

0 0 2

 
 
 
 
  

7

3

1

 
 
 
  

 

     =
21 x x  

7 2 6060

3 2 2020

2

  
 

 
 
  

 

=
22 (3 2 2020) (7 2 6060 )x x       

 

傳統長除法： 

1 3 2 

2 (2020 3 2) ( 6060 7 2)

2 2020 0 0

2 3 2 2 2





    

   

 

 

              
(2020 3 2) ( 2 2)

(2020 3 2) (6060 9 2) (4040 6 2)

  

    
 

                         ( 6060 7 2)     

 

比較：相對於傳統長除法需要一項項的計算，才能得知商式的某項係數，在演算過程中 2
與  使得算式看來混亂，而 2020 等數字的重複抄寫顯得效率低落，最嚴重的問題在於，

只要其中一個數字抄錯或算錯，之後就全盤皆錯；相對地，「矩陣表示法」形式直觀簡潔，

便於掌握，而最主要的特點是可以直接計算商式中任何一項的係數，完全不需依賴其他項

的計算結果，自然就不會「一步錯，之後全錯」了。 

此外，可以看出，商式的矩陣表示法所要計算的真正「核心」，其實是一系列的「完

全齊次對稱多項式」： 0 1, , , n mh h h  。對於固定的除式 1( ) ( ) ( )mg x x p x p   而言， 

只要先計算出此數列，則無論被除式 1 0( ) n
nf x a x a x a    如何變化，所要做的工 

作，只需將 ( )f x 的係數 , ,n ma a ，原封不動的抄寫到矩陣中即可。由此，在固定除式之

下，可輕而易舉地「平行計算」出一大批不同的被除式，作完多項式除法之後所得的商式。 

除了計算的方便與正確性之外，此一矩陣表示法的價值在於告訴了我們：求一個多項
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式除法的商式，其真正的核心本質，等價於計算出一個遞迴數列 0 1, , , n mh h h  的值。 

至此，我們的目光轉向了本身構成遞迴數列的「完全齊次對稱多項式」的計算方法。

以 ( , )nh a b 為例，第一種方法是按照定義，直接計算 ( , )nh a b =
1 1n n n na a b ab b     。

第 二 種 方 法 是 利 用 所 謂 的 「 h L 轉 換 公 式 」 ( 參 考 資 料 [3]) ， 即 ( , )nh a b 1( , )nL a b
1 1n na b

a b

 



，此法的好處是所需計算的項大幅減少。第三種方法是利用所謂的「 e h 恆

等式」(參考資料[4])，即運用 ( , )nh a b 本身符合的遞迴關係： 1 1 2 2 0n n nh e h e h    ，此法

適 於 用 遞 迴 計 算 。 例 ： 3(1,2)h 3 2 2 31 1 2 1 2 2     
4 42 1

2 1




 2 13 2h h    3 7 2 3   

15 。讀者可視實際情形(心算、筆算或使用電腦程式)，選擇適當的算法。 

 

例：求
6 5 4 3 22 3 4 3 2 1x x x x x x      除以 ( 1)( 2)x x  所得之商式？ 

解：商式的 degree 為 6 2 4  次， 

0 (1,2) 1h  ， 1(1,2) 1 2 3h    ，
2 2

2 (1, 2) 1 2 1 2 7h      ， 

3 2 1(1,2) 3 2 21 6 15h h h       ， 4 3 2(1,2) 3 2 45 14 31h h h        

(∵ ( 1)( 2)x x  2
0 1 2e x e x e   0 1e  ， 1 3e  ， 2 2e  4 3 23 2 0h h h    ) 

1 2 3 4 3

0 1 2 3 4

0 0 1 2 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  

31

15

7

3

1

 
 
 
 
 
 
  

=

97

42

16

5

1

 
 
 
 
 
 
  

( )q x =
4 3 25 16 42 97x x x x    。 

 

例：求
6 5 4 3 22 3 4 5 6 7x x x x x x      除以 ( 1)( 2)x x x  所得之商式？ [2] 

解：商式的 degree 為 6 3 3  次( 6, 3n m  3n m   ) 

0 (0, 1, 2) 1h    ， 1(0, 1, 2) 0 1 2 3h        ， 

2 (0, 1, 2)h   4 (0, 1, 2)L  
4 4 40 ( 1) ( 2)

(0 1)(0 2) ( 1 0)( 1 2) ( 2 0)( 2 1)

 
  

         
 

0 1 8   7 ， 

3 2 1 0(0, 1, 2) 3 2 0h h h h         21 6 0 15      (註)，  
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( )q x  2 31 x x x  

1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

15

7

3

1

 
 
 
 
 
 

=
2 31 x x x  

6

4

1

1

 
 
 
 
 
 

 

=
3 2 4 6x x x   ，所得之結果與參考資料[2]所得之商式完全一致。 

 

註：∵ ( 1)( 2)x x x  3 2
0 1 2 3e x e x e x e    0 1e  ， 1 3e   ， 2 2e  ， 

3 0e  3 2 1 03 2 0 0h h h h        。 

 

二、用「 XAH 矩陣表示法」再證文[2]之商式係數公式： 

1
1

1 ,

( )

( )

m
m j s

j
s s s k

k m k s

u p

p p p





  

  
，其中 ( )

n
i

k i
i k

u x a x


    [2] 

證明：由商式的矩陣表示法，有 

( )q x 1 n mx x    

1 1

1 2 1

1

1

0

0 0

0

0 0 0

n n m m

n n m m

n n m j

n n

n

a a a a

a a a a

a a a

a a

a

 

  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

    

   

     

    

  

1

1

0

n m

n m

n m j

h

h

h

h

h



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  





， 

注意到由「 h L 轉換公式」，有 

1 2

1

1

0 ( , , , )m

n m

n m

n m j

p p p

h

h

h

h

h



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   





1 2

1

2

1

1 ( , , , )m

n

n

n j

m

m p p p

L

L

L

L

L





 



 
 
 
 
   
 
 
 
   





=

1

1
1

1

1
1

1

1
1

( )

( )

( )

nm
i

i i k
k m

k i

n jm
i

i i k
k m

k i

mm
i

i i k
k m

k i

p

p p

p

p p

p

p p
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( 1 2( , , , )j mL p p p
1

1

( )

jm
i

i i k
k m

k i

p

p p
 



 

) 

其中，

1

1
1

1

1
1

1

1
1

( )

( )

( )

nm
i

i i k
k m

k i

n jm
i

i i k
k m

k i

mm
i

i i k
k m

k i

p

p p

p

p p

p

p p




 


 


 





 


 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 









1 1 1
1 2

1 1 1
1 2

1 1 1
1 2

n n n
m

n j n j n j
m

m m m
m

p p p

p p p

p p p

  

     

  

 
 
 
 
 
 
  



   



   



1
1

1

2
1

2

1

1

( )

1

( )

1

( )

k
k m

k

k
k m

k

m k
k m

k m

p p

p p

p p

 


 


 


 
  
 
 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 









 

於是可得 

( )q x  1 n mx x   

1 1

2 1

1

0

0 0

0

0

0 0 0

n n m m

n m m

n m j

n n

n

a a a a

a a a

a a

a a

a

 

 





 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

    

   

      

   

  
1 2

1

1

0 ( , , , )m

n m

n m

n m j

p p p

h

h

h

h

h



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   





 

= 1 n mx x   

1 1

2 1

1

0

0 0

0

0

0 0 0

n n m m

n m m

n m j

n n

n

a a a a

a a a

a a

a a

a

 

 





 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

    

   

      

   

  

1 1 1
1 2

2 2 2
1 2

1 1 1
1 2

1 2
1 1 1

1 2

n n n
m

n n n
m

n j n j n j
m

m m m
m

m m m
m

p p p

p p p

p p p

p p p

p p p

  

  

     

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





   



   





1
1

1

2
1

2

1

1

( )

1

( )

1

( )

k
k m

k

k
k m

k

m k
k m

k m

p p

p p

p p

 


 


 


 
  
 
 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 









 

令

1 1

2 1

1

0

0 0

0

0

0 0 0

n n m m

n m m

n m j

n n

n

a a a a

a a a

A a a

a a

a

 

 





 
 
 
 
   
 
 
 
  

  

  

    

   

      

   

  

，

1 1 1
1 2

2 2 2
1 2

1 1 1
1 2

1 2
1 1 1

1 2

n n n
m

n n n
m

n j n j n j
m

m m m
m

m m m
m

p p p

p p p

P p p p

p p p

p p p

  

  

     

  

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 





   



   





， 
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注意到 A的第 ( 1)j  列乘上 P的第 i行， 

即 0 0 n m ja a      1 2 1 1 Tn n n j m m
i i i i ip p p p p         

=
1 2 1

1 1
n j n j m m

n i n i m j i m j ia p a p a p a p    
         (其中 T 代表「轉置」，而 a的下標與 p

的次方之差保持為 1j  ) 

再注意到 

1 2 1
1 1

n j n j m m
n i n i m j i m j ia p a p a p a p    

      
1

1

1

n n m j
n i n i m j i

j
i

a p a p a p

p

 
 



  



 

1

( )m j i

j
i

u p

p


 ，於是有 A P 

1 2

1 2

1 1 1 2 1
2 2 2

1 2

1 2
1 1 1

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m m m m

m

m m m m

m

n n n m
n m n m n m

m

u p u p u p

p p p

u p u p u p

p p p

u p u p u p

p p p

  

     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  





   



 

( )q x  1 j n mx x x    

1 2

1 2

1 1 1 2 1
2 2 2

1 2

1 2

1 1 1
1 2

1 2
1 1 1

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m m m m

m

m m m m

m

m j m j m j m

j j j
m

n n n m
n m n m n m

m

u p u p u p

p p p

u p u p u p

p p p

u p u p u p

p p p

u p u p u p

p p p

  

  
  

     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  





   



   



1
1

1

2
1

2

1

1

( )

1

( )

1

( )

k
k m

k

k
k m

k

m k
k m

k m

p p

p p

p p

 


 


 


 
  
 
 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 









 

由此可得商式 ( )q x 之中，
jx 的係數是 1 2

1 1 1
1 2

( ) ( ) ( )m j m j m j m

j j j
m

u p u p u p

p p p
  

  

 
 
 



1
1

1

2
1

2

1

1

( )

1

( )

1

( )

k
k m

k

k
k m

k

m k
k m

k m

p p

p p

p p

 


 


 


 
  
 
 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 









 

=
1

1
1 ,

( )

( )

m
m j s

j
s s s k

k m k s

u p

p p p





  

  
，其中 ( )

n
i

k i
i k

u x a x


  ，此即為所欲證之公式。 
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三、其他情形與應用 

(一 ) 被除式為高次方  

設
17 16 1ax bx  除以

2 1x x  所得的商式為 ( )q x ，試求 ( )q x 之中，
2x 與

10x 的係數

各為何？(參考資料[5]) 

解：商式的 degree 為 17 2 15  次 

( )q x = 2 10 151 x x x x   

0 0 0

0 0 0 0

0 0

0

0

0 0 0

0 0 0

a b

a b

a

a b

a b

a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 



   

     

   

 

  

15

14

13

2

1

0

h

h

h

h

h

h

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

 2x 的係數為 13 12a h b h   ，
10x 的係數為 5 4a h b h    

設
2 1 0x x   的兩根為 與  2 1 ( )( )x x x x        

( , )nh   1( , )nL  
1 1n n 
 

 


 1nF     

(由 h L 轉換公式與費氏數的 Binet 公式) 

 2x 的係數為 13 12a h b h   14 13a F b F    377 233a b   

   
10x 的係數為 5 4a h b h   6 5a F b F    8 5a b   

註：若用傳統長除法，則過程冗長易錯。原題的背景是一道徵答題，可參閱[5]。 

 

(二 ) 除式有重根  

例：試求
5 4 32 3x x x  除以

2( 1) ( 2)x x  所得之商式。 

解：商式的 degree 為 5 3 2  次 

0 (1,1,2) 1h  ， 1(1,1,2) 1 1 2 4h     ， 2 (1,1,2)h 2 2 21 1 2 1 1 1 2 1 2 11           

( )q x =
21 x x  

1 2 3

0 1 2

0 0 1

 
  
  

11

4

1

 
 
 
  

=
21 x x  

6

2

1

 
 
 
  

2 2 6x x    

註：由商式定理，可知 
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3x  ( )( )( )x a x b x c   3
0 3( , , ) ( , , )n

nh a b c x h a b c
    ( )r x  

對於等式兩端，取 lim
c b

，可得： 

3lim
c b
x


= lim
c b

( )( )( )x a x b x c   3
0 3( , , ) ( , , )n

nh a b c x h a b c
    lim ( )

c b
r x


  

3x =
2( )( )x a x b  3

0 3( , , ) ( , , )n
nh a b b x h a b b
    lim ( )

c b
r x


  

說明： ( )( )( )x a x b x c   3
0 3( , , ) ( , , )n

nh a b c x h a b c
    可視為變數為 , , ,x a b c的

多元多項式函數，此函數為連續函數，於是有 lim ( , , ) ( , , )j j
c b
h a b c h a b b


 ，因此

「商式定理」對於除式有重因式的情形也依然成立。 

 

(三 ) 多元多項式的除法  

在 張 海 潮 教 授 的 「 父 親 幫 我 分 解 因 式 」 ( 參 考 資 料 [6]) 一 文 中 ， 談 到

3 3 3 3x y z xyz   的因式分解，張教授的父親將
3 3 3 3x y z xyz   除以 x y z  ，誠

如文中所述，「用的是不厭其煩的長除法，一步一步，克竟其功」。 

這 道 題 目 ， 讓 筆 者 留 下 了 深 刻 的 印 象 。 現 在 試 用 商 式 的 矩 陣 表 示 法 處 理 ： 將

3 3 3 3x y z xyz   與 x y z  視 為 變 數 x 的 一 元 多 項 式 ， 可 將 原 題 改 寫 為 「 用 

3 2 3 30 ( 3 ) ( )x x yz x y z     除 以 ( )x y z   」， 商 式 ( )q x 為 3 － 1=2 次 ，

0 ( ) 1h y z   ， 1( )h y z y z     ，
2 2

2 ( ) ( ) ( )h y z y z y z       ，且 

( )q x 21 x x  

1 0 3

0 1 0

0 0 1

yz 
 
 
  

2

1

0

h

h

h

 
 
 
  

21 x x  

1 0 3

0 1 0

0 0 1

yz 
 
 
  

2( )

1

y z

y z

 
   
  

 

21 x x  

2 2

1

y yz z

y z

  
   
  

2 2 2x y z xy yz zx       

註：餘式的部份可用餘式定理：將 x y z   代入
3 2 3 30 ( 3 ) ( )x x yz x y z     ， 

得
3 3 3( ) 0 ( 3 )( ) ( ) 0y z yz y z y z          ，即餘式為 0，於是有 

3 3 3 3x y z xyz   = ( )x y z  2 2 2( )x y z xy yz zx     。 
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(四 ) 除式未因式分解或不易分解  

例：試求
6 52x x 除以

3 26 11 6x x x   的商式。 

解：商式的 degree 為 6 3 3  次，可設 

3 26 11 6x x x   ( )( )( )x x x      3 2
0 1 2 3e x e x e x e    。 

問題在於， 0 1 2 3, , ,h h h h 之值如何計算？ 

相對地，基本對稱多項式 0 1 2 3, , ,e e e e 的值可從被除式的係數直接得到： 

0 1e  ， 1 6e  ， 2 11e  ， 3 6e  。 

在參考資料[7]中，有公式可將 1 2( , , , )m mh p p p 用 1 2, , , me e e 的行列式表示： 

1 2( , , , )m mh p p p 

1 2

1 0

2 1 0

3 2 1 0

4 3 2 1

1 0

1 2 3 2 1 0

1 2 3 2 1 ( , , , )

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0

m

m m m

m m m p p p

e e

e e e

e e e e

e e e e

e e

e e e e e e

e e e e e e
  

  

 

 

 

   

       

    

 

 

 

於是可得 

1 1 6h e  ，
1 0

2
2 1

6 1
36 11 25

11 6

e e
h

e e
     ， 3

6 1 0

11 6 1 90

6 11 6

h

 
   
  

，至此， 

可得 ( )q x =
2 31 x x x  

1 2 0 0

0 1 2 0

0 0 1 2

0 0 0 1

 
  
 
 
 

90

25

6

1

 
 
 
 
 
 

=
2 31 x x x  

40

13

4

1

 
 
 
 
 
 

 

=
3 24 13 40x x x    

 

說明：本例的方法具有一般性，即在 
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( )q x 1 n mx x    

1 1

1 2 1

1

1

0

0 0

0

0 0 0

n n m m

n n m m

n n m j

n n

n

a a a a

a a a a

a a a

a a

a

 

  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

    

   

     

    

  

1

1

0

n m

n m

n m j

h

h

h

h

h



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  





之中，代

入 1 2( , , , )m mh p p p 

1 0

2 1 0

3 2 1 0

4 3 2 1

1 0

1 2 3 2 1 0

1 2 3 2 1

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0

m m m

m m m

e e

e e e

e e e e

e e e e

e e

e e e e e e

e e e e e e
  

 

 

 

 

   

       

    

 

 

，由於 0 1, , , me e e 之值可從 

除式直接得到，而 1, , ,m m na a a  之值可從被除式直接得到，換句話說，此時所得的商

式，已可用被除式與除式的係數直接表達，以此角度而言，已得到了多項式除法的商

式的「真正公式解」。 

註：在上例中，分解除式後，可得 1  ， 2  ， 3  。若要求 5 (1,2,3)h ，則可用

擴充變數的方式： 5 (1,2,3)h 5 (1,2,3,0,0)h

1 0

2 1 0

3 2 1 0

4 3 2 1 0

5 4 3 2 1 (1,2,3,0,0)

0 0 0

0 0

0

e e

e e e

e e e e

e e e e e

e e e e e

 ，其中 

0 (1,2,3,0,0) 1e  ， 1(1,2,3,0,0) 1 2 3 0 0 6e       ， 

2 2(1,2,3,0,0) (1,2,3) 1 2 1 3 2 3 11e e        ， 

3 3(1,2,3,0,0) (1,2,3) 1 2 3 6e e     ， 

4 (1,2,3,0,0) 1 2 3 0 2 3 0 0 0e           ， 5 (1,2,3,0,0) 1 2 3 0 0 0e       ，所以

有 5 (1,2,3)h

6 1 0 0 0

11 6 1 0 0

6 11 6 1 0

0 6 11 6 1

0 0 6 11 6


=966。 
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參、結語  

本篇文章的念頭非常簡單：注意到
0

( )
n

i
i

i

f x a x


  是 1, , , nx x 的「線性組合」，於是從

「 核 心 情 形 」 的 商 式 定 理 出 發 ， 把
0

( )
n

i
i

i

f x a x


  除 以 1( ) ( )mx p x p  所 得 的 商 式

( )q x ，寫成矩陣的形式： 

( )q x 1 n mx x    

1 1

1 2 1

1

1

0

0 0

0

0 0 0

n n m m

n n m m

n n m j

n n

n

a a a a

a a a a

a a a

a a

a

 

  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

 

    

   

     

    

  
1 2

1

1

0 ( , , , )m

n m

n m

n m j

p p p

h

h

h

h

h



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   





 

此一表達式，使得人們可以直接地求得多項式除法所得商式的任意一項係數，無論被

除式的次方多高，係數有多複雜，只要先計算出作為核心數列的「完全齊次對稱多項式」： 

0 1, , , n mh h h  ，就可以對於同一個固定的除式
1

( ) ( )i
i m

g x x p
 

  ，同時平行處理大量不 

同的被除式，這是矩陣表示法的實用價值所在。另一方面，矩陣表示法中的「完全齊次對

稱多項式」： 0 1, , , n mh h h  ，也呈現了隱藏在多項式除法之內的一種對稱性。 

最後要說明的是，本文在呈現矩陣表示法的同時，或許也過度貶抑了傳統的長除法；

而在「算法」的比較上，也不盡完備，只能說，本文提出的只是直接得到商式某項係數的

一種作法。其實各種數學觀點，應該都有某種價值或存在的意義，尚請各位賢明的讀者與

教學先進，就本文予以指正或給予建議，那將會是在下最大的榮幸！ 
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附錄  

1. 完全齊次對稱多項式  (Complete Homogeneous Symmetric Polynomial) (參考資料 [3]) 

定義： 1 2( , , , )k nh a a a 1 2

1 2

1 2

1 2

, , , 0

( )n

n

n

n
k

a a a  

  
  
   



 




 ，稱為「變數 1 2, , , na a a 的 k次完

全齊次對稱多項式」。特別地， 0 1 2( , , , ) 1nh a a a  ，  且  ( ) k
kh a a 。  

例： 2 1 2 3( , , )h a a a 31 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3
2

, , 0

( )a a a  

  
  
  



  2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1a a a a a a a a a      。  

例： 2 ( , , )h a b c 2 2 2a b c ab bc ca      。   例： 3 ( , )h a b 3 3 2 2a b a b ab    。  

2. 基本對稱多項式  (參考資料[4]) 

定義： 1 2( , , , )k ne a a a 1 2

1 2

1 2

1 2

0 , , , 1

( )n

n

n

n
k

a a a  

  
  
   
 

 



 ，稱為「變數 1 2, , , na a a 的 k次基

本對稱多項式」。 

例： 2 1 2 3( , , )e a a a 31 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3
2

0 , , 1

( )a a a  

  
  
  
 

  1 2 2 3 3 1a a a a a a   。 

例： 0 ( , , ) 1e a b c  ， 1( , , )e a b c a b c   ， 2 ( , , )e a b c ab bc ca   ， 3 ( , , )e a b c abc 。  

例： ( )( )( )x a x b x c   3 2
1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x e a b c x e a b c x e a b c    。  

3. 拉格朗日插值型式  (參考資料[3]) 

定義： 1 2( , , , )k nL a a a
1

1

( )

kn
i

i i j
j n

j i

a

a a
 



 

，稱為「變數 1 2, , , na a a 的 k次拉格朗日

插值型式」。 

註：以分子的次方來定義 L的下標。 

例： 2 1 2 3( , , )L a a a
23

1
1 3

( )
i

i i j
j

j i

a

a a
 



 

22 2
31 2

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2( )( ) ( )( ) ( )( )

aa a

a a a a a a a a a a a a
  

     
 

例： 2 ( , , )L a b c
2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

a b c

a b a c b a b c c a c b
  

     
 

4. h L 轉換公式： 1 2( , , , )k nh a a a 1 1 2( , , , )k n nL a a a       (其中 2n  ， 0k  ) 參

考資料[3]) 

說明：此一公式，可將「完全齊次對稱多項式」與「拉格朗日插值型式」互相轉

換。以下舉例說明公式的精神與用法，而詳細證明請見參考資料[3]。 



用矩陣觀點看「商式定理」的應用 

- 45 - 

例： 1( , )kL a b

1 1k ka b

a b b a

 

 
 

1 1k ka b

a b

 



1 1k k k ka a b ab b      ( , )kh a b ， 

此為 2n  的情形。 

例： 6 ( , , )L a b c
6 6 6

( )( ) ( )( ) ( )( )

a b c

a b a c b a b c c a c b
  

     
，有 3 個變數 , ,a b c，

先看出 3n  。再由 ( 1) 6k n   ，得 4k  。於是有 6 ( , , )L a b c 4 ( , , )h a b c 。也可以

這樣看，

6

( )( )

a

a b a c 
的分母的次方之所以是 2，是因為變數個數為 3，用 a分別去

減 ,b c所產生。而整個分式化簡之後所得齊次式的次數為 4，可看成用分子的 6 次

方，減去分母的 2 次方而得。 

5. 對稱多項式的「 e h 恆等式」  (參考資料[4]) 

0

( 1) 0
m

k
k n k

k

e h 


   ，其中 n m ， 

亦即 1 1 ( 1) ( 1) 0t m
n n t n t m n mh e h e h e h           。 

(其中 1 2( , , , )k k me e a a a  ， 1 2( , , , )k k mh h a a a  ) 

說明：此式刻劃了基本對稱多項式與完全齊次對稱多項式的關聯性，也說明了

1 2( , , , )k mh a a a 是 m階遞迴數列。特別地，當 3m  時，有
3

0

( 1) 0k
k n k

k

e h 


   ，即 

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0n n n nh a a a e a a a h a a a e a a a h a a a e a a a h a a a     

，簡記為 1 1 2 2 3 3 0n n n nh e h e h e h         。 

 

 


