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一個兒童戶外攀爬遊樂設施的 
幾何結構探討 

王儷娟 1* 柯文長 2 
1臺南市立仁德文賢國民中學  

2崑山科技大學  

鄰近國小的操場上新增一個兒童攀爬

遊樂設施（如圖 1）。乍看之下，此遊樂設

施 好 似 半 個 巴 克 球  (buckyballs)結 構 。 巴

克 球 是 一 個 截 角 二 十 面 體 (truncated 

icosahedron)，由 12 個正五邊形和 20 個正

六邊形所組成  (如圖 2) [1]。巴克球之結構

特 性 是 其 頂 點 可 共 球 面 (即 有 外 接 球 )(如

圖 3)。從圖 1，仔細觀察，此攀爬遊樂設

施的半球結構由橘色、藍色和綠色的鋼棒

所構成。其中，橘色鋼棒圍出 6 個正五邊

形、5 個正六邊形及 5 個半正六邊形。仔

細比較一下，遊樂設施的正五邊形數量是

巴克球正五邊形數量的一半。但是，正六

邊 形 明 顯 不 及 巴 克 球 正 六 邊 形 數 量 的 一

半。 顯然，攀爬遊樂設施僅是半個巴克球

的一部分，而非半個巴克球 (如圖 4)。再觀

察攀爬遊樂設施的結構，橘色鋼棒圍出正

五邊形及正六邊形，並且藉由綠色鋼棒及

藍色鋼棒形成了五角錐及六角錐。然而，

這 些 角 錐 的 頂 點 (橘 色 )是 否 皆 為 巴 克 球 之

外接球球面上的點呢？如果是，利用國中

所學的幾何知識，就可以設計各種不同結  

*為本文通訊作者  

構的攀爬遊樂設施，例如 :以正八面體取代

巴克球。懂了這個道理與作法，學生在學

習幾何形體時將更能理解幾何在生活中的

實際應用，享受數學之美！  

 

圖 1、兒童攀爬遊樂設施 

 

 
圖 2、巴克球  
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圖 3、巴克球與外接球  

 
圖 4、兒童攀爬遊樂設施於巴克球的

相對位置圖  

 

本文以空間直角坐標系解析巴克球的

邊長與外接球半徑的關係，接著利用尺規

作圖繪製巴克球的外接球半徑，並進一步

驗證圖 1 中的兒童攀爬遊樂設施之角錐頂

點是否為巴克球之外接球球面上的一點。

最後，利用餘弦定理確認上述分析的可靠

性。 

首先，將一個正二十面體的幾何中心

設為原點(0, 0, 0)，假設邊長為 2，其頂點

坐標分別為(0, ±1, ±φ)、(±1, ±φ, 0)及(±

φ, 0, ±1) ，其中φ ൌ ሺ√5  1ሻ 2。ൗ 圖 5 顯

示此正二十面體及其三個內接的黃金矩形

與其中的 A、B、C、D 四個頂點坐標。其

次，取正二十面體各邊的三等分處，截去

正二十面體的十二個頂點，即可獲得各邊

等長且長度為 2/3 的截角二十面體(如圖 6)。

在圖 6 中，A’與 D’為圖 തതതത 的三等ܦܣ 5

分點；B’與 C’為圖  。തതതത 的三等分點ܥܤ 5

 

圖 5、正二十面體  

圖 6、截角正二十面體  

利用兩點距 離公式，原 點到ܣᇱ的距離
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即為ඥ߮ଶ  1 9⁄ 。因此，巴克球的邊長與外

接 球 半 徑 比 為 ： 2/3:ඥ߮ଶ  1 9⁄ ൌ

2:ඥ1  9߮ଶ ൌ 2:ඥ10  9 。߮圖 7 與圖 8 呈現

如 何 利 用 尺 規 作 圖 獲 得 線 段 長 度 分 別 為φ

及ඥ10  9߮的具體作法，其繪製步驟詳述

如下，因實際作圖尺寸太大，圖 7 與圖 8

採用單位長度作圖： 

1. 在圖 7 中，畫一直線 L 並在 L 上取

ଵܱܣଵതതതതതതത= ଵܱܤଵതതതതതത ൌ 1 (單位長度)， 

2. 過 ଵܱ點 作 直 線 ⊥ଵܮ L ， 並 在 直 線 ଵ取ܮ

ଵܱܥଵതതതതതത ൌ 2， 

3. 連接ܤଵܥଵതതതതതത，則ܤଵܥଵതതതതതത ൌ √1ଶ  2ଶ ൌ √5， 

4. 在直線 L 上取一點ܦଵ，使得ܤଵܦଵതതതതതത ൌ √5，

則 ଵܱܦଵതതതതതതത ൌ ൫1  √5൯ ， 

5. 作 ଵܱܦଵതതതതതതത的中點ܧଵ，則 ଵܱܧଵതതതതതത ൌ ଵതതതതതതܧଵܦ ൌ ሺ1 

√5ሻ/2 ൌ φ	。 

6. 在圖 8 中，畫一直線 M，並取ܱଶܣଶതതതതതതത ൌ

1、ܱଶܤଶതതതതതതത ൌ ଶതതതതതതܥଶܤ、10 ൌ 9߮， 

7. 作ܣଶܥଶതതതതതത的中點ܦଶ， 

8. 以ܦଶ點為圓心，ܣଶܦଶതതതതതതത為半徑畫半圓， 

9. 過ܱଶ點 作 直 線ܯଵ⊥ M， 且 直 線ܯଵ交 半

圓於點ܧଶ，則ܱଶܧଶതതതതതതത ൌ ඥ10  9߮ 。 

至此，已完成利用尺規作圖獲得巴克球之

外接球半徑。 

回到戶外攀爬遊樂設施的幾何結構，

觀察圖 1，假設橘色點位於外接球球面上，

接著，利用尺規作圖獲得此結構中藍色與

綠 色 鋼 棒 的 長 度 (見 六 角 錐 與 五 角 錐 )。 一

旦獲得這些長度數據，即可與實際測量的

長度數據進行比較，以進一步驗證此攀爬

遊樂設施的橘色點是否為巴克球之外接球

球面上的點。 

 

 
圖 7、線段長度φ               圖 8、線段長度ඥ10  9߮的尺規作圖  

的尺規作圖  
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為了求出圖 1 中藍色鋼棒的尺規作圖

長度，圖 9 呈現圖 1 之六角錐的幾何結構。

在圖 9 中，連接截角二十面體的幾何中心

原點 O 與正六邊形 ABCDEF 的中心 P 點，

並進一步延長到外接球球面上的ܲᇱ 點，則

തതതതത即為藍色鋼棒。假設截角二十面體的邊′ܲܣ

長為 2 (即橘色鋼棒的長度)，則外接球半

徑為ඥ10  9߮。 接著，取一個邊長為 2 cm

的正六邊形 ABCDEF，其中心點為 P，同樣

利用尺規作圖，即可獲得正六邊形的對角

線長度(如圖 9 之 AD)，尺規作圖步驟詳述

如下： 

1. 以 P 點為圓心，ܲ തതതതܣ ൌ 2 cm 為半徑畫圓， 

2. 以 A 點為圓心，ܲܣതതതത為半徑畫弧交圓 P

於 B 點， 

3. 以 B 點為圓心，ܲܣതതതത為半徑畫弧交圓 P

於 C 點， 

4. 重複步驟 3，依序可獲得 D 點、E 點及

F 點， 

5. 連接 A、B、C、D、E 和 F 六點得一正

六邊形，如圖 10。 

考慮圖 9 之扇形 OAD，利用尺規作圖，以

O 為圓心，ܱܦതതതത ൌ ඥ10  9߮ cm 為半徑畫一

弧，在圓弧上取一弦ܦܣതതതത (= 4 cm)，作ܱܲሬሬሬሬሬԦ⊥

തതതത，且交圓弧ܦܣ AD 於ܲᇱ點(詳如圖 11 所示) ，

連接ܲܣ′തതതതത，經測量ܲܣᇱതതതതത (即藍色鋼棒)長約為

2.05 cm (如圖 12)。 

接著，以相同的方法決定圖 1 中綠色

鋼棒的長度。圖 13 顯示圖 1 之五角錐的幾

何結構。在圖 13 中，連接截角二十面體的 

 

 

幾何中心原點 O 與正五邊形 BCGHI 的中

心 Q 點，ܱܳሬሬሬሬሬሬԦ交外接球面於ܳᇱ點，ܳܤ′തതതതത即為

綠色鋼棒。同樣取邊長為 2 cm，利用尺規

作圖繪製正五邊形 BCGHI，其詳細步驟如

下所述： 

1. 畫 一 直 線 L’ ， 並 在 L’ 上 取ܩܪതതതത ൌ 2 

cm。 

2. 分別以 H 點及 G 點為圓心，2߮ cm 長

為半徑，在 L’上方畫弧，設兩弧交於

B 點，連接ܪܤതതതത及ܩܤതതതത。 

 

圖 9、六角錐的幾何結構  

 

圖 10、正六邊形作圖  
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圖 11、繪圖求藍色鋼棒長度  

 

圖 12、測量藍色鋼棒之作圖結果  

 

3. 分別以 B 點及 H 點為圓心，2 cm 長為

半徑在ܪܤതതതത的左側畫弧，設兩弧交於 I 點，

連接  。തതതതܪܫതതത及ܤܫ

4. 分別以 B 點及 G 點為圓心，2 cm 長為

半徑在ܩܤതതതത的左側畫弧，設兩弧交於 C

點 ， 連 接 തതതത及ܤܥ ，തതതതܩܥ 則 完 成 正 五 邊 形

BIHGC。 

5. 分別作ܩܪതതതത及ܩܥതതതത的中點 N 與 R 

6. 連 接 തതതത及ܰܤ ，തതതܴܫ 其 交 點 即 為 正 五 邊 形

BIHGC 的中心點 Q 點。(如圖 14)。 

 

進一步，利用尺規作圖繪製扇形 OHG 

(如圖 15)，以 O 為圓心，ܱܩതതതത ൌ ඥ10  9߮ cm

為 半 徑 畫 一 弧 ， 在 圓 弧 上 取 一 弦ܩܪതതതത  (= 2 

cm)，N 為ܩܪതതതത中點，ܰᇱ為ܱܰሬሬሬሬሬሬԦ 與弧 HG 的交

點。再觀察扇形 OBܰᇱ，繼續利用尺規作圖，

作出ܰܤതതതത，接著利用圖 14 取得ܳܤതതതത 的長度，

於圖 15 找出ܰܤതതതത上的 Q 點，ܱܳሬሬሬሬሬሬԦ 與弧 BG 交

於 ܳᇱ 點，連接ܳܤ′തതതതത，經測量ܳܤᇱതതതതത (即綠色鋼

棒)長約為 1.8 cm(如圖 16)。 

 
圖 13、五角錐的幾何結構  

 

圖 14、正五邊形作圖  
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圖 15、繪圖求綠色鋼棒長度  

 

圖 16、測量綠色鋼棒之作圖結果  

 

經尺規作圖法，得到橘、藍及綠色鋼棒的長度比為 2：2.05：1.8。經實測，戶外攀爬

遊樂設施的橘、藍及綠色鋼棒的長度分別為 93.5 cm、95.3 cm 及 81 cm，其長度比約為 2：

2.04：1.73。實體測量之長度比與尺規作圖的結果相當接近。此外，利用餘弦定理，亦可獲

得藍色鋼棒和綠色鋼棒的長度。其數學運算式簡述如下： 

1. 如欲求得藍色鋼棒的長度，從圖 11 的直角△OAP，∵ܱܣതതതത=ඥ10  9߮ cm，ܲܣതതതത=2 cm， 

∴∠AOP’=∠AOP=sinିଵ൫2/ඥ10  9߮൯，依據餘弦定理， 

തതതതଶܣതതതതത=ටܱ′ܲܣ  ܱܲ′തതതതതଶ െ തതതതܣ2ܱ ∗ ܱܲᇱതതതതത ∗ cosሺ∠ܱܲܣᇱሻ 

=ට20  18߮ െ 2ሺ10  9߮ሻ cos൫sinିଵ൫2/ඥ10  9߮൯൯  (cm) 

上式經由計算機算出近似值為 2.04 cm。 

2. 如欲求得綠色鋼棒的長度，由圖 14 已知 Q 點為正五邊形 BIHGC 的中心， 

∠BQI=2π/5，又ܳܤതതതത ൌ തതതܫܤതതത且ܳܫ ൌ തതതതܳܤ∴，݉ܿ	2 ൌ csc ቀ
గ

ହ
ቁ，再從圖 15 的直角△OQB，∵

തതതതܤܱ ൌ ඥ10  9߮ cm，∴∠BOQ’=∠BOQ=sinିଵ ቀ
ொതതതത

ைതതതത
ቁ ൌ sinିଵሺඥ10  9߮/ cscሺ

గ

ହ
ሻሻ， 

依據餘弦定理， 

തതതതଶܤᇱതതതതത=ටܱܳܤ  ܱܳᇱതതതതതଶ െ തതതതܤ2ܱ ∗ ܱܳᇱതതതതത ∗ cos൫∠ܱܳܤᇱ൯	

   ൌ ට20  18߮ െ 2ሺ10  9߮ሻ cosሺsinିଵሺ csc	ሺ
గ

ହ
ሻ/ඥ10  9߮ሻሻ  (cm) 

上式經由計算機算出近似值為 1.73cm。 
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由餘弦定理所求得的橘、藍及綠色鋼

棒的長度比與實測值一致。據此，可以得

知利用國中所學的尺規作圖法就可以驗證

圖 1 之半球型遊樂設施的正六邊形和正五

邊形的中央橘色點的位置幾乎位於巴克球

之外接球球面上。是不是很實用也很有趣

呢！？ 

想一想，如果利用正八面體結構(如圖

17)，如何設計出另一種不同創意的攀爬遊

樂器材(如圖 18)？動手試試看！ 

[提示 1] 正 八 面 體 頂 點 坐 標 分 別 為

ሺേ1, 0, 0ሻ、ሺ0, േ1, 0ሻ、ሺ0, 0, േ1ሻ。 

[提示 2] 以 8 支等長的藍色鋼棒構成一個

四角錐(即半正八面體)。 

[提示 3] 圖 13 的紅色點位於正八面體之

外接球的球面上。 

 
圖 17、正八面體的結構  

 
圖 18、攀爬遊樂器材示意圖  
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