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平面凸六邊形對角線長度連乘積方程式 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

壹、前言  

主題的對角線長度連乘積是指在多邊形圖形中先選取一頂點，通過這頂點的所有對角

線 長 與 此 頂 點 位 置 處 的 頂 角 兩 端 點 相 連 結 的 對 角 線 長 的 連 乘 積 。 例 如 ： 圖 1 .中 對 一 個  

平面凸六邊形 654321 AAAAAA 先選取頂點 1A，通過這頂點的所有對角線長有  1331 dAA  ，

1441 dAA  ， 1551 dAA  ， 頂 點 1A 處 頂 角 216 AAA 兩 端 點 相 連 結 的 對 角 線 長 為  

2662 dAA  ，則此六邊形對角線長度連乘積是  15141326 dddd ，本題主旨是要探討如何以凸

六邊形的各邊長長度、各頂角角度等幾何量正確的來組合成  15141326 dddd  此項連乘積值

的有效關係表示式。  

     
圖 1 

接下來的敘述撰文過程中，所有多邊形圖形裡皆習慣性地選取頂點 1A 作為標示的定

點，以統一完整描寫出各多邊形的對角線長度連乘積方程式內涵型態。  

對角線段長連乘積方程式首見於托勒密定理 ( Ptolemy’s theorem )等式方程式中，其文  

意敘述如下：任意給定一個圓內接四邊形 4321 AAAA ，下圖 2.，令邉長線段 21 AA = 1V ，

32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 14 AA = 4V ，兩條對角線長 1331 dAA  ， 2442 dAA  ，  

      

                           圖 2                       圖 3 
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則此托勒密定理的方程式等式內容依圖 2.結構完整表示成下式；  

42312413 VVVVdd   (1) 

此等式方程式 (1)式就是圓內接四邊形托勒密定理的對角線長度連乘積方程式。  

平面凸四邊形如圖 3.也有對角線連乘積方程式；現在來證明，請看下圖 4.，  

.     

圖 4                     圖 5 

(1) 對於四邊形 4321 AAAA ，在頂點 4A 處向圖形內側作一射線 TA4 ，使 TAA 41 = 342 AAA ，

又在頂點 1A 處對圖形內側作另一射線 TA1 ，使 32414 AAATAA  ， 

此兩射線交在 T 點；則 TAA 41 342 AAA (互為相似形)且 23414 AAATAA  。並

繼續連接 T 與 3A 兩點，使形成線段 3TA  。請看上圖 5.作輔助線完成圖。 

(2) 由兩相似三角形對應邊長必成正比例關係，得  3421244 ::: VTAVTAdV    可得

32444 :: VdTAV  ， 再 由  241 AAA = 34 ATA  及 兩 對 應 邉 長 成 正 比 例 與 其 夾 角 相 等

的 相 似 形 性 質 ， 可 得 知 另 兩 相 似 形 關 係  34241 ATAAAA  ， 因 此 可 得  214 AAA =

34TAA ，且有另一組正比例關係式為 TAVVdTAV 3132444 :::   。 

(3) 對作圖 5.中的 31ATA 言，由三角形的餘弦定理知  

)cos()()(2)()( 3131
2

3
2

1
2

13 TAATATATATAd   ， 而 在 上 述 (2).的 兩 組 正 比 例

平關係式中可求得 24421 /)( dVVTA   及 24313 /)( dVVTA  ，將此兩者代入餘弦定理

公式內並化簡、整理，可得下列新方程式 (2-a)；  

)cos(2)()()( 314321
2

42
2

31
2

2413 TAAVVVVVVVVdd   (2-a) 

(4) 在頂點 T 處四周圍角度關係可知  

   31TAA  = 41342 TAATAA  = 2342142 AAAAAA  = 2A (頂 角 )+ 4A (頂 角 ) ，

此處對四邊形 4321 AAAA 言，其四個頂角總和為 2  ，所以將 31TAA = 2A + 4A  代入 

   方程式 (2-a)，即得證出平面凸四邊形兩交叉對角線長度連乘積一般化方程式為下列方

程式 (2)式； 

)cos(2)()()( 424321
2

42
2

31
2

2413 AAVVVVVVVVdd   (2) 
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比 較 (1) 式 與 (2) 式 知 悉 只 要 平 面 凸 四 邊 形 內 接 於 一 圓 ， 則 由 對 角 互 補 性 質 得 ；

 42 AA      1)cos( 42  AA  發現 (2)式內容完全統一涵蓋了 (1)式。所以，無

論是圓內接四邊形或平面凸四邊形都可證出對角線長度連乘積方程式。  

(1)式的型態結構相當精簡規律， (2)式稍為複雜且方程式呈現出對角線長度連乘積的

二次 方表 示 式。 後續 證 出的 平面 凸 五邊 形及 平 面凸 六邊 形 顯示 的方 程 式情 況內 涵 亦是 如

此。現在先來看看圓內接五邊形及圓內接六邊形方程式的型態；  

.      

圖 6 

141325 ddd = 1452 dVV + 153 VVV + 1314 dVV  (3) 

方程式 (3)式即稱為圓內接五邊形對角線長度連乘積方程式。 

.    

圖 7 

15141326 dddd  = 151462 ddVV + 15163 dVVV + 13164 dVVV + 141315 ddVV  (4) 

方程式 (4)式為圓內接六邊形對角線長度連乘積方程式。 (3)式、 (4)式具規律性。此方程式

(3)式、 (4)式將於下述主文內容中清晰地分別描述出兩者的推理證明。  

 

貳、本文  

從平面凸四邊形圖形起，要應用 (2)式的型態逐步來推導驗證平面凸五邊形及平面 凸

六邊形的對角線長度連乘積方程式；在演繹運算期間，發現無法以跳躍方式直接就凸六邊

形圖 形作 推 演證 明， 不 像圓 內接 多 邊形 可以 逕 由任 何邊 數 多邊 形逐 次 地調 降邊 數 加以 分

析、演算、聯結由多邊數降低到少邊數而完成證明。接下來的文章裡，對毎一個多邊形會
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依序先導證出其一般形的方程式，再依據圓內接多邊形內角特質詳細抽絲剝繭而推論出其

相對應的圓內接多邊形對角線長度連乘積方程式。演繹運算流程中更頻繁的需要應用到下

列 5 個基本性質 ----引理；  

 

一、數學基本性質----引理  

引理 1. 三角函數角度的和差轉換公式  

sinሺα േ βሻ ൌ sin	α	cos	β േ cos	α	sin	β  

 sinsincoscos)cos(    

證明：略。 

引理 2. 平面凸 n邊形 nAAA 21 的所有頂角總和為： 

)2(.... 12321   nAAAAAA nnn        

證明：略。 

引理 3. 任給一個圓內接偶數邊數 n邊形 nn AAAAAA 14321 ....  ， 22  kn ， k 為自然數，則

此多邊形的頂角組合； 

137531 ....   nn AAAAAA

 2
2

1
.... 28642   nAAAAAA nn    

證明：略。 

引理 4. 三角形餘弦定理：在平面上給定一個三角形 321 AAA ，下圖 8. 

 

圖 8 

令邊長線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 13 AA = 3V ，則此三角形餘弦定理公式為； 

2
3V =

2
1V +

2
2V －2 221 cos AVV  (L1) 
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引理 5. 平面四邉形餘弦定理  : 在平面上給定一個凸四邊形 4321 AAAA ，圖 9. 

    .  

圖 9 

 

令其邊長線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 14 AA = 4V ， 

則此凸四邊形的面積型餘弦公式為；  

2
4V =

2
1V +

2
2V + 2

3V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV + 2 1V  323 cos AAV   (L2) 

因上列公式中各項的基本量量綱都是邊長的平方，故稱為面積型餘弦公式。 

證明：略。  

事實上，方程式(L2)不僅適用於圖 9.凸四邉形，也適用於如圖右的凹四邉形。 

 

二、平面凸五邊形對角線長度連乘積方程式  

A. 圓內接五邊形對角線長度連乘積方程式  

[證明 ]：任給一個圓內接五邊形 54321 AAAAA ，圖 6.，令邉長線段 1ii AA = iV  ， 51  i ，

Ni ， 16 AA  ，另其 4 條對角線段長  1331 dAA  ， 1441 dAA  ， 2552 dAA  ，

2442 dAA  ， 見 圖 6. 中 間 圖 形 內 的 部 份 圓 內 接 四 邊 形 4321 AAAA ， 得

142312413 dVVVdd   
13

14231
24 d

dVVV
d


  ，再看圖 6.右側圖形內的部份圓內接

四 邊 形 5421 AAAA ， 得 245411425 dVVVdd      5411425 VVVdd
13

14231

d

dVVV 

  141325 ddd = 1452 dVV + 153 VVV + 1314 dVV                   (3*) 

 

比對 (3)式與 (3*)式，兩者完全相等相同，證明完成。 

 

B. 平面凸五邊形對角線長度連乘積方程式  

[證明 ]：平面凸五邊形 54321 AAAAA ，下圖 10.，其所有線段長皆如 A.節的標示。  
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圖 10 

[1] 應用方程式 (2)式對於下圖 11.的的部份四邊形 5321 AAAA ，可得對應關係式；  

.           

圖 11 

 

)cos(2)()()( 153235521
2

52
2

351
2

1325 AAAAdVVVVVdVdd       

         )cos(2)()( 5235521
2

52
2

351  AAdVVVVVdV  (2.1) 

再對於下圖 12.的部份四邊形 5431 AAAA 言，應用 (2)式可得下列對應關係式；  

   

圖 12 

 

)cos(2)()()( 134513543
2

53
2

134
2

3514 AAAAdVVVVVdVdd                

   2
35 )(d )]cos(2)()[(

)(

1
134513543

2
53

2
1342

14

AAAAdVVVVVdV
d

      

       = )]cos(2)()[(
)(

1
3513543

2
53

2
1342

14

 AAdVVVVVdV
d

 (2.2) 

 

[2] 將 (2.2)式代入  (2.1)式，得到下列型式  (2.3)式；  

2
1325 )( dd  2

1V )]cos(2)()[(
)(

1
3513543

2
53

2
1342

14

 AAdVVVVVdV
d

   

             )cos(2)( 5235521
2

52  AAdVVVVV  (2.3) 
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(2.3)式裡有 2 個未知量尚待處理； )cos( 3513  AAd  和 )cos( 5235  AAd ，  

.         

圖 13 

(i) 由  )cos( 3513  AAd  = cos)cos( 3513 AAd   + sin)sin( 3513 AAd  ，見圖 13，

對 321 AAA 言， cos13d = )cos( 212 AVV   = 212 cos AVV  ， 2113 sinsin AVd   ，

   )cos( 3513  AAd = 2V  )cos( 53 AA 21 cos AV )cos( 53 AA  + 21 sin AV

)sin( 53 AA   = 2V  )cos( 53 AA 1V )cos( 532 AAA   

(ii) 由  )cos( 5235  AAd  = cos)cos( 5235 AAd   + sin)sin( 5235 AAd   ， 見 圖

13. ， 又 對 345 AAA 言 ，  cos35d = )cos( 434 AVV   = 434 cos AVV  ，

4335 sinsin AVd          )cos( 5235  AAd = 4V  )cos( 52 AA 43 cos AV

)cos( 52 AA  + 43 sin AV )sin( 52 AA  = 4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 542 AAA   

(iii) 將求出的 )cos( 3513  AAd  和 )cos( 5235  AAd  代入 (2.3)式中，得  

2
1325 )( dd  2

1V   543
2

53
2

1342
14

2)()(
)(

1
VVVVVdV

d
 

[ 2V  )cos( 53 AA 1V )]cos( 532 AAA   521
2

52 2)( VVVVV  

[ 4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 542 AAA  ] ， 

再將上式同步乘上分母的 14d 平方，展開後移項，整理，排列成下式； 

2
141325 )( ddd 2

1452 )( dVV +
2

153 )( VVV +
2

1314 )( dVV  543
2

12 VVVV [ 2V  )cos( 53 AA 1V
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)]cos( 532 AAA   2
145212 dVVV [ 4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 542 AAA  ]  

 2
141325 )( ddd 2

1452 )( dVV +
2

153 )( VVV +
2

1314 )( dVV  543
2

12 VVVV [ 2V  )cos( 53 AA  

1V )]cos( 41 AA   2
145212 dVVV [ 4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 31 AA  ] (*5.1) 

接著要應用引理 4.與引理 5.的(L1)式與(L2)式，使 14d 平方、 13d 平方轉換如下； 

  
2

141325 )( ddd 2
52 )( VV ]cos2[ 554

2
5

2
4 AVVVV   + 

2
153 )( VVV  + 

2
14 )( VV ]cos2[ 221

2
2

2
1 AVVVV   543

2
12 VVVV [ 2V  )cos( 53 AA 1V )]cos( 41 AA   

5212 VVV  ]cos2[ 554
2

5
2

4 AVVVV [ 4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 31 AA  ]   (5) 

 
2

141325 )( ddd 2
1452 )( dVV +

2
153 )( VVV +

2
1314 )( dVV 5432

2
1[2 VVVVV )cos( 53 AA   

+ 543
3

1 VVVV )cos( 41 AA  +
2

145421 dVVVV  )cos( 52 AA 2
145321 dVVVV )cos( 31 AA  ] (6) 

方程式 (5)式、 (6)式就是被證明出的平面凸五邊形對角線長度連乘積方程式。仔細檢

視 (5)式、(6)式各項，都是由長度基本量的六次方組成，(3)式與 (5)式、(6)式相比較；後者

多出了後面的 4 個 cosine 項數。 (5)式、 (6)式比 (2)式複雜得多！ 

[3]  [檢驗 ]：若將下圖 14.的頂點 4A 平移挪至頂點 5A ，使點 4A 疊置於點 5A 上，則此平面

凸五邊形縮減蛻變成平面凸四邊形，變化成圖 15. 

此時  54 AA = 04 V ，代入平面凸五邊形的 (5)式、 (6)式中，那方程式 (5)式、 (6)式即

蛻變成下式； 

 

.          .    

            圖 14                                  圖 15 

2
141325 )( ddd 2

52 )( VV 2
5V + 

2
153 )( VVV 5212 VVV

2
5V 3V )cos( 31 AA   (2.4.1) 

2
141325 )( ddd 2

1452 )( dVV +
2

153 )( VVV 2
1453212 dVVVV )cos( 31 AA   (2.4.2) 

又因原本 1441 dAA  變化成新的 414 VAA  ，原 5V 也變化成新的 4V ，原 2552 dAA  變
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化成新的 2442 dAA  ，代入上述兩式，則這兩式均變化成新的下式 (2.5)式；  

   
2

41324 )( Vdd 2
442 )( VVV +

2
143 )( VVV 2

443212 VVVVV )cos( 31 AA   (2.5) 

  
2

1324 )( dd 2
42 )( VV +

2
13 )( VV 43212 VVVV )cos( 31 AA        

  
2

1324 )( dd 2
42 )( VV +

2
13 )( VV 43212 VVVV )cos( 42 AA   (2) 

所以，平面凸五邊形方程式 (5)式、 (6)式縮減蛻化成平面凸四邊形的方程式 (2)式；即

平面凸五邊形方程式 (5)式、 (6)式統一涵蓋了平面凸四邊形的 (2)式！ 

 

C. 方程式 (5)式、 (6)式兩等價式如何涵蓋圓內接五邊形的方程式 (3)式？   

當平面凸五邊形 54321 AAAAA 內接於一圓而形成圓內接五邊形，如下圖 16.，  

[1] 圖 17. 的 兩 頂 角 和  134535 AAAAAA ， 對 圓 內 接 四 邊 形 5431 AAAA 言 ，

 1345 AAAA     53 AA  ，同理，另兩頂角和 wAA  41 ，則  

2V  )cos( 53 AA 1V )cos( 41 AA   = cos2V wV cos1  = 13d  (p1) 

 

.  

圖 16                圖 17 

[2] 圖 18. ， 頂 角 和  153252 AAAAAA ， 對 圓 內 接 四 邊 形 5321 AAAA 言 ，

 1532 AAAA     52 AA  ， 同理，另兩頂角和 uAA  31 ，則  

4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 31 AA   = cos4V uV cos3  = 35d  (p2) 

   

圖 18 
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[3] 將上述的  (p1)式、 (p2)式同時代入方程式 (*5.1)式中，必得下列方程式；  

2
141325 )( ddd 2

1452 )( dVV +
2

153 )( VVV +
2

1314 )( dVV 13543
2

12 dVVVV  

35
2

145212 ddVVV   (p3) 

再對圓內接四邊形 5431 AAAA 言，有托勒密等式方程式； 534131435 VVVddd  ，將其

代入方程式  (p3)式最末一項內，再展開，整理，得到下列方程式； 

2
141325 )( ddd 2

1452 )( dVV +
2

153 )( VVV +
2

1314 )( dVV 13543
2

12 dVVVV  

   141354212 ddVVVV 14
2

53212 dVVVV   

           = 1452( dVV + 153 VVV +
2

1314 )dVV   

     141325 ddd 1452 dVV + 153 VVV + 1314 dVV  (3) 

所以，平面凸五邊形的 (5)式、 (6)式完全涵蓋統一了圓內接五邊形方程式 (3)式！  

 

三、平面凸六邊形對角線長度連乘積方程式 

A. 圓內接六邊形對角線長度連乘積方程式  

[證 明 ]：  任 給 一 個 圓 內 接 六 邊 形 654321 AAAAAA ， 下 圖 19.， 令 邉 長 線 段 1ii AA = iV  ， 

61  i ， Ni ， 17 AA  ，另其 5 條對角線段長  1331 dAA  ， 1441 dAA  ，

1551 dAA  ， 2552 dAA  ， 2662 dAA  ，見圖 19.中間圖形內的部份圓內接五邊

形 54321 AAAAA ，現在引用方程式 (3)式內涵，可得對應方程式如下； 

 

141325 ddd = 14152 ddV + 1153 VdV + 1314 dVV   

 
1413

25

1

dd
d  [ 14152 ddV + 1153 VdV + 1314 dVV ] 

 

圖 19 
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，再看圖 19.的右圖圓內接四邊形 6521 AAAA ，可得等式； 

256511526 dVVVdd     

   6511526 VVVdd
1413

1

dd
[ 14152 ddV + 1153 VdV + 1314 dVV ]     

 15141326 dddd  = 151462 ddVV + 15163 dVVV + 13164 dVVV + 141315 ddVV  (4*) 

比對 (4)式與 (4*)式，兩者完全相等相同，證明完成。  

 

B. 平面凸六邊形對角線長度連乘積方程式  

[證明 ]：凸六邊形 654321 AAAAAA ，下圖 20.，其所有線段長皆如 A.節的標示。  

 

圖 20 

[1] 應用方程式 (*5.1)式對於下圖 21.的部份五邊形 54321 AAAAA ，得下對應式； 

 

   

圖 21 

 

2
141325 )( ddd   

2
14152 )( ddV +

2
1153 )( VdV +

2
1314 )( dVV  

 1543
2

12 dVVV [ 2V  )cos( 4513 AAAA 1V )]cos( 4215 AAAA   

 2
1415212 ddVV [ 4V  )cos( 4512 AAAA 3V )cos( 3215 AAAA  ]   

2
141325 )( ddd   

2
14152 )( ddV +

2
1153 )( VdV +

2
1314 )( dVV  

 1543
2

12 dVVV [ 2V  )cos( 53 AA 1V )]cos( 41  AA  

 2
1415212 ddVV [ 4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 31  AA ] (*5.2) 
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仿效前述平面凸五邊形敘述裡 [2].之 (i)、 (ii)節的推演運算過程，可得下列結果；  

  )cos( 53215  AAVd = 2V [  )cos( 535 AAV 6V )cos( 653 AAA  ] (**1) 

  )cos( 41115  AAVd = 1V [  )cos( 416 AAV 5V )cos( 641 AAA  ] (**2) 

  )cos( 52415  AAVd = 4V [  )cos( 525 AAV 6V )cos( 652 AAA  ] (**3) 

  )cos( 31315  AAVd = 3V [  )cos( 316 AAV 5V )cos( 631 AAA  ] (**4) 

將 (**1)、 (**2)、 (**3)、 (**4)四式代入 (*5.2)式，再演算移項，整理成下式；  

2
25 )(d  2

1413 )(

1

dd
 2

14152 )( ddV +
2

1153 )( VdV +
2

1314 )( dVV  

     43
2

12 VVV { 2V [  )cos( 535 AAV 6V )cos( 653 AAA  ]+ 

1V [  )cos( 416 AAV 5V )cos( 641 AAA  ]} 

2
14212 dVV { 4V [  )cos( 525 AAV 6V )cos( 652 AAA  ]+ 

3V [  )cos( 316 AAV 5V )cos( 631 AAA  ]}      (**5) 

[2] 再對於下圖 22.的部份四邊形 6521 AAAA 言，應用 (2)式可得下列對應關係式；  

)cos(2)()()( 125625651
2

256
2

15
2

1526 AAAAdVVVdVVVdd   

   )cos(2)()( 2625651
2

256
2

15 wAAdVVVdVVV     (2.6) 

(i) 下圖 23.是圖 22.的部份四邊形 5432 AAAA ，此部份圖形有下列 2 個關係式；  

.    

           圖 22                        圖 23 

  0)3cos()2cos(cos 2544325434332  AAAAAdAAVAVV   

與    0)3sin()2sin(sin 254432543433  AAAAAdAAVAV   

      wdAAVAVV cos)cos(cos 25434332   

與      wdAAVAV sin)sin(sin 2543433   
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(ii) )cos( 2625 wAAd  =  wAAd cos)cos( 6225 wAAd sin)sin( 6225   

= cos(2V )62 AA  cos(cos 33 AV )62 AA  cos()cos( 434 AAV   )62 AA  

33 sin AV )sin( 62 AA  )sin( 434 AAV  )sin( 62 AA   

= cos(2V )62 AA  cos(3V )632 AAA  cos(4V )6432 AAAA       (**6) 

先將 (**6)式代入 (2.6)式，先得出下列 (2.7)式；  

[2)()()( 651
2

256
2

15
2

1526  VVVdVVVdd cos(2V )62 AA  cos(3V )632 AAA   

         cos(4V )6432 AAAA  ]                                 (2.7) 

(iii) 再將 (**5)式的
2

25 )(d 代入 (2.7)式，演算展開後，整理，排列成下式 (7)式；  

2
15141326 )( dddd  2

151462 )( ddVV +
2

15163 )( dVVV +
2

13164 )( dVVV +
2

141315 )( ddVV  

 2
643

2
12 VVVV  2V [  )cos( 535 AAV 6V )cos( 653 AAA  ]  +  

1V [  )cos( 416 AAV 5V )cos( 641 AAA  ]  

 2
14

2
6212 dVVV  4V [  )cos( 525 AAV 6V )cos( 652 AAA  ]  +  

3V [  )cos( 316 AAV 5V )cos( 631 AAA  ]  

[)(2 2
1413651  ddVVV cos(2V )62 AA  cos(3V )632 AAA   

cos(4V )6432 AAAA  ]                                (7) 

  
2

15141326 )( dddd  2
151462 )( ddVV +

2
15163 )( dVVV +

2
13164 )( dVVV +

2
141315 )( ddVV  

 2
643

2
12 VVVV  2V [  )cos( 535 AAV 6V )cos( 421 AAA  ]  

+ 1V [  )cos( 416 AAV 5V )cos( 532 AAA  ]  

 2
14

2
6212 dVVV  4V [  )cos( 525 AAV 6V )cos( 431 AAA  ] +  

3V [  )cos( 316 AAV 5V )cos( 542 AAA  ]  

[)(2 2
1413651  ddVVV cos(2V )62 AA  cos(3V )541 AAA   

cos(4V )51 AA  ]                                         (7a) 
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  
2

15141326 )( dddd  2
62 )( VV  665554

2
6

2
5

2
4 cos2cos2[ AVVAVVVVV   

)]cos(2 6564 AAVV  ]cos2[ 665
2

6
2

5 AVVVV  + 

2
163 )( VVV ]cos2[ 665

2
6

2
5 AVVVV  +

2
164 )( VVV ]cos2[ 221

2
2

2
1 AVVVV   + 

2
15 )( VV ]cos2[ 221

2
2

2
1 AVVVV 

 665554
2

6
2

5
2

4 cos2cos2[ AVVAVVVVV )]cos(2 6564 AAVV   

 2
643

2
12 VVVV  2V [  )cos( 535 AAV 6V )cos( 421 AAA  ]  + 

1V [  )cos( 416 AAV 5V )cos( 532 AAA  ]  

2
6212 VVV  665554

2
6

2
5

2
4 cos2cos2[ AVVAVVVVV

 )]cos(2 6564 AAVV  4V [  )cos( 525 AAV 6V )cos( 431 AAA  ]  +  

3V [  )cos( 316 AAV 5V )cos( 542 AAA  ]  

6512 VVV ]cos2[ 221
2

2
2

1 AVVVV 

 665554
2

6
2

5
2

4 cos2cos2[ AVVAVVVVV  )]cos(2 6564 AAVV  

cos([ 2V )62 AA  cos(3V )541 AAA  cos(4V )51 AA  ]        (8) 

 

方程式 (7)式、(7a)式、(8)式就是被證明出的平面凸六邊形對角線長度連乘積方程式。

仔細檢視 (7)式、 (7a)式、 (8)式各項，都是由長度基本量的八次方量綱組成。 

[3]. [檢驗 ]：若將下圖 24.的頂點 5A 平移挪至頂點 6A ，使點 5A 疊置於點 6A 上，則 

       

                   圖 24                         圖 25 

此平面凸六邊形縮減蛻變成平面凸五邊形，變化成圖 25.，此時  65 AA = 05 V ，頂角

06 A 消失，代入平面凸六邊形的 (7a)式中，而 (7a)式即蛻變成下式； 

2
15141326 )( dddd  2

151462 )( ddVV +
2

15163 )( dVVV +
2

13164 )( dVVV  

    2
643

2
12 VVVV  2V [  6V )cos( 421 AAA  ]  + 1V [ )cos( 416 AAV  ]  
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    2
14

2
6212 dVVV  4V [  6V )cos( 431 AAA  ] + 3V [ )cos( 316 AAV  ]    (8.1) 

又因原本的 15d 變化成新的 515 VAA  ，原 6V 也變化成新的 5V ，原 2662 dAA  變化成

新的 2552 dAA  ，代入上述 (8.1)式，則 (8.1)式變化成新的下列 (8.2)式；  

2
5141325 )( Vddd  2

51452 )( VdVV +
2

5153 )( VVVV +
2

13154 )( dVVV  

    2
543

2
12 VVVV  2V [  5V )cos( 421 AAA   + 1V [ )cos( 415 AAV  ]  

   2
14

2
5212 dVVV  4V [  5V )cos( 431 AAA  ] + 3V [ )cos( 315 AAV  ]    (8.2) 

    
2

141325 )( ddd  2
1452 )( dVV +

2
153 )( VVV +

2
1314 )( dVV  

 543
2

12 VVVV  2V )cos( 421 AAA  + 1V )cos( 41 AA   

 2
145212 dVVV  4V )cos( 431 AAA  ] + 3V )cos( 31 AA                (8.3) 

(8.3)式已經是變化後的新平面凸五邊形關係式，再轉換其部份項的內角，   

   
2

141325 )( ddd 2
1452 )( dVV +

2
153 )( VVV +

2
1314 )( dVV  

                543
2

12 VVVV [ 2V  )cos( 53 AA 1V )]cos( 41 AA   

                2
145212 dVVV [ 4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 31 AA  ]        (8.4) 

  
2

141325 )( ddd 2
52 )( VV ]cos2[ 554

2
5

2
4 AVVVV  +

2
153 )( VVV +

2
14 )( VV

]cos2[ 221
2

2
2

1 AVVVV   543
2

12 VVVV [ 2V  )cos( 53 AA 1V )]cos( 41 AA 

5212 VVV  ]cos2[ 554
2

5
2

4 AVVVV [ 4V  )cos( 52 AA 3V )cos( 31 AA  ]    (8.5) 

所以，平面凸六邊形方程式 (7a)式縮減蛻化成平面凸五邊形的方程式 (8.5)式；現在對

照比較方程式 (8.5)式與方程式 (5)式，兩者完全相等相同。即這組平面凸六邊形方程式 (7)

式、 (7a)式、 (8)式完全統一涵蓋了平面凸五邊形的 (5)式、 (6)式！ 

 

 

C. 方程式 (7)式、 (8)式兩等價式如何涵蓋圓內接六邊形的方程式 (4)式？  

當平面凸六邊形 654321 AAAAAA 內接於一圓而形成圓內接六邊形，下圖 26.， 
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.         .  

                      圖 26                         圖 27 

[1] 圖 27.，在前述 B.平面凸六邊形內的第 [1].節裡，有下列 4 個關係式； 

   )cos( 53215  AAVd = 2V [  )cos( 535 AAV 6V )cos( 653 AAA  ]    (**1) 

   
)cos( 41115  AAVd

= 1V [
 )cos( 416 AAV 5V )cos( 641 AAA 

]     (**2) 

   
)cos( 52415  AAVd

= 4V [
 )cos( 525 AAV 6V )cos( 652 AAA 

]    (**3) 

   
)cos( 31315  AAVd

= 3V
[

 )cos( 316 AAV 5V )cos( 631 AAA 
]     (**4) 

(i) 將上述  (**1)、 (**2)、 (**3)、 (**4) 四式代入  (7)式中，再整理成下式；  

2
15141326 )( dddd  2

151462 )( ddVV +
2

15163 )( dVVV +
2

13164 )( dVVV +
2

141315 )( ddVV  

             2
643

2
12 VVVV  215 [Vd )cos( 53  AA + )cos( 411  AAV ]  

             2
14

2
6212 dVVV  415 [Vd )cos( 52  AA + )]cos( 313  AAV  

            [)(2 2
1413651  ddVVV cos(2V )62 AA  cos(3V )632 AAA   

            cos(4V )6432 AAAA  ]                              (7.1) 

(ii) 此圓內接六邊形在  (7.1)式中的最後一個  [ ]內的 3 個項可以轉換如下；   

cos(2V )62 AA  cos(3V )632 AAA  cos(4V )6432 AAAA   

 = cos2V 4A cos(3V )43 AA  cos4V 3A        對 於 圖 27. 的 圓 內 接 四 邊 形

5432 AAAA 部份，此四邊形必有下列的邊長與頂角相關聯的餘弦關係式； 

2552 dAA  )cos()]()cos[()cos( 2544352335232 AAAVAAAAVAAAV    

          )cos(])cos[()cos( 2544352335232 AAAVAAAAVAAAV     

          3443342 cos)cos(cos AVAAVAV   

   cos(2V )62 AA  cos(3V )632 AAA  cos(4V )6432 AAAA   

     = cos2V 4A cos(3V )43 AA  cos4V 3A  = 25d         

2
15141326 )( dddd  2

151462 )( ddVV +
2

15163 )( dVVV +
2

13164 )( dVVV +
2

141315 )( ddVV  
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             2
643

2
12 VVVV  215 [Vd )cos( 53  AA + )cos( 411  AAV ]  

             2
14

2
6212 dVVV  415 [Vd )cos( 52  AA + )]cos( 313  AAV  

            ()(2 2
1413651  ddVVV )25d                            (7.2) 

[2] 再看圖 28.， uAA  53  ， tAA  41  ，又看圖 29.，得； 

mAA  52  ，   31 AA  ，故 (7.2)式中的關係項有下列 3 項； 

(i) 2[V )cos( 53  AA + )cos( 411  AAV ] = 2[V )cos( u + )cos(1 tV  ] 

= 2[V ucos + cos1V t ] = 13d    ， 

(ii) 4[V )cos( 52  AA + )]cos( 313  AAV  = 4[V )cos( m + )cos(3  V ] 

= 4[V mcos + cos3V  ] = 35d  = 


14

1

d
[ 134153 dVdV  ] ， 

(iii) 又由圖 27.所顯示圓形裡部份圖形中的圓內接五邊形 54321 AAAAA ，其必有 

     25d = 
1413

1

dd
[ 14152 ddV + 1153 VdV + 1314 dVV ]      的恆等式關係式， 

     
                       圖 28                      圖 29 

 

將這 3 個關係項式一起同步代入 (7.2)式中，再演算，粗略整理成下式 (7.3)式；  

2
15141326 )( dddd  2

151462 )( ddVV +
2

15163 )( dVVV +
2

13164 )( dVVV +
2

141315 )( ddVV  

             2
643

2
12 VVVV 1315 dd  14

2
6212 dVVV 15d [ 134153 dVdV  ] 

              14136512 ddVVV [ 14152 ddV + 1153 VdV + 1314 dVV ]            (7.3) 

   
2

15141326 )( dddd  2
151462 )( ddVV +

2
15163 )( dVVV +

2
13164 )( dVVV +

2
141315 )( ddVV  

         2
643

2
12 VVVV 1315 dd

2
1514

2
63212 ddVVVV   151314

2
64212 dddVVVV  

        15
2

141365212 dddVVVV 151413653
2

12 dddVVVV 14
2

13654
2

12 ddVVVV    
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   
2

15141326 )( dddd  ( 151462 ddVV + 15163 dVVV + 13164 dVVV +
2

141315 )ddVV      (4) 

所以， (7)式、 (8)式全然轉化成 (4)式。以上的嚴謹敘述推理過程已經完整證明了：平

面凸六邊形的 (7)式、 (8)式完全涵蓋統一了圓內接六邊形方程式 (4)式！  

 

參、結論  

[1] 經證明出的 (7)、(7a)式、(8)式並非為平面凸六邊形對角線長度連乘積方程式的唯一結

果，如若採取下列的不同選取圖形策略，勢將證明出另相異方程式； 

.      

圖 30 

見圖 30.，對五邊形先選取第一部份圖形 4321 AAAA 並寫出其方程式，再選取第二

部份圖形 5421 AAAA 並也寫出其方程式，將這 2 方程式聯立解出五邊形對角線長度連  

乘積方程式，再將這解出的五邊形方程式套進第 3 圖的凸六邊形圖形中，寫出相對應 

的五邊形方程式，繼續選取第三部份圖形 6521 AAAA 並同樣寫出其第三方程式，最後 

將第三方程式與相對應的五邊形方程式聯立推演運算，得 (9)式；  

2
15141326 )( dddd  2

151462 )( ddVV +
2

15163 )( dVVV +
2

13164 )( dVVV +
2

141315 )( ddVV  

    2
15

2
63212 dVVVV 4[V  )cos( 42 AA 6V )cos( 31 AA  5V )]cos( 631 AAA   + 

           2
13

2
6412 dVVV  2V [  )cos( 525 AAV 6V )cos( 652 AAA  ]  +  

           3V [  )cos( 416 AAV 5V )cos( 641 AAA  ]   

          [)(2 2
1413651  ddVVV cos(2V )62 AA  cos(3V )632 AAA   

           cos(4V )6432 AAAA  ]                               (9) 

比較方程式 (9)式與 (7)式，兩者有部份差異，也有半部份完全相同。雖然整體方程式

相異，但都是描述平面凸六邊形對角線長度連乘積的結果。所以，此方程式 (9)式與 (7)式、

(7a)式、 (8)式同並列為等價方程式！  

同樣地，若使此平面凸六邊形內接於一圓而形成圓內接六邊形，再仿效本文內容裡標

題三的 C.節內容全部推演運算流程，則此方程式 (9)式也會完全轉化成 (4)式。因此，方程
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式 (9)式也必統一涵蓋了圓內接六邉形、圓內接五邉形、圓內接四邊形托勒密定理等相關

的方程式。 

 

[2] 平面凸六邊形的對角線長度連乘積方程式 (7)式、(7a)式、(8)式與 (9)式都是被證明發現

到的新穎完整方程式，是作者自我發想，精心思維，全力規劃，演繹完成的新創作品。

對比於下列 2 圖類似的相異方程式，此 5 者的各自內涵型態皆能展現出涇渭分明，各

擁特徵風華，且有異曲同工之妙； 

         

                       圖 31                      圖 32 

 2
63

2
623

2
532

2
53

2
52

2
41

2
2514 )()[(]cos2)()[()()( VVVVAVVVVVVVVVdd  

         54213
2

632 2]cos2 VVVVAVVV  )cos( 52 AA  + )cos(2 1641543 AAAVVVV   

        64212 VVVV )cos( 652 AAA  )cos(2 414316 AAVVVV  665
2

2 cos2 AVVV  

        636532665
2

3 coscos4cos2 AAVVVVAVVV                       (10) 

(10)式為圖 31.的平面凸六邊形內中央兩相鄰交叉對角線長度乘積方程式！ 

方程式(10)式請詳細參閱下列參考文獻列舉的第 1 件資料、第 2 件資料。 

 

[3] 主文內容的探討須由平面凸四邊形 (2)式基礎分析起，逐次推演至平面凸五邉形方程式

(5)式、 (6)式再順勢推廣到平面凸六邊形的 (7)式、 (8)式，不能直接就凸六邊形圖形進

行方程式 (7)式、(8)式的單獨演繹證明；此因其牽涉到的通過選定頂點的對角線數目超

過 3 條，且對角線數目均勻佈滿整個圖形。不像 (10)式、(11)式只有 2 條相鄰對角線長

度的乘積那種單純情形。 

 

[4] 平面凸六邊形的 (7)式、(8)式是個推廣型公式，它統一涵蓋了圓內接六邉形、平面凸五

邉形、圓內接五邉形、平面凸四邊形及托勒密定理等相對應的方程式。 

 

方程式 (2)式、(5)式、(8)式的對角線長度連乘積方程式都完全純由圖形的各邊長與各
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頂角適切組合美妙形成！  
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