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平面凸多邊形 SASAS方程式 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

壹、前言  

平 面 凸 多 邊 形 圖 形 中 可 擇 取 任 意 三 段 連 續 相 鄰 邊 長 與 居 間 的 兩 頂 角 恰 形 成 以  邊 長 -

頂角 -邊長 -頂角 -邊長  SASAS 分佈排列出 圖樣的幾何形狀，而此三段邊長與居間的兩

頂角正弦值、餘弦值恰能分別構建成各自一組互對應的兩相關方程式，此類方程式即稱為

一般形平面凸多邊形連續邊長與頂角的 SASAS 方程式。  

這個 SASAS 定理在圓內接多邊形中慣常地展現出更精簡的方程式內涵結構，也容易

經由圓內接四邊形內角性質而證得。相對地，要推證出一般形平面凸多邊形邊長與頂角的

SASAS 方程式而卻沒有特定的內角性質可依據應用時，就須另闢蹊徑開拓出新策略而有

效正確的完成理論證明。經多方思索、精密比對各種預推的方程式結果而找到的新方法就

是頂角角度轉換修正參數法，這參數法的應用可導證出許多預想不到的新境界成果，其翔

實內容盡在下方主文中完整揭露。 

首先來看；圓內接四邊形 SASAS 定理： 

       
                         圖 1                 圖 2 

任給一個圓內接四邊形 4321 AAAA ，見圖 1.， 令邉長線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA =

3V ， 14 AA = 4V ，則下列 SASAS 正弦型方程式  (1-1)式與  (1-2)式  必定恆成立；  

         3123322 sinsin)sin( AVAVAAV   (1-1) 
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此處選取的三段連續相鄰邊長為 1V 、 2V 與 3V ，而居間的兩頂角為 2A 與 3A ，使這五個幾何

量恰形成 SASAS 正弦型方程式  (1-1)式與  (1-2)式。  
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證明：見圖 2，建立一直角坐標系，先將 4A 點置於此坐標系的原點，再將直線段 14 AA 疊

置於坐標系 X 軸，使兩者相重合。此四邊形線段 14 AA 處顯示之方位角為零， 121 VAA  處

之 方 位 角 為 1A ， 32 AA = 2V 的 方 位 角 為 212 AA  ， 43 AA = 3V 的 方 位 角 為

3213 AAA   。由封閉四邊形及向量的正交性質，則此圓內接四邊形必有下列的四

個相鄰邊長與頂角相關聯的正弦關係式； 

  0)3sin()2sin(sin0sin 3213212114  AAAVAAVAVV    

由圓內接四邊形兩對角和互為補角關係性質，代入演算後可得；   

      0)2sin()sin(sin 2323211  AVAAVAV   

      0sin)sin(sin 2332231  AVAAVAV  

      3123322 sinsin)sin( AVAVAAV   (1-1) 

      
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以上  (1-1)式與 (1-2)式證明完成。同時，此定理的逆敘述也必然成立，證明如下； 

 

[逆敘述 ]：任意給定一個平面凸四邊形 4321 AAAA ，若其三個連續相鄰邊長 1V 、 2V 與 3V ，

而居間 的兩 頂角為 2A 與 3A 已滿足  3123322 sinsin)sin( AVAVAAV  的 (1-1)式等式 關

係式時，則此凸四邊形的四頂點必定共圓。 

[證明]：以歸謬法証明；   假設  (1-1)式成立，請見下圖 3.。 

       
                         圖 3                     圖 4 

若通過 1A 、 2A 、 3A 三點的外接圓不通過點 4A ，先預設點 4A 落在圓的外側。令 B 點是線

段 43 AA 與圓周的交點，且令線段長 33 UBA  ，則由已證的定理知； 

     3123322 sinsin)sin( AVAUAAV   (1-3) 



科學教育月刊 第 438 期 中華民國 110 年 5 月 

- 28 - 

，但由已知的假設有    3123322 sinsin)sin( AVAVAAV   (1-1) 

比較  (1-3)式與  (1-1)式，得  3U = 3V   ，而有  B= 4A  ，即點 B 與點 4A 重合。如果預設點

4A 落在圓的內側，證明完全類似。因此，此平面凸四邊形 4321 AAAA 的四頂點必定共圓，

其必為圓內接四邊形。逆敘述證明完成。  

這定理告訴我們，只要有三個連續相鄰邊的四頂點共圓時，此三鄰邊的邊長與居間的

兩頂角之間必具有如 (1-1)式與 (1-2)式 SASAS 型的實質恆等式關係。圖 4.裡  由 (1-1)式表  

明：任一邊長 iii VAA 1 與其兩端點的頂角差 iA 1 iA 的正弦值相乘積組合恰等於  ( iA 正

弦值乘上右鄰邊長 121   iii VAA ) 減去  ( 1iA 正弦值乘上左鄰邊長 11   iii VAA )，型式為：  

       1111 sinsin)sin(   iiiiiii AVAVAAV  (2) 

，這是很具有規則性的型態結構。此方程式 (2)式非常有效用，後續的許多推演證明過程都

會重複應用此類方程式性質。  

應用 頂角 角 度轉 換修 正 參數 法並 參 考 (1-1)式的 型態 結構 ， 即可 對一 般 形平 面凸 多邊

形任意圖形推證尋找出相對應的各類 SASAS 正弦型、餘弦型方程式。 

 

貳、本文  

考慮任意一個一般形平面凸 n 邊形 nAAA 21 ，令各邊邊長為 121 VAA   , 232 VAA  ,

343 VAA  , … , iii VAA 1 , … , 323   nnn VAA , 212   nnn VAA , 11   nnn VAA , 

nn VAA 1 , 對角線長  mm dAA 11  ， )1(3  nm ， ni 1  , 此  i  與  n 、 m 皆為自  

然數。而在以下正文的敘述推論驗證過程中，所有需使用到的各多邊形邊長線段及各對角

線長表示式均以依循此處明列者為基準，且演繹運算流程中更需要應用到下列 4 個基本

性質 ----引理；  

 

一、數學基本性質---引理；  

引理 1. 三角形正弦定理：請見下圖 5.，半徑 R 的圓內接三角形 321 AAA ，令邉長線段 21 AA  

= 1V ， 32 AA = 2V ， 13 AA = 3V ，則精簡、對稱的正弦定理公式為： 



平面凸多邊形 SASAS 方程式 

- 29 - 

    

圖 5 
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證明：略。 

 

引理 2. 三角函數角度的和差轉換公式  

          sinሺα േ βሻ ൌ sin	α	cos	β േ cos	α	sin	β   

           sinsincoscos)cos(    

 

引理 3. 平面凸 n 邊形 nAAA 21 的所有頂角總和為： 

              )2(.... 12321   nAAAAAA nnn        

證明：略。 

 

引理 4. 任給一個圓內接偶數邊數 n 邊形 nn AAAAAA 14321 ....  ， 22  kn ， k 為自然數，則

此多邊形的頂角組合；  137531 ....   nn AAAAAA  

                       2
2

1
.... 28642   nAAAAAA nn    

證明：略。 

 

二、一般形平面凸多邊形三連續邊長與居間頂角的 SASAS 方程式  

A. 三角形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式  

仿效前言敘述中的圖 2.證明，先在三角形底邊建立一直角坐標系，如下圖 6. 

   

圖 6 
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證明：此三角形必有下列的兩組三個相鄰邊長與頂角相關聯的關係式；  

         0)2sin(sin0sin 212113  AAVAVV                    

與       0)2cos(cos0cos 212113  AAVAVV     

應用引理 2.三角函數角度的和差轉換公式，上述 2 方程式化簡成下列 2 式； 

   0)sin(sin 21211  AAVAV   與   0)cos(cos 212113  AAVAVV  

[1] 現在要應用多邊形頂角角度轉換修正參數法：將奇數號標記的頂角 1A 、 3A 與偶數號

標記的頂角 2A 分開成兩組，並應用引理 3.，再令 1A + 3A =    ， 2A ，此處   為

角度修正參數。三個頂角和仍然為   。此角度修正參數   適度地將所有頂角區分成

2 組 不 同 角 度 組 合 的 連 結 ， 角 度 組 合 的 身 份 與 個 數 則 視 需 要 選 取 ， 由 此 可 得 ；

sinsin 2 A ， coscos 2 A  。 

[2] 將上述正弦方程式： 0)sin(sin 21211  AAVAV  ，作角度轉換修正如下； 

   0)sin()sin( 23231  AAVAV   ，應用引理 2.展開化簡，得； 

 0)sin()sin( 32231  AAVAV   ，再展開，分類，依序整理成； 

[sin  31 cos AV )]cos( 322 AAV   + [cos  31 sin AV 0)]sin( 322  AAV   ， 

令   31 cos AVp )cos( 322 AAV    ，    31 sin AVq )sin( 322 AAV   ，則上式  

      sinp 0cos  q  (*1) 

[3] 將上述餘弦方程式： 0)cos(cos 212113  AAVAVV  ，作角度轉換修正如下；

0)cos()cos( 232313  AAVAVV   ，再展開，整理成； 

[cos3  V 31 cos AV )]cos( 322 AAV  + [sin 31 sin AV 0)]sin( 322  AAV  

      cos3  pV 0sin  q  (*2) 
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[4] 由  (*1) sin  + (*2) cos     p cos3V 23 cosAV   

      31 cos AV  )cos( 322 AAV 0cos 23 AV  (4) 

再由  (*1) cos  + (*2) )sin(        sin3Vq 23 sin AV  

        31 sin AV )sin( 322 AAV  0sin 23  AV  (5) 

   (4)式又可化成；     
32
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31

32 coscos)cos(
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VV
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


 (4-1) 

方程式 (5)式與 (4)式即為三角形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式，證明完成。(5)式就

是 (1-1)式， (1-2)式與 (4-1)式恰形成有趣的對比，其型態對照如下； 
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32 sinsin)sin(
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


  與   
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32 coscos)cos(
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A
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A

VV

AA



 

等號右側兩項分別為減與加的組合，兩方程式相對應組成結構都極具規律性。  

 

B. 平面凸四邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式  

見圖 7.的平面凸四邊形，同樣地，先在四邊形底邊 4V 邊建立一直角坐標系。  

 

   圖 7 

證明：此四邊形必有下列的四個相鄰邊長與頂角相關聯的餘弦、正弦關係式； 

  0)3cos()2cos(cos0cos 3213212114  AAAVAAVAVV   

與     0)3sin()2sin(sin0sin 3213212114  AAAVAAVAVV   

  0)cos()cos(cos 3213212114  AAAVAAVAVV  

與  0)sin()sin(sin 321321211  AAAVAAVAV  

[1] 應用多邊形頂角角度轉換修正參數法：令 1A + 3A =    ，   42 AA ， 

則  cos)cos( 42 AA )cos( 31 AA   ， sin)sin( 42  AA )sin( 31 AA   ， 
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[2] 將  0)cos()cos(cos 3213212114  AAAVAAVAVV  ，作角度轉換； 

得     0)cos()cos()cos( 23232314  AVAAVAVV   

    0)cos()cos()cos( 23232314  AVAAVAVV   

    [cos4  V 31 cos AV  )cos( 322 AAV ]cos 23 AV  

      [sin  31 sin AV 0]sin)sin( 23322  AVAAV  

令      312 cos AVp  )cos( 322 AAV 23 cos AV   

        312 sin AVq 23322 sin)sin( AVAAV   

       0sincos 224   qpV   (*3) 

[3] 將   0)sin()sin(sin 321321211  AAAVAAVAV  ，作角度轉換； 

得   0)sin()sin()sin( 2323231  AVAAVAV   

    [sin   31 cos AV  )cos( 322 AAV ]cos 23 AV  

      [cos  31 sin AV 0]sin)sin( 23322  AVAAV  

       0cossin 22   qp  (*4) 

[4] 將方程式 (*3)式與 (*4)式聯立解出，得； 2p  cos4V )cos( 314 AAV   

      31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  )cos( 314 AAV   (6) 

及      2q  sin4V )sin( 314 AAV   

     31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 314 AAV   (7) 

方程式 (7)式與 (6)式即為平面凸四邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式。 
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[5] 如果平面凸四邊形內接於一圓成為圓內接四邊形，同圖 1.，由於引理 4.圓內接偶數邊

數多邊形的頂角組合，得； 1A + 3A = 42 AA    方程式 (7)式與 (6)式即化簡成為； 

31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV  0                     

與    31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  4V  (8) 

方程式 (8)式即為圓內接四邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式組。 

方程式 (7)式與 (6)式完全涵蓋了方程式 (8)式組。 

 

C. 平面凸五邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式  

                      
       圖 8                       圖 9 

證明：見圖 8.的平面凸五邊形 54321 AAAAA ，連接對角線長 1441 dAA  ，先取其中部份平

面凸四邊形 4321 AAAA ，其第 4 邊長為 14d ，第 1 頂角為 1A ，則 

[1] 應用 (7)式，得； 31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 3114 AAd    

cos)sin( 3114 AAd  sin)cos( 3114 AAd    ，對圖 8.的三角形 541 AAA 言，有 

  cos14d 5V )cos( 54 AV  = 5V 54 cos AV   與  sin14d 54 sin AV  ，則 

cos)sin( 3114 AAd  sin)cos( 3114 AAd  5V  )sin( 31 AA )sin( 5314 AAAV   

                                      5V  )sin( 31 AA )sin( 424 AAV   

  31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV  5V  )sin( 31 AA )sin( 424 AAV   (9) 

[2] 應用 (6)式，得； 31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  )cos( 3114 AAd  ，仿效
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上述運算，展開，代入，整理，合併，再角度變換，最後得； 

31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  5V  )cos( 31 AA )cos( 424 AAV   (10) 

方程式 (9)式與 (10)式即為平面凸五邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式。 

[3] 如果平面凸五邊形內接於一圓成為圓內接五邊形，見上圖 9.，則由 (9)式與 (1-1)式的

相互依附關係，代入整理成；    50 V  )sin( 31 AA )sin( 424 AAV   

  
 )sin( 31

4

AA

V

)sin( 42

5

AA

V


 ，間接地又可證出另 3 個邊長關係而得下式； 

 
 )sin( 53

1

AA

V


 )sin( 14

2

AA

V


 )sin( 25

3

AA

V


 )sin( 31

4

AA

V

)sin( 42

5

AA

V


 (11) 

方程式 (11)式即為圓內接五邊形的正弦定理！對比於方程式 (3)式完全同類型。 

 

D. 平面凸六邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式  

       

                             圖 10         .       圖 11 

證明：見圖 10.的平面凸六邊形 654321 AAAAAA ，連接對角線長 1551 dAA  ，先取其中部份

平面凸五邊形 54321 AAAAA ，其第 5 邊長為 15d ，第 1 頂角為 1A ，則 

[1] 應用平面凸五邊形正弦型方程式 (9)式，代入 15d 與第 1 頂角 1A ，得；  

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV )sin( 3115 AAd  )sin( 424 AAV   

        cos)sin( 3115 AAd  sin)cos( 3115 AAd  )sin( 424 AAV     

由  cos15d 6V )cos( 65 AV  = 6V 65 cos AV  與 sin15d 65 sin AV  ，則 

   )sin( 3115 AAd   )sin( 316 AAV )sin( 6315 AAAV        
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   31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 316 AAV )sin( 5425 AAAV   

                                    )sin( 424 AAV   (12) 

[2] 應用 (10)式並仿效上述運算，展開，整理，合併，再角度變換，得； 

31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  6V )cos( 31 AA   )cos( 5425 AAAV   

                                   + )cos( 424 AAV   (13) 

方程式 (12)式與 (13)式即為平面凸六邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式。 

[3] 如果平面凸六邊形內接於一圓成為圓內接六邊形，見上圖 11.，則由 (12)式可得  

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV 0   且  

 )sin( 316 AAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV  = 0      

 56 sin AV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV  = 0         

)sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV  56 sin AV          

54

5

56

42

46

542 sin)sin()sin(

VV

A

VV

AA

VV

AAA






 (14) 

方程式 (14)式是圓內接六邊形的另一類正弦特徵分式型，這類型計有 6 方程式為一

組，對照 (1-2)式與 (4-1)式， (14)式組是圓內接六邊形圖形內 3 個連續相鄰邊長所具

有的特徵型；式中出現的頂角數及等式右側項數均以加法呈現，別具意義。  

 

E. 平面凸七邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式   

                  
                      圖 12                   圖 13 

證明：見圖 12.的平面凸七邊形 7654321 AAAAAAA ，對角線長 1661 dAA  ，先取其中部份

凸六邊形 654321 AAAAAA ，其第 6 邊長為 16d ，第 1 頂角為 1A ，則 

[1] 應用平面凸六邊形正弦型方程式 (12)式，代入 16d 與第 1 頂角 1A ，得； 
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31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV   

 )sin( 3116 AAd  + )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   

 cos)sin( 3116 AAd sin)cos( 3116 AAd  + )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   

由  cos16d 7V )cos( 76 AV  = 7V 76 cos AV  與 sin16d 76 sin AV  ， 

則 31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV   

  )sin( 317 AAV  )sin( 7316 AAAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   

 31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV   

  )sin( 317 AAV  )sin( 65426 AAAAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   (15) 

同理，應用 (13)式並仿效上述運算，展開，整理，合併，再角度變換，得； 

31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  

  )cos( 317 AAV )cos( 65426 AAAAV  )cos( 5425 AAAV  )cos( 424 AAV   (16) 

方程式 (15)式與 (16)式即為平面凸七邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式。 

[2] 如果平面凸七邊形內接於一圓成為圓內接七邊形，見上圖 13.，則先取其中部份六邊

形 654321 AAAAAA ，其第 6 邊長為 16d ，第 1 頂角為 1A ，由 (12)式得  

31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV   

 )sin( 3116 AAd  + )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   (*5) 

比較方程式 (15)式與 (*5)式兩者，必可得下列關係式； 

 )sin( 317 AAV  )sin( 65426 AAAAV )sin( 3116 AAd   (H1) 
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對此部份圓內接六邊形言，  2531  AAA  ，則 (H1)式轉化成下式； 

 )sin( 317 AAV  )sin( 65426 AAAAV 516 sin Ad  (H2) 

見圖 14.，角度 )2( 4261656 AAAAAAAu   2)( 642  AAA  ， 

 

     圖 14 

同理，   2)( 531  AAA   ，再由   coscos 7616 VuVd       

 coscos 7616 VuVd )cos()cos( 53176426 AAAVAAAV  代入 (H2)式， 

得；   )sin( 317 AAV )sin( 65426 AAAAV   

  5sin A [  )cos( 6426 AAAV )cos( 5317 AAAV  ]  

  ])sin[( 55317 AAAAV  ])sin[( 56426 AAAAV   

 5sin A [  )cos( 6426 AAAV )cos( 5317 AAAV  ]   ，展開，化簡整理， 

   )sin( 5317 AAAV  0)sin( 6426  AAAV  

  
 )sin( 531

6

AAA

V

)sin( 642

7

AAA

V


，又可證出另 5 邊長關係而得下式； 


 )sin( 753

1

AAA

V


 )sin( 164

2

AAA

V


 )sin( 275

3

AAA

V


 )sin( 316

4

AAA

V
 


 )sin( 427

5

AAA

V


 )sin( 531

6

AAA

V

)sin( 642

7

AAA

V


 (17) 

方程式 (17)式為圓內接七邊形的正弦定理！對比於 (11)式與 (3)式完全同類型。 

[3] 對圓內接七邊形言，因為；  31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV 0 由 (15)式得； 

 )sin( 317 AAV  )sin( 65426 AAAAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV  = 0  

  )sin( 424 AAV  )sin( 65426 AAAAV   

= )sin( 5425 AAAV  )sin( 765427 AAAAAV   (18 -4 )  
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方程式 (18-4)式為圓內接七邊形圖形中的任意四個連續相鄰邊長所特別建立的新穎四

項式正弦型方程式。這類型方程式計有 7 個成為一組。仿效 (18-4)式將式中各個邊長

與頂角的下標記號數同步變換加或減一個數，如同步變換加 1 或是變換減 3，即可獲

得同類型的其它方程式。例如變換減 3 後所得出的下列第一式；  

    )sin( 161 AAV  )sin( 32163 AAAAV   

    = )sin( 2162 AAAV  )sin( 432164 AAAAAV   (18 -1 )  

檢視對照這類型方程式，毎一方程式的內涵結構皆極具有變換規律性。 

 

F. 平面凸八邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式   

[1] 同理，仿效上述平面凸五邊形、六邊形、七邊形的證明過程，對八邊形做同樣的演繹

操作運算，見下圖 15.，必可得下列結果；  

                
                     圖 15                    圖 16 

31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV   

  )sin( 318 AAV  )sin( 765427 AAAAAV  )sin( 65426 AAAAV  

                  )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   (19) 

31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV   

     )cos( 318 AAV )cos( 765427 AAAAAV  + )cos( 65426 AAAAV   

                    )cos( 5425 AAAV  )cos( 424 AAV   (20) 

方程式 (19)式與 (20)式即為平面凸八邊形的 SASAS 正弦型、餘弦型方程式。 

[2] 如果平面凸八邊形內接於一圓成為圓內接八邊形，見上圖 16.，則 (19)式   
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 )sin( 318 AAV  )sin( 765427 AAAAAV  )sin( 65426 AAAAV  

              )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV  = 0              

)sin( 424 AAV  )sin( 65426 AAAAV   )sin( 318 AAV )sin( 5425 AAAV   

              )sin( 765427 AAAAAV                         

)sin( 424 AAV  )sin( 65426 AAAAV  sin(8V )876542 AAAAAA   

= )sin( 5425 AAAV  )sin( 765427 AAAAAV   (21 -4 )  

仿效 (21-4)式的內涵型式同步變換其下標記號數，同步變換減 3 後，得下式；  

)sin( 171 AAV  )sin( 32173 AAAAV  sin(5V )543217 AAAAAA   

= )sin( 2172 AAAV  )sin( 432174 AAAAAV   (21 -1 )  

方程式 (21-1)式、(21-4)式為圓內接八邊形的五項式正弦型方程式。這類型方程式計有

8 個成為一組，毎一方程式的內涵結構皆極具有變換規律性。  

 

G. 接下來，要以最典雅完備的數學歸納法來推證出平面凸 n 邊形的 SASAS 正弦型、餘

弦型方程式；   

[1] 令  9 kn 時，下列的 SASAS 正弦型方程式 (22)式成立；設 k 為奇數， 

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 31 AAVk  

 )sin(
1

421

k

i ik AAV

 

 )sin(
2

422

k

i ik AAV  

 )sin(
3

423

k

i ik AAV +  )sin( 765427 AAAAAV

 )sin( 65426 AAAAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   (22) 

若 k 為偶數，下列的 SASAS 正弦型方程式 (23)式成立；  

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 31 AAVk  

 )sin(
1

421

k

i ik AAV

 

 )sin(
2

422

k

i ik AAV  

 )sin(
3

423

k

i ik AAV +  )sin( 765427 AAAAAV

 )sin( 65426 AAAAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   (23) 

此處僅對 k 為奇數情形 (22)式作推理證明，因 k 為奇、偶數證明流程完全相同。 
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[2] 當 1 kn ，見圖 17.的平面凸 )1( k 邊形 11321  kkk AAAAAA  ，對角線長 kk dAA 11  ，

先取其中部份凸 k 邊形 kk AAAAA 1321  ，其第 k 邊長為 kd1 ，其第 1 頂角為 1A ，

則應用方程式 (22)式必可得下列方程式 (*6)式結果；  

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 311 AAd k  

 )sin(
1

421

k

i ik AAV

 

 )sin(
2

422

k

i ik AAV  

 )sin(
3

423

k

i ik AAV +  )sin( 765427 AAAAAV

 )sin( 65426 AAAAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   (*22) 

 

圖 17 

由 cos1kd 1kV )cos( 1 kk AV  = 1kV 1cos kk AV  與 sin1kd 1sin kk AV ，

則由 )sin( 311  AAd k cos)sin( 311 AAd k  sin)cos( 311 AAd k      

             1 kV  )sin( 31 AA )sin( 131  kk AAAV  

             1 kV  )sin( 31 AA )sin(
42 


k

i ik AAV      代入 (*22)式，得； 

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV 1kV  )sin( 31 AA )sin(
42 


k

i ik AAV  

  

 )sin(
1

421

k

i ik AAV  

 )sin(
2

422

k

i ik AAV  

 )sin(
3

423

k

i ik AAV + 

 )sin( 765427 AAAAAV  )sin( 65426 AAAAV )sin( 5425 AAAV 
)sin( 424 AAV   (24) 

先來比對 (24)式與 (22)式，知 (24)式比 (22)式中的各對應項多出了一項，且由於 k 為奇

數， 1k 為偶數，現在特將偶數項數的方程式 (24)式再重新敘述改寫如下；  

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV 1kV  )sin( 31 AA )sin(
1)1(

421)1(  

 
k

i ik AAV

  

 )sin(
2)1(

422)1(

k

i ik AAV  

 )sin(
3)1(

423)1(

k

i ik AAV  + 

 )sin( 765427 AAAAAV )sin( 65426 AAAAV    

)sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV              (*24) 

詳盡比對偶數項數的 (*24)式與 (23)式，很清楚地知悉兩方程式的型態結構完全相同；
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這樣就證明了只要 (23)式成立可以推導出方程式 (*24)式與 (24)式也成立。  

 

從上述嚴謹證明過程的 A.開始到 G.獲得 (*24)式，顯示了完整的數學歸納法證明完成，

即先證明 4n 、5、6、7、8 時，方程式 (22)式、(23)式成立，再假設此 kn  ， 9k  時，

方程式 (22)式、(23)式成立，而繼續再證明當 1 kn ，方程式 (22)式、(23)式亦順勢推理

成立。 所以，對於整體任意自然數 n ， 4n ，下列兩方程式 (25)式、(26)式均自然完全

成立。    設 n 為奇數， 

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 31 AAVn  

 )sin(
1

421

n

i in AAV

 

 )sin(
2

422

n

i in AAV  

 )sin(
3

423

n

i in AAV +  )sin( 765427 AAAAAV

 )sin( 65426 AAAAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV    (25) 

若 n 為偶數，下列的 SASAS 正弦型方程式 (26)式成立；  

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 31 AAVn  

 )sin(
1

421

n

i in AAV

 

 )sin(
2

422

n

i in AAV  

 )sin(
3

423

n

i in AAV +  )sin( 765427 AAAAAV  

 )sin( 65426 AAAAV )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV    (26) 

方程式 (25)式與 (26)式即為平面凸 n 邊形的 SASAS 正弦型方程式。 

[3] 同理，仿效上述 n 邊形的正弦型方程式證明過程可得下列餘弦型方程式；設 n 為奇數，

下列的 SASAS 餘弦型方程式 (27)式成立；  

31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  )cos( 31 AAVn  

 )cos(
1

421

n

i in AAV

 

 )cos(
2

422

n

i in AAV  

 )cos(
3

423

n

i in AAV  )cos( 765427 AAAAAV

 )cos( 65426 AAAAV )cos( 5425 AAAV  )cos( 424 AAV   (27) 

若 n 為偶數，下列的 SASAS 正弦型方程式 (28)式成立；  

31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  )cos( 31 AAVn  

 )cos(
1

421

n

i in AAV

 

 )cos(
2

422

n

i in AAV  

 )cos(
3

423

n

i in AAV  )cos( 765427 AAAAAV

 )cos( 65426 AAAAV )cos( 5425 AAAV  )cos( 424 AAV    (28) 

方程式 (27)式與 (28)式即為平面凸 n 邊形的 SASAS 餘弦型方程式。 

[4] 如果平面凸 n 邊形內接於一圓成為圓內接 n 邊形，見下圖 18、圖 19.， 
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                    圖 18                       圖 19 

[4a] 先取其中部份 1n 邊形 1221  nn AAAA  ，圖 19.，其第 ( 1n )邊長為 )1(1 nd ，第 1 頂

角為 1A ，設 n 為奇數，則 1n 為偶數，參考 (26)式得下式； 

31 sin AV  23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 31)1(1 AAd n )sin(
2

422  

 
n

i in AAV

  

 )sin(
3

423

n

i in AAV +  )sin( 765427 AAAAAV  

)sin( 65426 AAAAV  )sin( 5425 AAAV  )sin( 424 AAV   (*7) 

現在比較方程式 (25)式與 (*7)式兩者，必可得下列關係式； 

  )sin( 31 AAVn  

 )sin(
1

421

n

i in AAV )sin( 31)1(1  AAd n  (P1) 

對 部 份 圓 內 接 1n 邊 形 言 ， ( 1A ) +


 
2

3

1 12

n

i iA = )
2

3
(
n

 ， 則 (P1)式 轉 化 成 ；

 )sin( 31 AAVn  

 )sin(
1

421

n

i in AAV ])
2

3
cos[()]sin([ 2

3

2 12)1(1 
 



 
n

Ad
n

i in    

再看圖 19.，由   = 1A +


 
2

3

1 12

n

i iA )
2

3
(



n

 ， w  =



2

3

1 2

n

i iA + 1nA )
2

3
(



n

，

得 )1(1 nd = 








2

1

1 21 cos
n

i in AV )
2

3
cos(

n
+ 




 


 
2

3

1 121cos
n

i in AAV )
2

3
cos(

n
 

   )sin( 31 AAVn  

 )sin(
1

421

n

i in AAV  
















2

3

1 211 cos
n

i inn AAV )
2

3
cos(

n
 

+ 




 


 
2

3

1 121cos
n

i in AAV )
2

3
cos(

n
])

2

3
cos[()]sin([ 2

3

2 12 
 



 
n

A
n

i i  

  )sin( 31 AAVn  

 )sin(
1

421

n

i in AAV 1 nV 


  )sin( 2

3

2 12

n

i iA
















2

3

1 21cos
n

i in AA

nV 


  )sin( 2

3

2 12

n

i iA















 
2

3

1 121cos
n

i iAA  
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  31sin[( AAVn 


  )2

3

2 12

n

i iA 


  ]2

3

2 12

n

i iA 1nV 


  )sin[( 2

3

2 12

n

i iA
















2

3

1 21

n

i in AA ]  

= 1 nV 


  )sin( 2

3

2 12

n

i iA
















2

3

1 21cos
n

i in AA nV 


  )sin( 2

3

2 12

n

i iA















 
2

3

1 121cos
n

i iAA  

展開上式等號左側的 nV 與 1nV 所引導的 sin 兩項，然後全式化簡整理，得；  

1sin(AVn )2

3

1 12


 

n

i iA )cos( 2

3

2 12


 

n

i iA 1 nV 




 



2

3

1 21sin
n

i in AA 0)cos( 2

3

2 12 


 

n

i iA  

     1sin(AVn )2

3

1 12


 

n

i iA 1 nV 




 



2

3

1 21sin
n

i in AA  

     




 



 






 2

3

1 12
2

3

1 121

1

]sin[]sin[
n

i ni

n
n

i i

n

AA

V

AA

V
 (29) 

(29)式的等比例數值須另採以下方法求得；  n 為奇數，則 1n 為偶數，先取部份

1n 邊形 1221  nn AAAA  ，圖 19.，其第 1 頂角為 1A ，第  ( 1n )頂角為 wAn 1 ，

此偶數邊數 1n 邊形其 2 組相異頂角和必分別具有下列關係式；   

  ( 1A ) +


 
2

3

1 12

n

i iA = )
2

3
(
n

 與   



2

3

1 2

n

i iA + ( wAn 1 ) = )
2

3
(
n

     

    = 1A +


 
2

3

1 12

n

i iA )
2

3
(



n

  ， w  =



2

3

1 2

n

i iA + 1nA )
2

3
(



n

    ， 

再看圖 19.的 nn AAA 11  ，由其正弦定理知；    R
w

VV nn 2
sinsin

1 


       

R
n

AA

V

n
AA

V
n

i ni

n
n

i i

n 2
])

2

3
cos[(]sin[])

2

3
cos[(]sin[ 2

3

1 12
2

3

1 121

1 






 



 



 




    

R 為外接圓半徑，因  3n 為偶數，使 ( 3n )/2 可能為奇數或偶數；當 n =3、7、 

11、15、… 、 14 k  ， 1])
2

3
cos[( 

 n
 ， 當 n =5、9、13、17、…、 14 k  ，

1])
2

3
cos[( 

 n
 ，故整合此兩結果為；  2

1

)1(])
2

3
cos[(




 nn      得；  

     



 



 



 



2

3

1 12
2

3

1 121

1

]sin[]sin[
n

i ni

n
n

i i

n

AA

V

AA

V
2

1

)1(



n

R2   (29) 

方程式 (29)式為圓內接奇數邊數多邊形正弦定理的 2 項代表示。其餘各項均可按各
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個邊長與頂角的下標記號數同步變換加或減一個數而求得。 

[4b] 當 n 為奇數，方程式 (25)式等號右側必為 0，再將偶數標記號全移至左側，得； 

 )sin( 424 AAV  )sin( 65426 AAAAV    +  

 )sin(
3

423

n

i in AAV  

)sin(
1

421  

 
n

i in AAV =  )sin( 5425 AAAV  )sin( 765427 AAAAAV    + 

 

 )sin(
2

422

n

i in AAV )sin(
42 


n

i in AAV  (30) 

同理，當 n 為偶數，方程式 (26)式等號右側必為 0， (26)式變化成； 

 )sin( 424 AAV  )sin( 65426 AAAAV    +  

 )sin(
2

422

n

i in AAV  

)sin(
42 


n

i in AAV =  )sin( 5425 AAAV  )sin( 765427 AAAAAV    + 

 

 )sin(
3

423

n

i in AAV )sin(
1

421  

 
n

i in AAV  (31) 

將 (30)式、 (31)式統一合併成一般化正整數型態，無論奇數或偶數，得下式；  

 )sin( 424 AAV   


  
i

j jj

n

i i AAAAV
n

1 423242

])1(92[
4

1

1 42 )](sin[  

=  )sin( 5425 AAAV   


  
i

j jj

n

i i AAAAAV
n

1 5242542

])1(112[
4

1

1 52 )](sin[  

   ，  5n  (32) 

同理，再按各邊長與頂角的下標記號數同步變換減 3 後而得出的下列第一式；  

 )sin( 1)1(1 AAV n   


  
i

j jjn

n

i i AAAAV
n

1 1221)1(

])1(92[
4

1

1 12 )](sin[  

=  )sin( 21)1(2 AAAV n  

  


  
i

j jjn

n

i i AAAAAV
n

1 221221)1(

])1(112[
4

1

1 22 )](sin[  ， 5n  (33) 

方程式(32)式、(33)式為圓內接多邊形新發現的有規律邊長、角度分佈關係的 2 個代

表示。其等號兩側項數意義分別各為純奇數標記號數邊長的加法組合恰等於純偶數

標記號數邊長的加法組合，奇數、偶數標記號數邊長互不摻合。  

綜合以上所有演繹論述過程已嚴謹完成平面凸多邊形 SASAS 方程式的證明。 

參、結論  

1. 這類型態方程式原本靜謐的沉潛於多邊形圖形中，毫不顯眼，默默無聞。當第一次發

現到 SASAS 正弦型方程式是在圓內接四邊形中意會到的，後來在所有圓內接多邊形

圖形中更是見到它的普遍性存在，然而進一步地也適時應用到頂角角度轉換修正參數

法，因而發現可以按序在一般形的平面凸多邊形中陸續推廣引介並證明出正弦型及餘
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弦型方程式。 

2. 這 SASAS 方程式在邉數少的多邉形中所顯現的精緻內涵印象令人深刻難忘，例如；三

角形裡的 (1-2)式與 (4-1)式兩式恰形成有趣的對比，其型態對照如下；  

     
32

3

21

2

31

32 sinsin)sin(

VV

A

VV

A

VV

AA



  與   

32

3

21

2

31

32 coscos)cos(

VV

A

VV

A

VV

AA



 

平面凸四邉形所呈現的正弦型及餘弦型方程式為下列兩相對應結構方程式； 

          31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV  )sin( 314 AAV   

與         31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  )cos( 314 AAV   

平面凸五邉形的下列 (9)式已然隱喻性的透露出圓內接五邊形的正弦定理公式。 

31 sin AV 23322 sin)sin( AVAAV  5V  )sin( 31 AA )sin( 424 AAV        (9) 

平面凸五邉形的下列 (10)式也間接道出了其與平面凸五邉形面積公式的關聯。   

31 cos AV  )cos( 322 AAV 23 cos AV  5V  )cos( 31 AA )cos( 424 AAV      (10) 

此關聯性須詳細參閱參考文獻中的第 3.件資料內五邉形面積部分。  

3. 在推廣的 G.單元裡全盤以一般化形式證明出所有新穎的方程式，藉以提供並分享、宣

揚 SASAS 方程式的廣泛美好應用。本文為自我發想的文創作品。  
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