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從一道等式的另證探討該等式的由來 

連威翔  
苗栗縣政府環保局安心即時上工計畫人員  

壹、前言  

在中山大學 2019 年春季的雙週一題徵答活動中，第六道徵答題如下：  

第六題：證明對所有實數 	 , 	 | | 1, | | 1  

1 1 0,																																																																						 1  

其中 	 	為  

1 1 … 1
…

. 

此問題出處與解答，請參考 [1]。  

在 [1]中的解法，是先參考 1 的左式假設級數 	 	如下：  

																		 1 1  

							 1 1
1 1 … 1

…
,																																									 2  

並利用數學歸納法證明上述 	 	滿足  

1 1 … 1
…

.																																																						 3  

接著，再利用 	 	在 3 式中相對較簡單的寫法 (相較於 2 式中的 	 )，對存在某些正整數 	 	

使得 	 0	與不存在任何正整數 	 	滿足 	 0	的兩種情況證明  

lim
→

0, 

即完成解答。其中，第一種情況較容易理解，而在第二種情況中，[1]中的解答利用當 	 →

∞	時 	 → 0	而得到底下的結果：  

1
→
1
	.																																																																				 4  

當 [1]中的解答寫出上式之後，即以「因此藉由比例檢定可得知 	lim
→

0」(註 1)這句話做
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結，亦即引用比例檢定法來完成證明。底下第二節中，筆者將補充 	lim
→

0	的一個直接

證明供讀者參考。  

此外，透過 [1]中對 1 式的證明，我們知道 1 式這個極限式背後的意涵是當 	 	趨近無

窮大時， 3 式中的 	 	之值會趨近於 0。而 [1]中的證明得以完成的最大關鍵，是在 2 式的

假設下證明 3 式成立，即證明底下的等式成立：  

1 1
1 1 … 1

…
		

1 1 … 1
…

,																		 5  

其中 	 1, | | 1, | | 1。  

看過 [1]中的解答後，筆者雖然知道 5 式成立，但對其由來並不十分明白，這使筆者

產生了研究的動機，想對 5 式找出更有啟發性的另證。因此，接下來在底下的第三節與第

四節中，筆者將依序介紹對自己對 5 式所找出的兩個另證。其中，在介紹完第一個另證之

後，筆者也會對原徵答題的設計方式提出自己的看法。  

 

貳、關於 	lim
→

0	的證明補充   

在第一節中的 4 式之前，我們對 	 	所提到的第二種情況，是不存在任意正整數 	 	滿

足 	 0	的情況。底下，我們將針對此情況給出 	lim
→

0	的詳細證明。首先，根據此情

況當中對 	 	之值的描述，我們知道對於任意大於 1 的正整數 	 	而言， 	均不為零，因此

有  

0.																																																																															 6  

接著仿照 4 式的寫法，當 	 → ∞	時我們有結果如下：  

1
→
1
	.																																																																						 7  

    觀察 7 式的結果，我們知道  

1
→

1
. 

上式告訴我們對於任意正實數 	 	而言，存在與 	 	有關的正整數 	 ，使得當 	 	時，

下式成立：  

1
. 

對於上式，我們取 	 1 。當 	 	時，由上式可知  



科學教育月刊 第 439 期 中華民國 110 年 6 月 

- 16 - 

	
1

, 

所以有  

1 1
. 

由原本 	| | 1	的條件知 	 1，因為 	 1 ，由上式右半邊可知  

1 1
1

1
1.																																																							 8  

令 	 ，再以上式搭配 6 式，可知 	0 1，因此有  

0 | | | |. 

重複運用上式的推論方式，將上式繼續往右寫，可知當 	 	時，有  

0 | | | | | | ⋯ | |, 

因此有  

0 | | | |.																																																																					 9  

因為 	0 1，可知 	 lim
→

0，利用此結果，我們有  

lim
→

| | lim
→

| |
0. 

因此令 	 → ∞	對 9 式取極限後，配合上式的結果，使用夾擠定理可知  

lim
→

lim
→
| | 0. 

這樣就得到 	lim
→

0	的結果，證明完畢。  

 

參、等式 的第一個另證  

在我們學習級數的求和與化簡的歷程中，如果有看過底下這類級數的化簡過程，相信

一定會留下很深的印象：  

1
1

	

1
1

1 1
1

 

1
1

1
2

1
2

1
3

⋯
1 1

1
1

1
1
.																																													 10  

注意上式計算的最後一個步驟消去了大部分的項，使得結尾處只留下兩項。像 10 式中所

介紹的這類級數，在維基百科網頁 [2]中稱其為 telescoping series，而在國家教育研究院 (底
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下簡稱國教院 )的網頁 [3]中將 telescoping series 翻譯為望遠鏡級數 (或嵌入級數 )，意思應

是指「像望遠鏡一樣長度可以伸縮的級數」。注意在 10 式開頭處的級數共有 	 	項，就像

「伸長了的望遠鏡」；但到了 10 式結尾處的級數長度則「縮到最短」，只包含兩項。  

 

等式 與望遠鏡級數： 

筆者發現，在第一節最後所介紹的 5 式這個關鍵等式之所以成立，其實與望遠鏡級

數 (telescoping series)之化簡過程有關。怎麼說呢？請看底下筆者對 5 式的另證：  

 

證明：觀察 5 左式之 	Σ	求和式中的一般項，可發現它是個分式。當 	 2	時，我們可將該

分式改寫如下：  

1
1 1 … 1

…
																																																																				 

1 1
1 1 … 1

…
																																																						 

1
1 1 … 1

…
																																										 

1 1 … 1
…

1 1 … 1
…

,																						 11  

其中實數 	 , 	滿足 	| | 1 | |。注意 11 式是說明在 	 2	的條件下對其開頭處的分式進行

改寫後所得的結果，當我們對同一個分式取 	 1	時，則有  

1
1 1 … 1

…
1

1 1 1
1.				 12  

注意對任意正整數 	 ，我們有  

| | 1 | | | |, 

因此 	 ，即 	 	非零，這表示在 11 , 12 兩式中出現的各個分式的分母皆不為 0。  

觀察 11 , 12 兩式，可發現在 11 式的最後出現兩個同型項相減，這讓我們想起 10

式中所出現之第三個 	Σ	求和式，其一般項也是 	 , 	這兩個同型項相減。因此，若我們因

應 11 式的結果定義符號 	 	如下：  

1 1 … 1
…

,																																																				 13  

其中 	 	為正整數，則 11 式的結果即可改寫成  
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1
1 1 … 1

…
,																																					 14  

其中 	 2；另一方面，我們也可將 12 式的結果改寫為  

1
1 1

1 1.																																																						 15  

接下來，我們把 5 左式之求和式中 	 1	所對應的項單獨拿出來，並利用 14 , 15 兩

式化簡 5 的左式，計算過程如下：  

1 1
1 1 … 1

…
																																											 

1 1
1

1
1 1 … 1

…
																 

1 1 																																																																																 

1 1 … 1
…

.																																					 16  

上式的結果告訴我們 5 式成立，因此我們完成了對 5 式的另證，證明完畢。  

 

使用 	 	的新定義來改寫證明： 

值得一提的是，筆者發現若在原本 13 式之 	 	的定義中適當地新增對 	 	的定義，則

16 式的推導過程還可再簡化。回顧 13 式，我們將 	 	的定義修改為  

																1																																	,										 0;
1 1 … 1

…
, 1 .

																																					 17  

其中 	 	為非負整數。有了上述的新定義後，即可將 15 式改寫為  

1
1 1

1 .																																																				 18  

此時若以上式配合 14 式，則 16 式的推導則可進一步簡化如下：  

1 1
1 1 … 1

…
																															 

1 																																																		 



從一道等式的另證探討該等式的由來 

- 19 - 

1 1 … 1
…

.																																																																						 19  

 

推測原徵答題的設計方式： 

而此時若仔細觀察 19 式的推導過程，我們大致上能看出原本 [1]中徵答題的設計方

式。首先，筆者相信徵答題的設計者知道 17 式中所定義的 	 	滿足 14 , 18 兩式，從而可

寫下  

1
1 1 … 1

…
. 

因上式中 	 1，將 	 	移項後，即得  

1 1
1 1 … 1

…
.																																				 20  

此時注意依 13 式的定義所寫下的 	 ，其表達式比 20 式單純許多，為  

1 1 … 1
…

.																																																		 21  

接著，徵答題的設計者透過證明，得知在實數 	 , 	滿足 	| | 1 | |	的條件下， 21 式

中的 	 	(即 3 式中的 	 	)滿足 lim
→

0，並刻意使用 	 	在 20 式中的表達式 (取代 21 式中

的 	 )來寫出 	 lim
→

0，即得 1 式。最後，只要請解題者在 	| | 1 | |	的條件下證明 1

式成立，即完成原徵答題的設計。以上，就是筆者對原徵答題設計方式的推測。  

 

本節的回顧： 

回顧本節的內容，筆者先介紹自己對 5 式的另證，接著透過觀察 19 式來推測 [1]中徵

答題的設計方式，希望讀者閱讀後能夠有所體會，並請不吝指教。  

 

肆、等式 的第二個另證  

看過上一節中對 5 式的證明後，讀者對於 5 式的由來與望遠鏡級數的關聯性，應該

有了進一步的認識與體會。在本節中，筆者將介紹對 5 式的第二個另證。要先提醒讀者的

是，相較於第二節中的證明，底下的證明過程將會稍微繁複，因此僅供有興趣的讀者參考。  

首先，回顧上一節的 12 式下方，該處我們說明了在 	| | 1, | | 1	的條件下，對任意

正整數 	 	而言， 	均不為零。因此，若我們對 5 式等號兩側同時乘上非零的項  

… , 

則可得與 5 式等價的下式：  
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	 1 1 … 1 																																																																											 

… 1 1 … 																	 

	 1 1 1 … ⋯																																										 

1 1 1 … 1 																																																	  

1 1 1 … 1 .																																																													 22  

若能證明 22 式，則 5 式將隨之成立。筆者進行一些計算之後，雖找出了對 22 式的

證明，但證明過程有些複雜。後來發現，若仿照在上一節 13 式中假設 	 	的想法來假設新

符號，則可簡化對 22 式的證明。筆者透過新符號的假設來證明 22 式的過程如下：  

 

證明：觀察 22 式後，我們假設  

1 1 … 1 , 1 ; 

… , 0 1; 

1 1 , 1 . 

利用上述符號，我們可將 22 式改寫為  

⋯ .																							 23  

接下來，我們將會設法證明 23 式。  

首先，對於滿足 	2 1	的正整數 	 ，我們有  

									 1 1 … 1 … 	 

												 1 1 1 … 1 … 1  

						 1 1 1 1  

.																																																																																																																						 24  

上式中所畫出的兩個底線，只是為了讓大家看清楚而畫上的輔助記號。底下列出其他算式

時，所畫出的底線功能亦相同。  

因為 24 式只考慮滿足 	2 1	的正整數 	 	，所以接下來，我們將對 	 1	與  

	 	兩情形寫下與 	 	有關的遞迴式。當 	 1	時，我們仿照 24 式列出  

											 1 …  

		 1 1 1 1  

	 .																																																																																																													 25  

而當 	 	時，再次仿照 24 式列出  

									 1 1 … 1 1 																																												
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															 1 1 1 … 1 1  

															 1 1 1 1  

.																																																																																																												 26  

對於任意正整數 	 ，我們從 26 式出發後，重複利用 24 式寫下  

							 

⋯	 

⋯ .			 

接著將 25 式的結果代入上式，即得  

⋯ ,																				 27  

因此證得 23 式成立。又因為 23 式即為 22 式，故 22 式成立，證明完畢。  

完成上述對 22 式的證明後，由於上方已說明 22 式與 5 式等價，因此知 5 式成立。

至此，我們即完成對 5 式的另證。  

 

關於 式的改寫： 

值得一提的是，若仔細觀察上述另證中的 27 式，我們會發覺 27 式中的各項看起來

較缺乏整體上的規律性。關於這件事，筆者接下來將介紹一個方法來改寫 27 式，可將其

改寫為較具規律性的樣子。首先，我們將 23 式上方 	 , , 	三個符號的定義修改如下： 

																1																																	,										 0;
1 1 … 1 , 1 .

	 

… , 0 1;
																1																																	,										 .

 

1 1 ,														1 . 

利用以上的新設定，筆者發現，遞迴式 24 所適用的 	 	值範圍，將可從原本的 	2

1	擴大到 	1 。而對於新增的 	 1	與 	 	兩情形，讀者不妨自行驗證，即得知 24

式亦成立 (提示：利用 25 , 26 兩式 )。  

有了上面新設定 	 , , ，我們即可直接利用 24 式一口氣寫下  

⋯															 

⋯ .																																																									 28  

只要將 	 1, 1	代入上式頭尾當中與 	 , 	有關的各項，即可再次得到 27 式並再次

完成對 23 , 22 兩式的證明。此時，若我們取 28 式的頭尾並將 	 	移項，則可得如下式
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子：  

⋯ .																						 29  

不難發現，上式的寫法與 27 式相較之下，看起來就較具整體上的規律性。  

 

又見望遠鏡級數： 

除此之外，觀察 29 式的寫法後，筆者也領悟到可以使用望遠鏡級數的概念來證明它。

注意在新的 	 , , 	三符號的定義下，對滿足 	1 	的任意正整數 	 	而言 24 式均成立。

取 24 式的頭尾並將 	 	移項，可得  

.																																																									 30  

對上式取 	 1,2, … , 	之後，將所得的 	 	個式子相加，結果為：  

. 

將上式中等號兩側的式子展開並消項之後，即可得到  

⋯ , 

而上式即為 29 式。接著從 29 式出發，依序回推得 28 , 27 , 23 , 22 四式，即可再次證

明 5 式成立。  

若比較本節與第二節對 5 式所提出的不同證明，可發現第二節中的證明比較自然，

因此第二節中的證明應該是比較好的證明。  

本節最後，筆者想介紹在數學知識網站上的 [6]文。在 [6]文一開始，作者張鎮華教授

提到了他的高中老師使用數學歸納法證明  

1 2 ⋯
1 2 1
6

.																																																		 31  

其實，我們也能使用望遠鏡級數來證明上式，讀者若有興趣不妨練習看看。此處給讀者一

個提示：將 	 	視為 	 	的多項式，並假設  

1 1 1 , 

其中 	 , , 	為實數。解出上式中的 	 , , 	後，再以上式計算 31 的左式。  

 

伍、結語  

本文寫作的緣起，是發現 [1]中的解答使用數學歸納法證明 5 式。看完該證明後，筆

者雖知道 5 式成立，但卻不明白 5 式本質上的由來。直到筆者發現 11 式開頭處的分式
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可寫成最後的兩個同型項相減，想到這正是望遠鏡級數的特徵，並利用此特徵透過 16 式

進行推導後，才首次對 5 式的由來有種恍然大悟之感。相信讀者在看完本文第二節後，都

能明白 5 式成立的本質其實就是望遠鏡級數。  

在不少證明當中，我們都會發現數學歸納法的身影，使用此方法進行證明經常是嚴謹

且有效率的，有助於我們節省很多時間。不過有些時候，若從「是否有助於我們理解等式

之本質」的角度來看的話，則數學歸納法所提供的幫助不一定很明顯。在 [1]中的解答，應

該就是一例；而 [6]文中提到使用數學歸納法證明 31 式，或許是另外一例。  

筆者撰寫本文的初衷，是想介紹自己對 5 式的另證。閱讀本文時，建議讀者將重心放

在第二節的內容，而第三節中對 5 式介紹的證明因其寫法較繁複，不妨將其視為對照組。

最後，筆者要特別感謝審稿者所熱心提出的建議，若沒有這些建議督促筆者進行初稿內容

的修正，就不會有本文第二節內容的出現。  

 

註 1：在 [1]中所提到的「比例檢定」，在國教院所提供的翻譯名詞為「比例檢驗法」或「比

值檢驗法」，請參考[4]。  
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