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《新天文學》克卜勒的天文物理觀 

楊哲安  
高中自學生  

壹、前言  

在講授克卜勒發現火星橢圓軌跡的過

程，都會將其成果直接連結到第谷累積多

年的精準觀測資料上，鮮少有人提及克卜

勒如何善用第谷的精準觀測資料。事實上

克卜勒深入探究火星軌跡，並撰寫《新天

文學》一書 (Kepler，1609)，共花了十年之

久，筆者認為克卜勒對於預測火星軌道的

貢獻，並不亞於第谷對於精進觀測儀器的

貢獻 (Brahe，1598; Chapman，1989)。因此，

本文章將重點專注在探討克卜勒不同階段

的研究結果，並分析他如何透過各階段的

結果進行誤差修正，精進預測模型的精度，

最後解開了火星運行的秘密，以此凸顯克

卜勒跟以托勒密系統為主流的占星學家的

與眾不同。  

 

貳、主流占星學家預測火星軌跡的

方法  

要深入了解克卜勒對於火星預測的全

新見解前，必須先了解當時以托勒密系統

為主流的占星學家如何建立行星預測模型

(參考圖 1)。  

托勒密火星預測模型分為兩個部分：

運動模型和時間模型，前者約束了火星行

走的軌道，後者約束了火星行走的速度。  

 

圖 1、托勒密行星軌跡預測模型  

 

當時的占星學家觀察到火星在天球上

進行忽快忽慢的運動，也會在固定周期產

生逆行的軌跡，為了解釋此物理現象，占

星 學 家 採 用 均 輪 - 本 輪 模 型 (deferent and 

epicycle)， 利 用 多 個 圓 周 運 動 來 達 到 行 星

軌跡預測。而時間模型是採用一個數學假

設點，名為偏心勻速點 (equant)，從此點觀

察本輪圓心運動為等速率圓周運動，藉由

偏心均勻點的角度決定行星所移動的經度。

偏心勻速點是托勒密最偉大的貢獻，他提

升了行星預測的精確度，托勒密模型也因

此 被 沿 用 了 一 千 五 百 年 (姚 珩 和 黃 秋 瑞 ，

2003)。  

克卜勒早期的研究也採用占星學家前

輩的概念，憑藉第谷精準的資料，他擬合

出比托勒密模型精準一百倍的火星預測模

型，找出了偏心勻速點和太陽偏移距離最

精準的比例，接近 5 比 3(Kepler, 1609，第

16-18 章 ; Gingerich，1971)，參考圖 2SC 與

EC 距離比例。他稱此模型為「替代假設」

(vicarious hypothesis)。  
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替代假設可以精準地預測火星經度，

但在火星緯度的預測上完全失利，原因在

於緯度需要透過預測模型的火星和太陽距

離求出。這間接地告訴了克卜勒，即使是

再精準的偏心勻速點模型也不符合火星在

大自然移動的軌跡 (Kepler，1609，第 21 章； 

Gingerich，1971)。必須加入符合大自然的

「物理」才能解開天體運行的秘密。  

 
圖 2、替代假設，S:太陽，M:火星，A:遠

日點，P:近日點，C:圓中心，E:火
星偏心均速點， f:火星經度，α : 火
星偏心均速點角度  

 

參、克卜勒對火星軌跡預測的全新

見解  

克卜勒觀察行星運行時快時慢的現象，

提 出 具 有 物 理 意 義 的 「 距 離 規 則 (distance 

law)」，採用了哥白尼日心概念，認為太陽

是行星運行的驅動力，其影響力隨距離遞

減，更具體敘述是行星速度隨距離以反比

例遞減。他更進一步透過數學工具的推導，

將 距 離 規 則 延 伸 到 面 積 時 間 角 概 念 (Area-

time，參考附錄一，姚珩，2004)。  

從此刻開始，克卜勒和當時占星學家

建立火星預測模型的流程有了開創性的區

別 (參考圖 3)。他放棄了數學假設下的偏心

勻速點時間模型，堅持使用具有「物理意

義」的距離規則時間模型，透過誤差分析，

在物理意義的導引下，修正運動模型，直

到獲得準確的行星軌跡。  

 
圖 3、克卜勒建立火星軌跡模型的流程  

克卜勒的替代假設模型，無法給出火

星和太陽的真正距離，導致在緯度的預測

失準，但其準確的火星經度預測，使得它

在之後的誤差分析佔有一席之地。替代假

設模型能夠給出任意時間的正確觀測經度

供誤差分析使用。「替代」本意應該為替代

托勒密的預測模型，但筆者認為，從後續

替代假設模型對整體研究的貢獻，筆者傾

向再給予「替代」更深層的含意，此模型

「替代」了第谷的觀測資料。  

 

肆、從完美的圓到非圓的關鍵  

克卜勒建立了具有「物理意義」的距

離規則後，第一個嘗試就是採用偏心

圓為運動模型，我們稱這模型為「均

分模型 (bisect model)」如圖 4，因為克

卜勒採用了的均分概念，太陽偏移距

離和偏心均速點比例為 1 比 1，來定
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義偏心距離，他的理由是均分概念在

遠 近 連 線 區 域 (apsides)符 合 距 離 規 則

的物理意義 (Kepler，1609; 第  43 章；

姚珩和黃秋瑞，2003)，其證明請參考

附錄二。均分概念除了確定太陽偏心

以外，均分距離也能作為太陽偏心距

離的參考標準。  

 
圖 4、均分模型，S:太陽，M:火星，A:遠日

點，P:近日點，C:圓中心，e:火星偏

心率， f:火星經度  

 

透過誤差分析，均分模型在象限的八

分位位置(45 度)有最大誤差八角分，遠大

於第谷資料的平均誤差兩角分 (Gingerich，

1972)，能夠清楚被辨別出來。均分模型的

失利，讓克卜勒開始認為火星軌道可能不

是完美的圓。他進一步針對遠近日點和上

下短軸線位置，進行瞬時角速度誤差分析，

並根據距離規則進行軌道的修正，他認為

火星軌道在上下短軸位置應該更扁，遠近

日點位置應該更狹長，才能夠符合距離規

則 (參考圖 5)。在符合物理性質的佐證下，

克卜勒大膽提出了前無古人的結論—火星

為非圓軌跡，並用「肥胖的香腸」來描述

此修正(Kepler，1609，第 44 章)。 

 

圖 5、均分模型的軌道修正  

 

伍、運用歷史悠久的「本輪」產生非

圓軌跡  

克卜勒從均分模型的結果推論出火星

軌跡是非圓軌跡，他稱這非圓軌跡為卵形，

因此我們稱這段時期使用的模型為卵形模

型 (oval model)如圖 6。  

 
圖 6、卵形模型，S:太陽，M:火星，A:遠日

點，P:近日點，E:本輪中心，α :本輪

角度，e:偏心率， f:火星經度  

為了產生出卵形軌跡，克卜勒使用歷

史悠久的本輪系統作為工具，本輪是類似

偏心勻速點的等速率計時工具，本輪中心

繞行大圓的速度必須符合距離規則，這需
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要進行複雜的遞迴計算。為了方便整理計

算 過 程 ， 克 卜 勒 發 明 了 目 錄 法 (Catalog 

Method)，有系統的排列各個參數，類似現

今的 Excel 表格，但每個都需要以人工填

上。參考附錄三。  

克卜勒花費大量的數值計算後，卵形

模型仍舊失敗了，但它呈現和均分物理模

型截然不同的誤差趨勢，卵形模型在第一

象限八分位的位置落後均分物理模型；在

第二象限八分位的位置超前均分物理模型，

而替代假設模型所代表的真正軌跡恰好就

在兩者之間，參考圖 7。  

 
圖 7、卵形模型和均分模型的誤差比較  

 

陸、偵探般地分析誤差，發現火星真

正距離  

根據先前結果得到真正軌跡在兩者之

間的結論，克卜勒接續探究在 90 度位置的

各模型間誤差 (參考圖 8)，他發現均分模型

和卵形模型的月牙寬度為 0.00858（圓半徑

為 1），結合「兩者之間」的結論，除半得

到了 0.00429，這讓克卜勒聯想到視角方程

式 5°18'的正割函數 (1.00429)，這是克卜勒

在 推 導 面 積 時 間 角 計 算 時 很 常 見 的 數 值

(Kepler, 第 43 章 )。經過數學推理後，他

發 現 真 正 距 離 應 該 修 正 為 圓 半 徑 1.0000 

(姚珩和黃秋瑞，2003)，這讓克卜勒如夢中

驚醒般，看到了新希望，他回想起曾在 40

章所進行的火星距離修正研究，其目的是

要找尋正確的距離，以符合均分模型所計

算的面積時間角概念。詳細推導參考附錄

四。  

 
圖 8、火星真正距離的發現  

克 卜 勒 提 出 修 正 後 的 火 星 距 離 為 1 

e cosߚ，其中 e 為偏心率，β為圓心角，他

稱 這 個 物 理 現 象 為 「 徑 向 擺 盪 (diameter 

reciprocation)」(參考圖 9)，火星擺盪程度

由修正後距離決定，修正距離為太陽投影

到火星過圓心直徑上的投影量 ME，參考

附錄四。但修正後的距離應該往何哪個方

向 修 正 火 星 經 度 呢 ?克 卜 勒 首 先 嘗 試 沿 圓

心直徑修正 (圖中 Ma 所示 )，但持續擁有超

前的 5’誤差，最終他發現修正方向應該是

投影遠近連線的垂直線上 (圖中 Mb 所示 )。

在發現真正軌跡後，克卜勒嘗試推導面積

時間角關係，他赫然發現，這是壓縮圓成

為橢圓的過程，這軌跡竟然是他最熟悉的

橢圓軌跡(Kepler，1609，第 57 章; Aiton，

1969)。  

起初克卜勒還不相信，火星真正軌跡

就是如此簡單的曲線，試圖用本輪繼續解
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釋正確的徑向擺盪，在最後真正地走頭無

路下，克卜勒寫下：「我真荒謬！徑向擺盪

不可能套用在橢圓軌跡上，我早該想到橢

圓 本 身 就 具 有 擺 盪 的 特 性 。 」  (Kepler，

1609，第 56、58 章 ) 

 

圖 9、徑向擺盪的修正，S：太陽，C：圓

中心，M：均分模型的火星，M：首

次修正位置，M：火星正確位置，f：
火星經度，β：圓心角，e：偏心率  

 

柒、結論  

在一個世紀後，牛頓運用自己獨創的

萬有引力和微積分，重新證明了克卜勒三

大定律，優雅地解構了上帝的巧思，問到

克卜勒的成就，牛頓只簡單的評論：「他 [克

卜勒 ]當然是用「猜」的，他知道軌跡非圓

是卵形，於是他就猜會是橢圓，」  

相較於牛頓的嘲諷，擁有「數學王子」

美譽的高斯認為：「已經有好一段時間，人

們不再去探討全然的未知，只想去稍微改

進已知。」 (Wilson，1968) 

我們究竟該如何去看待克卜勒？筆者

認為，我們不該只將他發現橢圓的成就歸

功於精準資料和卓越數學技巧，我們需要

理解將「物理」帶入占星學是克卜勒一生

中最大的貢獻。這項貢獻，需要從偏心勻

速點和距離規則的差異來體會，前者是基

於數學的理論基礎，精確地逼近當時人眼

觀察到的天文現象，已經沿用一千五百年

了，挑戰它的缺陷需要極大的勇氣與智慧。

而後者是基於物理概念，透過數學工具來

解構天體運行的道理，並成為現今眾所皆

知的克卜勒第二定律面積規則，是繼哥白

尼日心說後，天文學上最偉大的革新之一。

克 卜 勒 不 聽 信 老 師 馬 斯 特 林 （ Maestlin）

「不該把物理學引入天文學」的勸言，堅

持使用具有物理意義的「距離規則」來思

考天文，讓他從眾多占星學家中蛻變成「第

一位天文物理學家」 (金格瑞契，2007)。  

筆者也認為克卜勒征戰火星軌跡的研

究是一個很好的科學教學案例，以前學習

到科學方法時，筆者就有一個疑問，為何

要先提出一個假設模型，然後錯了還要再

回來修正？因為鮮少有人告訴你，那些偉

大的科學家們遭遇失敗或失意落魄的樣子。

如果要深深體會科學方法的流程，就必須

要有個耳熟能詳的例子，克卜勒的《新天

文學》研究，就擁有他許多挫敗與反省的

故事。首先，他面對的問題較現在的天文

問題簡單，使用的幾何數學也不會過於困

難，最重要的是，讓學習者不再只記得三

個死板的定理，能夠立體化這些知識，學

習者能夠身歷其境，理解科學家究竟如何

思考問題，並且會遇到什麼困境，以此激

發學習者探究未知的興趣。  
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附錄一、基於距離規則的面積時間

角之推導  

克卜勒提出距離規則，認為太陽是天

體運行的驅動力，其影響力隨距離遞減，

更具體敘述是天體速度隨距離以反比例遞

減。距離規則的定義 (參考圖 1(a))：  

r ∙ v ൌ c 

r 是天體 M 到太陽 S 距離，v 是天體

瞬時速度，c 為固定值。考量單位時間∆t天

體運行到 M’位置，移動距離為 d，上述公

式可表示為：  

r ∙
d
∆t
ൌ c 

讓單位時間天體掃過的面積A ൌ r ∙ d，

可得下列面積規則公式 : 

A ൌ c ∙ ∆t 

即面積可作為計時工具。  

克 卜 勒 進 一 步 發 明 面 積 時 間 角 概 念

(Area-time)，取代偏心勻速點的角度。面積

時間角可用圖 1(b)來說明，以遠日點 A 為

基準，火星以 687 天為周期繞行太陽一周，

用 360 度 (2π)來表示天體一周期時間，依

據上述面積規則公式，火星自遠日點 A 起

算，行進到 M 位置的時間，可以用扇型面

積∆MSA表示，其時間角α可定義為：  

α ൌ 2π
ܣܵܯ∆

全周期面積
 

有了具物理意義的時間角定義後，克

卜勒就可以透過幾何計算預測真實角 f，

即對應於此時間的火星經度。  
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圖 1、 (a)距離規則示意圖  (b)時間角概念

示意圖  
 

克卜勒在《新天文學》第 40 章提出面

積時間角概念，原本的用意是用來取代繁

複的距離數值計算，後來成為眾所周知的

克卜勒第二定律面積規則。 

 

附錄二、均分概念在遠近連線區域

符合距離規則之證明   

定理說明：均分概念在遠近連線區域符合

距離規則  

均分概念為太陽偏移距離和偏心均速

點比例為 1 比 1，如圖 2 所示，C 為圓形

軌跡的圓心，S 為太陽，E 為偏心勻速點， S

與 E 均分在圓心 C 兩側且在遠近連線上，

SC與EC皆為距離 e，稱為偏心率。在遠日點

與近日點，火星軌跡符合距離規則，即速

度與火星到太陽距離成反比，用數學式表

示如下： 

v
v

ൌ
1 െ e
1  e

 

VA 與 VP 分別為火星在遠日點與近日點的

速度。 

 

證明： 

火星自 A 運行到 M 位置，移動距離

為弧長 AM 或用β表示，而所運行時間可

用偏心勻速點之時間角α表示，遠日點速

度為：  

v ൌ
ߚ
ߙ

 

α 和 β 的 關 係 能 透 過∆ܧܥܯ的 正 弦 定 理 得

知：  

e sinα ൌ sin α cos β െ sin β cos α 

當火星接近近日點，α接近 0，sin ，接近αߙ

cos α接近 1，β亦然。代入式子為：  

v ൌ 1 െ e 

同理，火星接近遠日點的速度為：  

v ൌ 1  e 

因此  

v
v

ൌ
1 െ e
1  e

 

Q.E.D. 

根據上述證明，均分概念在遠近連線

符合距離規則，克卜勒因此了解到太陽與

偏心均勻點均分是具有物理意義且接近真

實情況，除了確定太陽偏心以外，均分概

念的太陽偏心距離也能作為爾後預測模型

的參考標準。 
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M
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圖 2、均分概念在遠近連線區域符合距離

規則之證明  

 

附錄三、卵形模型的目錄法和計算   

採 用 均 輪 本 輪 系 統 的 卵 形 模 型 (參 考

本文圖 5)，不像替代假設模型和均分模型

能 夠 直 接 推 導 得 出 真 實 角 f(火 星 經 度 )和

時間角α的關係。因為均輪本輪系統的複

雜性，需要將均輪與本輪分開討論，因此

新增了許多參數，克卜勒在《新天文學》

第 49 章發明了目錄法(Catalog Method)來歸

納各個參數，他將時間角細分為 360 張卡

片，每一張卡片代表每一度時間角，並記

錄著四種參數。參考圖 3.1，主要分為兩大

目錄：第一目錄參數和火星 M 相關，第二

目錄參數和本輪中心 E 相關。 

 
圖 3.1、目錄法示意圖  

參考圖 3.2，更進一步說明各參數的求

法： 

(一) 第一目錄 

1. 火星距離 D(SM) 

N 為 M 在 初 始 轉 軸 上 的 垂 足 點 ，

e=ܰܯ sin e=ܰܧ，ߙ cosߙ，透過畢氏定理能夠

得出： 

D ൌ ඥሺ1  ݁ ∙ cos ሻଶߙ  ሺe ∙ sin  ሻଶߙ

2. 火星擺動角δ 

從∆ܯܵܧ的正弦定律得出 α 和δ的關

係為： 

sin δ ൌ
݁
ܦ
 ߙ݊݅ݏ

 

(二) 第二目錄 

本輪中心 E 在均輪上的移動遵循距離

規則，能夠透過距離規則公式，來計算本

輪中心的瞬時角速度ߚሶ，360 個時間角都有

其 對 應 的 瞬 時 速 度ߚሶ， 累 加 起 來 應 為 一 周

期的角度，即為 360 度。其概念類似於當

今的積分概念，以積分的數學式表示為： 

β ൌ න ߙሶ݀ߚ
ఈ


 

1. 本輪心瞬時角速ߚሶ： 

依據距離規則，E 的瞬時角速ߚሶ跟火星

距離 D 成反比，用數學式能夠表示為： 

Dߚሶ ൌ C		  
或    

ሶߚ ൌ
C
ܦ

 

C 為常數。 

2. 本輪心移動角β： 

從遠日點開始，當α為 n 度，依序累

加 n 個ߚሶ，其值即為均輪心移動角β，以數

M

C E
AP

S e e
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學式表示為： 

ߚ ൌβሶ 



ୀଵ

ൌ ൫βሶ ଵ  βሶ ଶ  ⋯ βሶ ൯ 

或 

ߚ ൌβሶ 



ୀଵ

ൌ ܥ ൬
1
ଵܦ


1
ଶܦ

⋯
1
ܦ
൰ 

完成各個參數的計算後，時間角和真

實角的計算方式如下： 

時間角：α ൌ ݊ 

真實角： ݂ ൌ ߚ െ   (n=1...360)	ߜ

 距離規則數學式的常數 C，代表著真

實軌跡面積的 360 分之 1，其值接近數值

1，在計算過程中，需要透過反覆代入來確

認，C 需要滿足ߚଵ଼為 180°。 

 
圖 3.2、形模型真實角與時間角之推導  

 
 

附錄四、均分物理模型的火星距離

修正  

克卜勒在《新天文學》第 40 章，針對

均分物理模型提出了火星距離修正，其目

的是要找尋真正的火星距離，它和掃過的

面積一樣可以代表時間。首先，他將圓周

切成 360 等分弧長，將每段弧長ݏ視為 1，

每段弧長各自擁有對應的火星距離ܵܯ，克

卜勒認為 360 段火星距離相加應該要等於

360 段圓半徑，因為兩者必須要掃過一樣

的面積，然而結果並不是這樣。克卜勒很

快就找到差異原因，因為偏心的關係，ܵܯ

並不垂直於對應弧長，而是有一傾斜角，

他 稱 這 傾 斜 角 為 視 角 方 程 式 (Optical 

Equation)，弧長必須經過此角度修正，參

考圖 4。因此他提出了下列修正關係： 

ݎ ∙ ሺݏ

ଷ

ୀଵ

cos ሻߠ ൌ 360 

或是  

ሺݎ cos ሻߠ ∙ ݏ ൌ 360

ଷ

ୀଵ

 

因此修正後的火星距離為 r∙ cos 即，ߠ

線段可以表示為1ܯܭ線段，而ܯܭ  e cosߚ，

e 為偏心距離，β為圓心角。  

 
圖 4、均分物理模型的火星距離修正  
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