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延伸的輾轉相除法直式算則 
在數學算板中的實踐 

林保平  
臺北市立大學數學系退休副教授  

壹、前言  

最近在 YouTube 的教學網站上，看了

一些輾轉相除法及其延伸應用的相關教學

影片，覺得對輾轉相除法及其延伸的不定

方程式的應用的教學說明，都不夠完整，

於是就在「數學算板」上建立了幾個可以

提供教師教學利用的程式，本文將就延伸

的輾轉相除法直式算則及所建立的程式提

出一些討論。 

「數學算板」是作者退休後，將退休

前在其他軟體上（主要是 GSP）建立的程

式，重新以 java 語言改寫，而建立的一個

完整的新程式，包含了代數算板、幾何畫

板、統計與機率及龜行幾何等部分。Java 8 

之 前 的 程 式 實 例 ， 可 參 看 網 頁

http://mathboard.tw , 這 些 實 例 ， 大 部 分 只

可使用 java8 開啟。較新的數學算板的程

式實踐，仍在繼續當中，網頁上提供測試

版，讓有興趣的讀者測試。由於 java 在網

路上的執行較不方便，較新的數學算板程

式 ， 採 用 影 片 的 方 式 呈 現 ， 可 參 閱

MahBoard-YouTube .  

 

貳、輾轉相除法直式算則及其幾何

意義 

我們先看下面兩個問題： 

長方形紙一張，長 57 單位，寬 36 單

位，欲裁出正方形，紙張必須恰好用盡，  

(一) 若裁出的正方形大小要相同，且愈大

愈好，裁出的正方形邊長是多少？可

裁出多少個正方形？ 

(二) 若裁出的正方形大小可以不相同，但

大的愈多愈好，可裁出多少種不同的

正方形？各種正方形各有幾個？ 

第一個問題很簡單，裁出的正方形的

邊長一定要是 36 和 57 的公因數，否則長

方形一定有一個邊會有剩餘，但我們要求

的是正方形愈大愈好，因此正方形必須是

57 與 36 的最大公因數，只要求出 57 及 36

的最大公因數 3，答案就是  
ହ଻ൈଷ଺

ଷൈଷ
ൌ 228個，

這是典型求最大公因數的問題。這個問題

也可以看成拼圖問題：使用相同的正方形

且正方形要最大，多少個正方形可以拼出

長方形？正方形的邊長是多少？圖 1 左圖

展示用無法完全用盡的切割拼圖，圖 1 右

圖展示的就是邊長 3 單位切割出來的 228

個正方形拼圖。圖中的 P 點是一個可以移

動的點，移動此點可以展示不同大小的正

方形切割，學習者可觀察切割出的正方形

是否紙張用盡或正方形是否可拼出原長方

形，可引導學習者觀察發現：只有邊長能

同時除盡兩邊長的正方形，才是所要的正

方形。  

https://www.youtube.com/channel/UCFor-dmj2HW3SqJYM4tHX-Q
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圖 1、左圖：沒有用盡紙張的正方形切割，右圖：228 個邊長 3 正方形拼出邊長 36、57

的長方形  
 

第二個問題最大公因數就好像派不上

用場了。不過我們可以透過實際操作來解

決這個問題。我們先裁出邊長 36 的最大的

正方形 1 個，剩下邊長為 36 及 21 的長方

形，再由此長方形裁出邊長 21 的第二大正

方形 1 個，剩下的就是邊長為 21 及 15 的

長方形，這個活動繼續下去，我們可再裁

出邊長 15 的第三正方形一個、邊長為 6 的

第四正方形 2 個，及邊長為 3 的第五正方

形 2 個，此時剛裁好剪完畢。圖 2 左圖展

示的就是數學算板呈現的剪裁結果的拼圖。

當然顏色是外加的。 

前述裁剪的過程，其實就是輾轉相除

的過程，每類正方形的裁剪，就是邊長的

除法，商就是此類正方形的個數，除數與

餘數就是新長方形的邊長。數學算板除了

可展示輾轉相除的直式算則外，也有選項

按鈕「算則原理」可將橫式算則與直式算

則並列，方便教學時的比較。圖 2 右圖展

示的是數學算板上呈現的輾轉相除的直式

算則與橫式算並列的圖形。其中第一、三

行是輾轉相除的兩數，第二行是商，第四

行是對應的橫式算式。從圖中可以看出商

行中的數 1、1、1、2、2，就是第二問題中

的五類正方形的個數，而 36 及餘數 21、

15、6、3（橫線下方的數，或左或右），分

別就是五類正方形的邊長。第三行的最後

一個數 3，就是兩數 57 與 36 的最大公因

數。也有直式算則是將ܽ, ܾ行並列，將中間

商行分成兩行，分列於ܽ, ܾ行左右的。 

   
圖 2、左圖：裁剪的正方形排列成原來的長方形，右圖：輾轉相除法的直式及橫式算則

對照  
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這個幾何展示的輾轉相除的過程，也

有利於解釋何以最後的餘數是兩數的最大

公因數。其實整個過程就是重複下列動作：

將以長方形較小邊為邊長，裁出若干個相

同的最大正方形後，（1）若沒有剩餘，動

作結束，（2）得到較小的新長方形，對此

長方形再繼續裁。圖 3 左圖展示大長方形

裁掉最大正方形後，得到小長方形，右圖

展示的是：若大長方形可用最大的正方形

（右圖中展式的切割小方格）拼成的話，

裁掉最大正方形（紅色），剩下的小長方形

也同樣可由這種同樣的小方格鋪滿，也就

是說，要求大長方形兩邊長的最大公因數，

只要求剩餘的小長方形兩邊長的最大公因

數就可以了。用代數式來說，若 ܽ, ܾ, ,ݍ ݎ ∈

Գ且ܽ ൌ ݍܾ ൅ ,ݎ 0 ൑ ݎ ൏ ，ܾ則ܽ, （ܾ大長方形

的邊長）的最大公因數就是ܾ, 小長方形） ݎ

邊長）的最大公數，記為 ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܾ, ሻ。若ݎ

以本文後面圖 7 右圖中，展示的輾轉相除

法 橫 式 算 則 來 看 ， 	ሺݎ଴, ଵሻݎ ൌ ሺݎଵ, ଶሻݎ ൌ ⋯ ൌ

ሺݎ௡ିଵ, ௡ሻݎ ൌ ሺݎ௡, ௡ାଵሻݎ ൌ ௡ݎ  就 是ܽ, ܾ的 最 大 公

因數，其中ݎ௡ାଵ ൌ 0。 

數學算板中的直式的輾轉相除法程式，

ܽ, ܾ兩數是可以自由輸入的，輸入之後，程

式會自動呈現輾轉相除的表列。若有選項

呈現橫式算則，則橫式算則也一樣會更新。

其相應依比例展示的幾何分割圖形也會跟

者修正。此外，對獨立的直式算則，有連

續按鈕可以將計算的過程一步一步地展示

（按鈕參看圖 1 上方），按鈕「重啟」可清

除已展示的內容只呈現ܽ, ܾ兩數，按鈕「算

則依序輾轉」可依序繼續進行下一步（按

左鍵）或回復至上一步（按右鍵），按「圖

形輾轉」按鈕，則可依序呈現分割矩形得

到的各類正方形，「算則與圖形」選單內可

選擇呈現問題、展示直式算則、展示幾何

圖形、或同時呈現算則及圖形，「算則原理」

在展示直式算則時，可切換只呈現直式算

則實例或同時呈現橫式算則實例，「數或符

號」可切換矩形邊長的展示為文字或實例

中的數字。 

 

 

 

圖 3、ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܾ, ሻ 的幾何圖形解釋ݎ  
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參、延伸的輾轉相除法直式算則 I 

─  前推法  

不定方程式（Indeterminate Equation） 

一個二元或二元以上的方程式，其解

通常未定，例如3ݔ െ ݕ2 ൌ 7，解會隨ݔ或ݕ值

而改變，這類的方程式，我們稱之為不定

方程式。解不定方程式時，我們常會限制

解 的 範 圍 ， 例 如 求 整 數 或 正 整 數 解 。 設 

ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ ,其中ܿଵ，ܦ ܿଶ,⋯ , ܿ௡

為整數，݀ ൌ ሺܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡ሻ為ܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡的最

大公因數，若݀不為D的因數，則此不定方

程式無整數解。本文討論的方程式均為形

如  ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ ൅⋯൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ ,ݎ݀ ,ݎ ܿ௜ ∈ Ժ, ݅ ൌ

1,2⋯ , ݊, ݀ ൌ ሺܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡ሻ  的 線 性 不 定 方

程式。若ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ ݀, ܿ௜ ∈ Ժ，

稱此式為貝祖等式  （Bézout's identity）。

兩數的輾轉相除法常被推廣使用以尋找貝

祖 等 式 ， 亦 即 尋 找 不 定 方 程 式 ݔܽ  ൅ ݕܾ ൌ

ሺܽ, ܾሻ 的 一 組 特 殊 整 數 解 ， 被 稱 為 延 伸 的

輾轉相除法。 

 延 伸 的 輾 轉 相 除 法 基 本 上 有 兩 種 方

法，一為前推法，一為後推法，都能有效

地求出一組二元一次不定方程式的特殊解。

兩者其實都可先作一次輾轉相除得到商之

後，再用這些商求得延伸的結果。但前推

法可以在作輾轉相除個別步驟時，同時就

所得的個別商，作出延伸的個別結果。此

外，前推法還可以直接算出一般解的係數。

後推法，則需在作完兩數輾轉相除得到所

有的商之後，再後推得到延伸的結果。 

 

前推法  ─依照輾轉相除法的計算順序，

推演出一組特殊解。 

這個方法基本上就是利用輾轉相除法

的商，以兩個代表兩數的變數ܽ, ܾ，重作一

次多項式的輾轉相除法。圖 4 展示的是數

的輾轉相除及重作的多項式輾轉相除的直

式 算 則 對 照 。 圖 中 可 以 看 出െ5ܽ ൅ 8ܾ ൌ 3 

亦 即 ሺെ5ሻ57 ൅ ሺ8ሻ36 ൌ 3， 也 就 是 說 ， ௢ݔ ൌ

െ5, ௢ݕ ൌ 8是 57ݔ ൅ ݕ36 ൌ 3的特殊解。  

將圖 4 右圖做分離係數，就得到圖 5

左圖。將 圖 5 左圖 的ܽ, ܾ兩行 合併 為一行

（只取該列與商對應的餘式），並將該行記

為數對的型態，就是圖 5 右圖所展示數學

算 板 延 伸 的 輾 轉 相 除 法 I 中 的 延 伸 行

ሺݔ௜,  。௜ሻݕ

 
圖 4、數及多項式的輾轉相除法對照圖  
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圖 5、多項式分離係數輾轉相除與延伸的輾轉相除法對照。  

 

數學算板中延伸的輾轉相除法 I 的延

伸行中，第 1 及第 2 列為預設列，之後的

列 都 是 前 兩 列 與 對 應 的 商 計 算 出 來 的 結

果。它的計算法就是：前兩列中的第 1 列

減去第 2 列與對應商的積。它其實就是多

項式輾轉相除餘式的係數。圖 5 右圖中延

伸行與最大公因數對應的ሺെ5,8ሻ[注意：它

是 延 伸 行 倒 數 第 二 列 ]， 就 是 不 定 方 程 式

ݔ57 ൅ ݕ36 ൌ 3	的一個特殊解。同樣的想法，

我 們 也 可 以 說 ሺ1, െ1ሻ,  ሺെ1,2ሻ,  ሺ2, െ3ሻ, 

ሺെ5,8ሻ,  ሺ12,െ19ሻ分 別 是 ݔ57 ൅ ݕ36 ൌ 21，

ݔ57 ൅ ݕ36 ൌ ݔ15，57 ൅ ݕ36 ൌ ݔ6，57 ൅ ݕ36 ൌ

ݔ3，57 ൅ ݕ36 ൌ 0	的特殊解。 

到目前為止我們都是用實例來分析求

不定方程的特解，其實前推延伸的輾轉相

除法的運算規則可以由遞迴定義的方法推

導出來。圖 6 展示數學算板對任意輸入的

兩數後，可呈現的原理說明畫面，這是前

推法多種選項中的一種。最左行是兩數線

性組合等於餘數之算式，最右行是相應的

轉轉相除橫式算式，這是引導學生進入遞

迴定義的步驟之一。 

圖 7 展示的是圖 6 式子的一般化表示

法，框框中的式子就是後面推導算則需用

的式子。圖 8 展示的就是由圖 7 中左方框

式子代入右方框式子推導延伸算則的過程。 

 
圖 6、前推法原理畫面之一  
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圖 7、數學算板將圖 6 最左行及最右行資料中式子以一般化的橫式表示  

 

 
圖 8、由圖 7 兩方框內容推導出遞迴公式的過程  

 

由這些推導，我們知道ሺݔ௜, ௜ሻ 為不定ݕ

方程式ܽݔ ൅ ݕܾ ൌ ௜ 的一個整數解。又，延ݎ

伸 的 輾 轉 相 除 法 延 伸 行 最 後 一 列

	ሺݔ௡ାଵ, ，௡ାଵሻݕ 就 是 ݔܽ ൅ ݕܾ ൌ 0的 解 。 亦 即 

௡ାଵݔܽ ൅ ௡ାଵݕܾ ൌ ௡ାଵݎ ൌ 0。 

圖 8 中的矩陣表示法中，矩陣 

൤
0										1				
1			 െ ௜ିଵݍ

൨ 第 1 列的作用，就是將ܣ௜ିଵ的 

第 2 列放到ܣ௜第 1 列，第 2 列的作用就是

將ܣ௜ିଵ的第 1 列加上第二列乘以െݍ௜，並將

結果放在ܣ௜的第 2 列，這就是這個算則能

夠依序一列一列呈現，寫成直式算則的原

因，因為ܣ௜的第 1 列就是ܣ௜ିଵ第 2 列。令 

ଶܣ ൌ ቂ1			0
0			1

ቃ , 由 於  ฬ
0											1			
1					 െ ௜ିଵݍ

ฬ ൌ െ1 ， 故  

|௜ܣ| ൌ േ1, ݅ ൌ 2⋯ , ݊ ൅ 1.。 

令ቄ
ݔ ൌ ௡ݔ ൅ ݐ	௡ାଵݔ
ݕ ൌ ௡ݕ ൅ ݐ	௡ାଵݕ

		 , t ∈ Ժ， 則 

ݔܽ ൅ ݕܾ ൌ ܽሺݔ௡ ൅ ሻݐ	௡ାଵݔ ൅ ܾሺݕ௡ ൅  ሻݐ	௡ାଵݕ

ൌ ሺܽݔ௡ ൅ ௡ሻݕܾ ൅ ሺܽݔ௡ାଵ ൅  ݐ௡ାଵሻݕܾ

ൌ ௡ݎ ൅ 0 ൈ ݐ ൌ  ௡ݎ
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故ሺݔ, ݔሻ為ܽݕ ൅ ݕܾ ൌ  。௡ 的解ݎ

反之，設ሺݔ, ݔሻ為ܽݕ ൅ ݕܾ ൌ  ௡ 的解。令ݎ

ቄ
ݔ ൌ ݏ௡ݔ ൅ ݐ	௡ାଵݔ
ݕ ൌ ݏ௡ݕ ൅ ݐ	௡ାଵݕ

		。解此ݏ,  ，的聯立方程式ݐ

由於 ቚ
௡ାଵݔ				௡ݔ
௡ାଵݕ				௡ݕ

ቚ ൌ หܣ௡ାଵ
௧ห ൌ േ1，故知聯立方

程 式 ,ݏ  恰ݐ 有 一 組 整 數 解 。 因 ሺݔ, ݔሻ為ܽݕ ൅
ݕܾ ൌ ݔ的解，故ܽ	௡ݎ ൅ ݕܾ ൌ ܽሺݔ௡ݏ ൅ ሻݐ	௡ାଵݔ ൅
ܾሺݕ௡ݏ ൅ ሻݐ	௡ାଵݕ ൌ ௡ݎ ， 故 ሺܽݔ௡ ൅ ݏ௡ሻݕܾ ൅
ሺܽݔ௡ାଵ ൅ ݐ௡ାଵሻݕܾ ൌ ௡ݔ௡，因此 ሺܽݎ ൅ ݏ௡ሻݕܾ ൌ
，௡ݎ 故 ݏ ൌ 1。 也 就 是 說 ， 存 在 ݐ ∈ Ժ使 得

ቄ
ݔ ൌ ௡ݔ ൅ ݐ	௡ାଵݔ
ݕ ൌ ௡ݕ ൅ ݐ	௡ାଵݕ

		。故知 

ቄ
ݔ ൌ ௡ݔ ൅ ݐ	௡ାଵݔ
ݕ ൌ ௡ݕ ൅ ݐ	௡ାଵݕ

		 , t ∈ Ժ 為ܽݔ ൅ ݕܾ ൌ  ௡ݎ

的一般解。 

綜合前述，我們可以得到下面的定理： 

設 ࢏࢘  ൌ ା૚࢏ࢗା૚࢏࢘ ൅ ૙				,	ା૛࢏࢘ ൏ ࢏࢘ ൏  			,	૚ି࢏࢘

࢏ ൌ ૙, ૚, ૛,… , ࢔ െ ૚.		 

,࢏࢘ ࢏ࢗ ∈ Ժ, ା૚࢔࢘		 ൌ ૙, 其中ࢇ ൌ ࢘૙, ࢈ ൌ ࢘૚. 

令 ࢏࢞  ൌ ૛ି࢏࢞ െ  ,૚ି࢏ࢗ૚ି࢏࢞

࢏࢟ ൌ ૛ି࢏࢟ െ  ,૚ି࢏ࢗ૚ି࢏࢟

࢏	 ൌ ૙, ૚, ૛,… , ࢔ ൅ ૚. 

其中࢞૙ ൌ ૚, ࢟૙ ൌ ૙, ࢞૚ ൌ ૙, ࢟૚ ൌ ૚     則  

（1） ,ࢇ就是 ࢔࢘  。的最大公因數࢈  

（2）  ሺ࢞࢏, ࢞ࢇሻ 為不定方程式࢏࢟ ൅ ࢟࢈ ൌ  ࢏࢘

的一個整數解。  

（3）  ቄ
࢞ ൌ ࢔࢞ ൅ ࢚	ା૚࢔࢞
࢟ ൌ ࢔࢟ ൅ ࢚	ା૚࢔࢟

		 , ܜ ∈ Ժ  

為 ࢞ࢇ  ൅ ࢟࢈ ൌ 。的一般解 ࢔࢘  

圖 6 展 示 的 輾 轉 相 除 法 中 ，

൜
ݔ ൌ 					8	 െ ݐ	75		
ݕ ൌ െ61 ൅ ݐ	572 	 , t ∈ Ժ  就 是 ݔ572  ൅

ݕ75 ൌ 1 的 一 般 解 。 大 部 分 延 伸 輾 轉 相 除

法的討論，重點都放在求特解上，並未探

討ݎ௡ାଵ ൌ 0這一列的延伸結果。數學算板的

延伸直式算則 I（前推法），內定並未顯示

餘數為零的最後一列，但有按鈕「一般解

列」可令其顯示或隱藏，可以與學生討論

其內容，並得到一般解。 

數學算板程式大部分都有按鈕，延伸

直式算則 I 的「最大公因數」按鈕可另外

呈現或隱藏最大公因數；「直式算則或橫式

算則」按鈕則可輪換顯示或隱藏直式算則

及橫式算則；「推導算則」按鈕可展示或呈

現遞迴公式的推導過程；「一般解」按鈕可

呈現或隱藏一般解。「全部隱藏」按鈕可將

呈現的內容全部隱藏。此外，由於展轉相

除法的商，就是「連分數」的對應數字，

數學算板也有按鈕，可呈現「連分數」、「連

分數漸進分數」。圖 9 展示延伸輾轉相除直

式算則及部分相關內容。這些內容都會隨

著 所 取 兩 數ܽ, ܾ	而 變 化 。 由 於 連 分 數 不 在

本文的討論範圍，所以本文沒有討論連分

數，有興趣的讀者可參閱 (Olds,1963)。  

 
圖 9、延伸輾轉相除直式算則及可隱藏或呈現的部分相關內容  
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肆、延伸的輾轉相除法直式算則 II

─  後推法  

圖 10 展示的是直式展轉相除法算則

（左圖）與延伸的輾轉相除法直式算則 II

（右圖）。左圖 3 行與右圖後面 2 行對照，

其實它們都是輾轉相除法直式算則，後者

用 於 後 推 法 。 其 實 就 是 將 前者ܽ, ܾ	行 合 併

為一行 ݎ௜，只取餘數，省略「商與除數的

積」（前面曾提到），亦即第 3 列開始，每

一列都是前方第 1 列值除以第 2 列值而得

到的餘數。 

許多教學程式都是使用橫式的後推法

來求得貝祖等式。圖 11 展示一個實例。圖

中兩個方框，前者為展轉相除橫式算式，

下方框展示，將前者倒推之後，得到貝祖

等 式572ሺ8ሻ ൅ 75ሺെ61ሻ ൌ 1， 這 個 等 式 是圖

10 右圖延伸直式算式中，ݔ௜, ௜行中，令第ݎ

一列與第二列交叉乘積之和等於 gcd 而得

的 ， 亦 即 ， ሺ8, െ61ሻ 為 不 定 方 程 式572ݔ ൅

ݕ75 ൌ 1的一組特解。 

這個後推法其實也像前推法一樣，可

以推出一個遞迴的公式。圖 12 展示的是數

學算板前推法遞迴公式推導的一個引導思

維的展示之一。圖 12 其實是圖 11 下方的

方框內容，移至圖 12 的最左行，且使用簡

化的 輾 轉 相 除直 式 算 則 。圖 中ݔ௜行 為 延 伸

行，我們要找出他的遞迴公式。圖 13 將圖

12 展 示 實 例 的 最 左 行 與 最 右 行 資 料 以 一

般化的方法表示。框框中的式子就是後面

推導算則需用的式子。圖 14 展示的就是推

導出後推法延伸算則的過程。由這些推導，

我 們 知 道ݎ଴ݔଵ ൅ ଴ݔଵݎ ൌ ௡ 亦ݎ 即 ଵݔܽ  ൅ ଴ݔܾ ൌ

,ଵݔ௡，故 ሺݎ ݔܽ ଴ሻ 為不定方程式ݔ ൅ ݕܾ ൌ ௡ݎ

的一個整數解。 

 
圖 10、簡化的輾轉相除法直式算則（對照ܽ, ܾ, ,	௜ݎ行與ݍ （௜行ݍ  

 
圖 11、後推法尋找貝祖等式的實例  
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圖 12、後推法的實例與橫式算則對照  

 

圖 13、將圖 12 的最左及最右行資料以一般化的形式表示  

 

圖 14、  推導延伸算則的過程  

圖 15 展示的就是數學算板後推法延

伸直式算則 II 推導一半的過程。圖中ݔ௡ ൌ

0, ௡ିଵݔ ൌ 1  為 預 設 值 , 由 遞 迴 公 式 ௜ିଶݔ  ൌ

௜ݔ െ  ௜ିଵ ,可知ݔ௜ିଵݍ

௡ିଶݔ ൌ ௡ݔ െ ௡ିଵݔ௡ିଵݍ ൌ 0 െ 2 ൈ 1 ൌ െ2、 

௡ିଷݔ ൌ 1 െ 1 ൈ ሺെ2ሻ ൌ 3	, ௡ିସݔ ൌ െ2 െ 1 ൈ

3 ൌ െ5,⋯8， െ 61 。 因 此 572 ൈ 8 ൅

75ሺെ61ሻ ൌ 1，亦即 ሺ8, െ61ሻ	為572ݔ ൅ ݕ75 ൌ

1的一組特解。數學算板倒推法的運算就是：

定出 0，1，從倒數第 3 列開始，每列的計

算就是將下下方列減去下方列與商的積得

到的值。 

數學算板使用後推法的直式算則，沒

有一般解列，只能求出一個特殊解，但數
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學算板使用下述定理中的（3），透過按鈕

「一般解」，呈現一般解。 

一般解的證明如下： 

設ቐ
ݔ ൌ ଵݔ ൅

௕

௥೙
ݐ

ݕ ൌ ଴ݔ െ
௔

௥೙
ݐ
		 , ݐ ∈ Ժ，其中ሺݔଵ,   ଴ሻݔ

為不定方程式 ܽݔ ൅ ݕܾ ൌ ௡的一個整數解ݎ

則 ݔܽ	 ൅ ݕܾ ൌ ܽ ቀݔଵ ൅
௕

௥೙
ቁݐ	 ൅ ܾ ቀݔ଴ െ

௔

௥೙
 ቁݐ	

ൌ ሺܽݔଵ ൅ ଴ሻݔܾ ൅ ൬ܽ
ܾ
௡ݎ
െ ܾ

ܽ
௡ݎ
൰ ݐ ൌ ௡ݎ ൅ 0 ൈ  ݐ

ൌ  ௡ݎ

故ሺݔ, ݔሻ為ܽݕ ൅ ݕܾ ൌ  。௡ 的解ݎ

反之，因ܽݔଵ ൅ ଴ݔܾ ൌ  ，௡ݎ

故ܽሺݔ െ ଵሻݔ ൅ ܾሺݕ െ ଴ሻݔ ൌ 0 

亦即ܽሺݔ െ ଵሻݔ ൌ െܾሺݕ െ  ，଴ሻݔ

故
௔

௥೙
ሺݔ െ ଵሻݔ ൌ െ

௕

௥೙
ሺݕ െ   ଴ሻݔ

又因 ቀ
௔

௥೙
,
௕

௥೙
ቁ ൌ 1  

所以
௔

௥೙
為െሺݕ െ ݐ଴ሻ的因數，故存在ݔ ∈ Ժ 使

得 ݕ െ ଴ݔ ൌ െ
௔

௥೙
ݐ  ， 亦 即 ݕ ൌ ଴ݔ െ

௔

௥೙
，ݐ 且

ܽሺݔ െ ଵሻݔ ൌ ܾ
௔

௥೙
ݐ  故 ݔ െ ଵݔ ൌ

௕

௥೙
，ݐ 亦 即 ݔ ൌ

ଵݔ ൅
௕

௥೙
ݐ也就是說存在， ݐ ∈ Ժ 

使得ቐ
ݔ ൌ ଵݔ ൅

௕

௥೙
ݐ

ݕ ൌ ଴ݔ െ
௔

௥೙
ݐ
		， 

故知 ቐ
ݔ ൌ ଵݔ ൅

௕

௥೙
ݐ

ݕ ൌ ଴ݔ െ
௔

௥೙
ݐ
		 , ݐ ∈ Ժ為ܽݔ ൅ ݕܾ ൌ   ௡ݎ

的一般解。 

 綜 合 前 述 ， 我 們 可 以 得 到 下 面 的 定

理： 

設 ࢏࢘  ൌ ା૚࢏ࢗା૚࢏࢘ ൅  	,	ା૛࢏࢘

૙ ൏ ࢏࢘ ൏ ࢏			,	૚ି࢏࢘ ൌ ૙, ૚, ૛, … , ࢔ െ ૚. 

,࢏࢘ ࢏ࢗ ∈ Ժ, ࢔࢘ ് ૙, ା૚࢔࢘		 ൌ ૙,  

其中ࢇ ൌ ࢘૙, ࢈ ൌ ࢘૚ 

令 ૛ି࢏࢞  ൌ ࢏࢞ െ ,૚ି࢏૚࢞ି࢏ࢗ ࢏ ൌ ૛,… , ，	࢔   

且令࢞࢔ ൌ ૙, ૚ି࢔࢞ ൌ ૚，則  

 ࢔࢘ (1) 就是ࢇ, 。的最大公因數࢈  

(2) ሺ࢞૚, ࢞૙ሻ 為不定方程式 ࢞ࢇ  ൅ ࢟࢈ ൌ ࢔࢘

的一個整數解。  

(3) ቐ
࢞ ൌ ࢞૚ ൅

࢈

࢔࢘
࢚

࢟ ൌ ࢞૙ െ
ࢇ

࢔࢘
࢚
		 , ࢚ ∈ Ժ 為࢞ࢇ ൅ ࢟࢈ ൌ   ࢔࢘

的一般解。  

 

圖 15、後推法ݔ௜行，由下方向上推導至一半的過程  
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伍、多重延伸的輾轉相除法  

前面討論的延伸輾轉相除法，是解二

元一次不定方程式的方法。其實，我們也

可以延伸輾轉相除法直式算則，成為多重

的輾轉相除法，並用它來解多元一次不定

方程式。它基本上是使用下面這個遞迴定

理的：  

 設 ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ ݀ ， 其 中

ܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡為 整 數 ，  ݀ ൌ ሺܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡ሻ  為

ܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡ 的 最 大 公 因 數 ， 則   

ሺܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡ሻ ൌ ሺሺܿଵ, ܿଶሻ, ܿଷ ⋯ , ܿ௡ሻ。  

它其實就是用直式算則將不定方程前

兩個係數的最大公因數求出後，再將第 3

係數與此數用直式求出新的最大公因數，

這個過程一直推演下去就可以了。圖 16 展

示 的 就 是 三 元 不 定 方 程 ݔ57 ൅ ݕ36 ൅ ݖ20 ൌ

3的 多 重 延 伸 輾 轉 相 除 法 直 式 算 則 的 一 個

實例。  

圖中第一個輾轉相除與二元的輾轉相

除完全相同。第二個輾轉相除的延伸行的

第一項是 ሺ0,0,1ሻ，第二列是 ሺെ5,8,0ሻ，這是

配合前面運算及元數是 3 的預設值。圖 17

展 示 的 是 以 ܽ, ܾ, ܿ為 多 項 式 重 作 多 重 延 伸

的 輾 轉 相 除 法 的 實 例 ， 因 ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ

ሺ57,36,20ሻ，由多項式的係數可以清楚看出，

第一輾轉相除式中，ሺെ5,8ሻ為57ݔ ൅ ݕ36 ൌ 3 

的解，ሺ12,െ19ሻ 為 57ݔ ൅ ݕ36 ൌ 0 的解；

第 二 輾 轉 相 除 式 中 ， 倒 數 第 二 列 的

ሺെ35,56, െ1ሻ就 是 ݔ57 ൅ ݕ36 ൅ ݖ20 ൌ 3的 一

個 解 ， 而  ሺ100,െ160,3ሻ就 是 ݔ57 ൅ ݕ36 ൅

ݖ20 ൌ 0	的解。 

我們以四元一次不定方程為例，描述

多重的延伸輾轉相除法可得到的定理。 

 
圖 16、三元不定方程式的多重直式算則實例  
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設࢞ࢇ ൅ ࢟࢈ ൅ ࢠࢉ ൅ ࢝ࢊ ൌ ,ࢇ為ࢋ，ࢋ ,࢈ ,ࢉ 的最ࢊ

大公因數，  

若࢞ࢇ૜૚ ൅ ૜૚࢟࢈ ൅ ૜૚ࢠࢉ ൅ ૜૚࢝ࢊ ൌ ，ࢋ  

૜૙࢞ࢇ ൅ ૜૙࢟࢈ ൅ ૜૙ࢠࢉ ൅ ૜૙࢝ࢊ ൌ ૙，  

૛૙࢞ࢇ ൅ ૛૙࢟࢈ ൅ ૛૙ࢠࢉ ൌ ૙，  

૚૙࢞ࢇ ൅ ૚૙࢟࢈ ൌ ૙ ，則  

൞

࢞ ൌ ࢞૜૚ ൅ ࢞૜૙࢙ ൅ ࢞૛૙࢚ ൅ ࢞૚૙࢛
࢟ ൌ ࢟૜૚ ൅ ࢟૜૙࢙ ൅ ࢟૛૙࢚ ൅ ࢟૚૙࢛
ࢠ ൌ ૜૚ࢠ 	൅	ࢠ૜૙࢙ ൅ 														૛૙࢚ࢠ
࢝ ൌ ࢝૜૚ ൅ ࢝૜૙࢙																											

				࢙, ࢚, ࢛ ∈ Ժ 

為࢞ࢇ ൅ ࢟࢈ ൅ ࢠࢉ ൅ ࢝ࢊ ൌ 。的一般解ࢋ  

一 般 來 說 ， 整 係 數݊元 一 次 不 定 方 程

式 的 多 重 延 伸 輾 轉 相 除 法 有 ݊ െ 1重 輾 轉

相除算式。寫出一般解時，最後一重算式

中取其延伸行的特殊解列及一般解列，其

他重算式中，只取延伸行的一般解列。對

於 定 理 證 明 可 參 看 Rosser (1941) 、

Blankinship(1963)或 Bond (1967)，他們雖

未使用多重延伸的直式算則，但對整係數

݊元 一 次 不 定 方 程 式 的 一 般 解 有 類 似 的 定

理描述及證明。圖 19 展示的是57ݔ ൅ ݕ36 ൅

ݖ20 ൌ 1的「一般解」及「解矩陣」按鈕呈

現的內容。解矩陣就是解的係數構成的矩

陣，它的行向量，就是多重延伸輾轉相除

法直式算則延伸行中的向量。注意：數學

算板「多重」延伸輾轉相除法程式的「一

般解」按鈕，是展示更一般化的方程式解，

它 展 示 的 是 ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ ݎ݀  的

一般解，其中  ݀ ൌ ሺܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡ሻ， ݎ為任意

整數，因此特殊解項上有參數ݎ。  

此外，數學算板的多重展轉相除法直

式 算 則 ， 可 以 輸 入 任 意 ݊個 整 數 係 數

ܿଵ, ܿଶ,⋯ , ܿ௡，作多重的輾轉相除。  

 

圖 18、與圖 17 相對應多項式多重延伸的輾轉相除實例  
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陸、歐拉廣泛應用的線性不定方程

式解法  

模數除法的變數代換（以三元為例） 

設ܽݔ ൅ ݕܾ ൅ ݖܿ ൌ ݀,			ܽ, ܾ, ܿ, ݀ ∈ Ժ		 

ܾܽܿ ് 0   令ܾ ൌ ܾܽ௤ ൅ ܾ௥,			ܿ ൌ ܽܿ௤ ൅ ܿ௥ , 

其中 0 ൑ ܾ௥ ൏ ܽ, 0 ൑ ܿ௥ ൏ ܽ  

則ܽݔ ൅ ݕܾ ൅  ݖܿ

ൌ ܽ൫ݔ ൅ ܾ௤ݕ ൅ ܿ௤ݖ൯ ൅ ܾ௥ݕ ൅ ܿ௥ݖ ൌ ݀ 

令 ݐ ൌ ݔ ൅ ܾ௤ݕ ൅ ܿ௤ݖ 則 ܽݐ ൅ ܾ௥ݕ ൅ ܿ௥ݖ ൌ ݀ 

這 樣 ， 由 ݔܽ  ൅ ݕܾ ൅ ݖܿ ൌ ݀  推 得 ݐ ൌ ݔ ൅

ܾ௤ݕ ൅ ܿ௤ݖ 及ܽݐ ൅ ܾ௥ݕ ൅ ܿ௥ݖ ൌ ݀ 的過程，我

們 稱 之 為 模 數 除 法 的 變 數 代 換 。 [注 意 ]式

子中的係數 	ܾ௤, ܿ௤ 及 ܾ௥, ܿ௥分別是ܾ. ܿ 分別

除以ܽ 得到的商及餘數。其實這種代換可

對任一係數做類似的處理。 

 

歐拉的線性不定方程式解法 

歐拉（Euler）曾廣泛運用下述線性不

定 方 程 式 的 整 數 一 般 解 的 解 法 ( 可 參 看

Olds,1963)。  

設21ݔ ൅ ݕ31 ൌ 1，  

則 ݔ  ൌ
ଵିଷଵ௬

ଶଵ
ൌ െݕ ൅

ଵିଵ଴௬

ଶଵ
，令 t ൌ

ଵିଵ଴୷

ଶଵ
 ，  

則 ݐ21   ൅ ݕ10 ൌ 1 且 ݔ  ൅ ݕ ൌ   ݐ

因 ݕ  ൌ
ଵିଶଵ௧

ଵ଴
ൌ െ2ݐ ൅

ଵି௧

ଵ଴
，  令ݑ ൌ

ଵି௧

ଵ଴
，  

則 ݐ  ൅ ݑ10 ൌ 1  且 ݐ2  ൅ ݕ ൌ    ݑ

消去ݐ，解下列任一聯立方程式  

(A)  ቐ
ݔ21 ൅ ݕ31 ൌ 1⋯⋯ሺ1ሻ
ݐ21 ൅ ݕ10 ൌ 1⋯⋯ሺ2ሻ
ݐ					 ൅ ݑ10 ൌ 1⋯⋯ሺ3ሻ

    

(B)  ቐ
			ݔ ൅ ݕ				 ൌ ሺ1ሻ⋯⋯	ݐ
		ݐ2 ൅ ݕ				 ൌ ሺ2ሻ⋯⋯ݑ
		ݐ		 ൅ ݑ10 ൌ 1⋯⋯ሺ3ሻ

   

 

均可得  

ݕ ൌ െ2 ൅ ݔ						,				ݑ21 ൌ 3 െ ，因此   ݑ31  

൜
ݔ ൌ 		3 െ 	ݑ31
ݕ ൌ െ2 ൅ ݑ			ݑ21 ∈Ժ 為21ݔ ൅ ݕ31 ൌ 1 

的整數一般解。  

上述解法是設定新未知數，並建立新聯立

方程式 (A)(B)解之而得。  

其實前述解法前段四列分數相關敘述

可以用下列形式呈現：  

ݔ21 ൅ ݕ31 ൌ 1 ൌ൐ 21ሺݔ ൅ ሻݕ ൅ ݕ10 ൌ 1 

令ݐ ൌ ݔ ൅ ݐ則21  ݕ ൅ ݕ10 ൌ 1\ 

又 ݐ21  ൅ ݕ10 ൌ 1	 ൌ൐ ݐ	 ൅ 10ሺݕ ൅ ሻݐ2 ൌ 1 

令ݑ ൌ ݕ ൅ 則 ݐ2 ݐ   ൅ ݑ10 ൌ 1 

也就是說，前面歐拉解法中的  (A)(B)兩聯

立方程式，可由兩次「模數除法的變數代

換」獲得。  

 

柒、矩陣的列運算與延伸的多元輾

轉相除法直式算則  

矩陣的列運算 

矩陣的列運算有三類：都可以用基本

矩陣來表示,矩陣列運算的結果，可表示為

基 本 矩 陣 與 矩 陣 的 乘 積 ， 設ܣ為 將 作 列 運

算的矩陣 

 

圖 19、用多重延伸的輾轉相除法直式算則按鈕得到的不定方程式一般解  
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(一 ) 令 ௜ܶ,௝為將單位矩陣的第 i 列與第 j 列

交換的矩陣。 ௜ܶ,௝ܣ  的結果就是將ܣ的

第 i 列與第 j 列交換的矩陣。  

(二 ) 令ܮ௜௝ሺ݉ሻ  為將單位矩陣的第 j 列第 i

行的 0 改為݉的矩陣。ܮ௜௝ሺ݉ሻܣ就是將

的第ܣ i 列乘以݉加到第 j 列的矩陣。  

(三 ) 令ܦ௜ሺ݉ሻ 為將單位矩陣的第 i 列第 i

行的 1 改為݉的矩陣。 就是將ܣ௜ሺ݉ሻܦ	

的第ܣ i 列乘以݉ 的矩陣。  

基 本 矩 陣 有 下 列 性 質 ：det	ሺ ௜ܶ,௝ሻ ൌ െ1,

௜ܶ,௝
ିଵ ൌ ௜ܶ,௝		,			det	ሺܮ௜௝ሺ݉ሻሻ ൌ 1。  

 

整係數線性 n 元不定方程式的整數

一般解 

設 ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ …൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ ݀為線性 n 元

不定方程式，其中ܣ௜表示係數參數，ݔ௜表示

未知變數，對於任意已知整數係數 ܿ௜，設

݀為 ܿ௜的 最 大 公 因 數 ,我 們 可 用 下 列 矩 陣 式

及其對應的增廣矩陣表示其關係 

൞

ଵܣ ൌ ܿଵ
ଶܣ ൌ ܿଶ

⋮
௡ܣ ൌ ܿ௡

			⟺			 ൦

	1		0			0 ∙∙∙ 0
	0		1			0 ∙∙∙ 0
					⋮					

0		0			0 ∙∙∙ 1

൪

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵܣ
ଶܣ	
.
.
ے௡ܣ	

ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

ൌ ൦

ܿଵ
ܿଶ
⋮
ܿ௡

൪ 				⟺				 ൦

	1		0			0 ∙∙∙ 0	|	ܿଵ
	0		1			0 ∙∙∙ 0	|	ܿଶ
										⋮ 								 | 	 ⋮
	0		0			0 ∙∙∙ 1	|	ܿ௡

൪	 

若透過矩陣第 1 及第 3 類的列運算，我們

可將上述增廣矩陣變換為下列形式  

൦

ଵଷߙ			ଵଶߙ		ଵଵߙ	 ∙∙∙ ݀	|	ଵ௡ߙ
ଶଷߙ			ଶଶߙ		ଶଵߙ	 ∙∙∙ 0	|	ଶ௡ߙ
																						⋮ 															 | ⋮	
௡ଷߙ			௡ଶߙ		௡ଵߙ	 ∙∙∙ 0	|	௡௡ߙ

൪  ⟺  

൦

ଵଷߙ			ଵଶߙ		ଵଵߙ	 ∙∙∙ ଵ௡ߙ
ଶଷߙ			ଶଶߙ		ଶଵߙ	 ∙∙∙ ଶ௡ߙ
																						⋮													
௡ଷߙ			௡ଶߙ		௡ଵߙ	 ∙∙∙ ௡௡ߙ

൪

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵܣ
ଶܣ	
.
.
ے௡ܣ	

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ ൦

݀
0
⋮
0

൪ 

則 ሾ	ߙଵଵ		ߙଵଶ			ߙଵଷ ∙∙∙ 為	ଵ௡ሿߙ 	ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ ൅⋯൅

ܿ௡ݔ௡ ൌ ݀  的 一 個 解 ， 而  ሾߙ௜ଵ		ߙ௜ଶ			ߙ௜ଷ ∙∙∙

,௜௡ሿߙ ݅ ൌ 2,3⋯ , ݊  為 ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ ൅ ⋯൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ

0 的解,亦即 

ܿଵߙଵଵ ൅ ܿଶߙଵଶ ൅∙∙∙ ൅ܿ௡ߙଵ௡ ൌ ݀  

及 ܿଵߙ௜ଵ ൅ ܿଶߙ௜ଶ ൅∙∙∙ ൅ܿ௡ߙ௜௡ ൌ 0		, ݅ ൌ 2,3,∙∙∙, ݊ 

亦即   ∑ ௝ܿߙଵ௝
௝ୀ௡
௝ୀଵ ൌ ݀  

及∑ ௝ܿߙ௜௝
௝ୀ௡
௝ୀଵ ൌ 0, ݅ ൌ 2,3,∙∙∙, ݊           [1]    

由此我們可得到「整係數線性 n 元不定方

程 式 的 整 數 一 般 解 」 定 理 （ 參 看 Rosser 

(1941)）: 

若  ൦

	૚		૙			૙ ∙∙∙ ૙	|	ࢉ૚
	૙		૚			૙ ∙∙∙ ૙	|	ࢉ૛
										⋮ 									 | 	 ⋮
	૙		૙			૙ ∙∙∙ ૚	|	࢔ࢉ

൪可透過第 1、3 類的列

運算化為൦

૚૜ࢻ			૚૛ࢻ		૚૚ࢻ	 ∙∙∙ ࢊ	|	࢔૚ࢻ
૛૜ࢻ			૛૛ࢻ		૛૚ࢻ	 ∙∙∙ ૙	|	࢔૛ࢻ
																						⋮ 																 | ⋮	
૜࢔ࢻ			૛࢔ࢻ		૚࢔ࢻ	 ∙∙∙ ૙	|	࢔࢔ࢻ

൪，   

其中ࢊ, ,࢏ࢉ ࢐࢏ࢻ ∈ Ժ, ,࢏ ࢐ ൌ ૚, ૛,∙∙∙,   ࢔

則 ૚࢞૚ࢉ  ൅ ૛࢞૛ࢉ …൅ ࢔࢞࢔ࢉ ൌ ,࢘ࢊ ࢘ ∈ Ժ 的一般

解為  

൞

࢞૚ ൌ ૚૚࢘ࢻ ൅ ૛૚࢚૛ࢻ ൅ ૜૚࢚૜ࢻ ൅∙∙∙ ൅࢔ࢻ૚࢚࢔
࢞૛ ൌ ૚૛࢘ࢻ ൅ ૛૛࢚૛ࢻ ൅ ૜૛࢚૜ࢻ ൅∙∙∙ ൅࢔ࢻ૛࢚࢔

⋮
࢔࢞ ൌ ࢘࢔૚ࢻ ൅ ૛࢚࢔૛ࢻ ൅ ૜࢚࢔૜ࢻ ൅∙∙∙ ൅࢔࢚࢔࢔ࢻ

			 

࢏࢚ ∈ Ժ, ࢏ ൌ ૛, ૜,⋯ ,  [2]                ࢔

 

[證明] 由前述[1]之導引，我們由已知可推

得 ∑ ௝ܿߙଵ௝
௝ୀ௡
௝ୀଵ ൌ ݀ 及 

   ∑ ௝ܿߙ௜௝
௝ୀ௡
௝ୀଵ ൌ 0, ݅ ൌ 2,3,∙∙∙, ݊ 

(1)設 ሾݔଵ, ⋯,ଶݔ ,  ，௡ሿ 具有[2] 的形式ݔ

令ݎ ൌ  ଵ，則ݐ

ܵ ൌ ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ …൅ ܿ௡ݔ௡ 

ൌ ܿଵ ∑ ௜ݐ௜ଵߙ
௜ୀ௡
௜ୀଵ ൅ ܿଶ ∑ ௜ݐ௜ଶߙ

௜ୀ௡
௜ୀଵ ൅ ⋯൅

									ܿ௡ ∑ ௜ݐ௜௡ߙ
௜ୀ௡
௜ୀଵ   

對 ݐ௜	, ݅ ൌ 1,2,⋯ , ݊ 做合併， 
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則 ܵ ൌ ൫∑ ௝ܿߙଵ௝
௝ୀ௡
௝ୀଵ ൯ݐଵ ൅ ൫∑ ௝ܿߙଶ௝

௝ୀ௡
௝ୀଵ ൯ݐଶ ൅ ⋯ 

൅൫∑ ௝ܿߙ௡௝
௝ୀ௡
௝ୀଵ ൯ݐ௡  

亦即 ܵ ൌ ଵݐ݀ ൅ 0 ∙ ଶݐ ൅ ⋯൅ 0 ∙ ௡ݐ ൌ  ，ݎ݀

故知 ሾݔଵ, ⋯,ଶݔ ,   ௡ሿݔ

為 ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ …൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ  的解 ݎ݀

反之， 

(2)若 ሾݔଵ, ⋯,ଶݔ ,  ௡ሿݔ

為ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ …൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ  ，的解ݎ݀

令 

൞

ଵݔ ൌ ଵܣଵଵߙ ൅ ଶܣଶଵߙ ൅ ଷܣଷଵߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡ଵܣ௡
ଶݔ ൌ ଵܣଵଶߙ ൅ ଶܣଶଶߙ ൅ ଷܣଷଶߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡ଶܣ௡

⋮
௡ݔ ൌ ଵܣଵ௡ߙ ൅ ଶܣଶ௡ߙ ൅ ଷܣଷ௡ߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡௡ܣ௡

			 

௜ܣ				 ∈ Ժ, ݅ ൌ 2,3,⋯ , ݊ 

設 ܧ ൌ ൦

ଵଷߙ			ଵଶߙ		ଵଵߙ	 ∙∙∙ ଵ௡ߙ
ଶଷߙ			ଶଶߙ		ଶଵߙ	 ∙∙∙ ଶ௡ߙ
																						⋮													
ଷ	௡ߙ			௡ଶߙ		௡ଵߙ	 ∙∙∙ ௡௡ߙ

൪，由於 E 是單

位矩陣透過 1、3 類列運算而得的結果，故

detሺܧ௧ሻ ൌ detሺܧሻ ൌ േ1，亦即前述 ܣ௜的聯立

方程式恰有一組整數解。 

故 存 在ܣ௜ ∈ Ժ, ݅ ൌ 2,3,∙∙∙, ݊ 使 前 述 聯 立 方 程

式成立。  

但 ሾݔଵ, ⋯,ଶݔ ,  ௡ሿ為ݔ

ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ …൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ  的解，故	ݎ݀

ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ …൅ ܿ௡ݔ௡ 

 ൌ ܿଵ ∑ ௜ܣ௜ଵߙ
௜ୀ௡
௜ୀଵ ൅ ܿଶ ∑ ௜ܣ௜ଶߙ

௜ୀ௡
௜ୀଵ ൅ ⋯൅

		ܿ௡ ∑ ௜ܣ௜௡ߙ
௜ୀ௡
௜ୀଵ ൌ  ݎ݀

分別對 ܣ௜	, ݅ ൌ 1,2,⋯ , ݊ 做合併， 

則൫∑ ௝ܿߙଵ௝
௝ୀ௡
௝ୀଵ ൯ܣଵ ൅ ൫∑ ௝ܿߙଶ௝

௝ୀ௡
௝ୀଵ ൯ܣଶ ൅⋯൅

൫∑ ௝ܿߙ௡௝
௝ୀ௡
௝ୀଵ ൯ܣ௡ ൌ  ݎ݀

亦即 ݀ܣଵ ൅ 0 ∙ ଶܣ ൅⋯൅ 0 ∙ ௡ܣ ൌ  ，ݎ݀

故 ܣଵ ൌ 取。ݎ t୧ ൌ A୧	, ݅ ൌ 2,3,⋯ , ݊ 亦即 

對任意ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ …൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ  的解ݎ݀

ሾݔଵ, ⋯,ଶݔ , ௜ݐ௡ሿ，存在ݔ ∈ Ժ, ݅ ൌ 2,3,⋯ , ݊  

使得 

൞

ଵݔ ൌ ݎଵଵߙ ൅ ଶݐଶଵߙ ൅ ଷݐଷଵߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡ଵݐ௡
ଶݔ ൌ ݎଵଶߙ ൅ ଶݐଶଶߙ ൅ ଷݐଷଶߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡ଶݐ௡

⋮
௡ݔ ൌ ݎଵ௡ߙ ൅ ଶݐଶ௡ߙ ൅ ଷݐଷ௡ߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡௡ݐ௡

 成立 

由(1)(2)知 

ܿଵݔଵ ൅ ܿଶݔଶ …൅ ܿ௡ݔ௡ ൌ ,ݎ݀ ݎ ∈ Ժ 的一般解為 

൞

ଵݔ ൌ ݎଵଵߙ ൅ ଶݐଶଵߙ ൅ ଷݐଷଵߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡ଵݐ௡
ଶݔ ൌ ݎଵଶߙ ൅ ଶݐଶଶߙ ൅ ଷݐଷଶߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡ଶݐ௡

⋮
௡ݔ ൌ ݎଵ௡ߙ ൅ ଶݐଶ௡ߙ ൅ ଷݐଷ௡ߙ ൅∙∙∙ ൅ߙ௡௡ݐ௡

		 

௜ݐ	 ∈ Ժ, ݅ ൌ 2,3,⋯ , ݊   

對二元的情況，我們在前推法中已有

說 明 。 有 關 整 係 數݊元 線 性 不 定 方 程 式 的

整數一般解的討論，都可透過前述單位增

廣矩陣的轉換來說明其原理。 

圖 20 展 示 的 就 是 列 出 不 定 方 程 式

ݔ2 െ ݕ3 ൅ ݖ7 ൌ 1依 前 述 定 理 作 出 的 增 廣 矩

陣，利用第 1、3 類矩陣列運算將其化為所

求型式的結果圖示（利用代數算板作的列

運算）。 

故 不 定 方 程 式2ݔ െ ݕ3 ൅ ݖ7 ൌ 1的 整 數

一般解為 

൝
ݔ ൌ 			ݐ																		
ݕ ൌ 2 ൅ ݏ7 െ ݐ4
ݖ ൌ 1 ൅ ݏ3 െ ݐ2

,ݏ							 ݐ ∈ Ժ          [3] 

不同的 1、3 類列運算，可能得到不同

形式的一般解，圖 21 展示的是另一種列運

算得到的增廣矩陣。 

由此我們可以得到不定方程式 

ݔ2 െ ݕ3 ൅ ݖ7 ൌ 1的整數一般解： 

൝
ݔ ൌ 	2 െ ݏ3 െ ݐ14
ݕ ൌ 	1 െ ݏ2 െ 		ݐ7	
ݖ ൌ 			ݐ																					

,ݏ							 ݐ ∈ Ժ          [4] 

前述關於一般解的定理保證了[3]及[4]

這兩組解的解集合是相同的，有興趣的讀

者可以驗證一下。 
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圖 ݔ2、20 െ ݕ3 ൅ ݖ7 ൌ 1增廣矩陣的第 1、3 類列運算  

 

 
圖 21、不同於圖 20 的 1、3 類列運算得到不同的增廣矩陣  

 

多元延伸的輾轉相除法算則 

多重的延伸輾轉相除直式算則在取得

特 殊 解 時 ， 有 時 數 值 會 很 大 （ Morito and 

Salkin 1979），圖 22 展示8913ݔ ൅ ݕ5677 ൅

ݖ4378 ൌ  。的多重輾轉相除法一般解ݎ

多重的輾轉相除法本質上仍然是兩數的相

除，商行只有一行，Lehmer（1919）利用「模

數除法的變數代換」的想法，提出模數「正」

餘數除法的前推法多元輾轉相除法直式算

則，於 1949 再提出後推法的直式算則。由

於 Lehmer 這兩種多元的輾轉相除，在後

續的處理中，無法在直式算則中直接獲得

解矩陣（其實數學算板對這兩種方法也有

建 立 程 式 及 後 續 解 法 ）。 Morito 及 Salkin

（1979）將 Lehmer（1949）後推法改為前

推法得到可直接獲得解矩陣的直式算則，

數學算板據此也製作了這種多元前推的一

般解直式算則程式。圖 23 展示的就是這個

程式的算則畫面，這是三元的實例，程式

可輸入任意元的係數。  
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圖 ݔ8913、22 ൅ ݕ5677 ൅ ݖ4378 ൌ 的一般解ݎ  

 

圖 23 中，將沒有空白的列編號為第 1

列，依序向上下編號。 

ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ,ଵݍ ଶ行計算的規則是：ܽ௜除以ݍ

ܾ௜商為ݍଵ௜餘數為ݎ௜，再將ݎ௜除以ܿ௜商為ݍଶ௜餘

數為݀௜，亦即 ܽ௜ ൌ ܾ௜ሺݍଵ௜ሻ ൅ ܿ௜ሺݍଶ௜ሻ ൅ ݀௜	，若

除數是 0，則取商為 0，餘數續用。 

,ݔ ,ݕ  ：行計算的規則是ݖ

൝
௜ݔ ൌ ଵ௜ݍ௜ିଶݔ௜ିଷെݔ െ ଶ௜ݍ௜ିଵݔ
௜ݕ ൌ ଵ௜ݍ௜ିଶݕ௜ିଷെݕ െ ଶ௜ݍ௜ିଵݕ
௜ݖ ൌ ଵ௜ݍ௜ିଶݖ௜ିଷെݖ െ ଶ௜ݍ௜ିଵݖ

		 , ݅ ൌ 1,2,⋯ , ݊。 

這個規則可以用矩陣來描述，令 

௜ܣ ൌ ൥
݀௜ିଶ	|		௜ିଶݖ			௜ିଶݕ			௜ିଶݔ
݀௜ିଵ	|		௜ିଵݖ			௜ିଵݕ			௜ିଵݔ
				݀௜		|					௜ݖ								௜ݕ								௜ݔ

൩， 		݅ ൌ 0,1,2,⋯ , ݊， 

故 	ܣ଴ ൌ ൥
	1		0		0	|8913	
0		1		0	|5677
0		0		1	|4378

൩ ，其實ܣ௜矩陣

就 是ݔ, ,ݕ ,ݖ ݀行 的 第 ݅	列 及 其 上 方 的 二 列 構

成的。令 ܧ௜ ൌ ൥
0							1							0
0							0							1
1			െݍଵ௜	െݍଶ௜

൩，݅ ൌ 1,2,⋯ , ݊，

由 於 ௜ିଵܣ ൌ ൥
݀௜ିଷ	|		௜ିଷݖ			௜ିଷݕ			௜ିଷݔ
݀௜ିଶ	|		௜ିଶݖ			௜ିଶݕ			௜ିଶݔ
	݀௜ିଵ	|		௜ିଵݖ			௜ିଵݕ			௜ିଵݔ	

൩ 故 知

௜ܣ ൌ  。௜ିଵܣ௜ܧ

的第	௜ܧ 1 列的作用，就是將ܣ௜ିଵ的第 2

列放到ܣ௜第 1 列，第 2 列的做用就是將ܣ௜ିଵ

的第 3 列放到ܣ௜的第 2 列，第 3 列的作用

就是將ܣ௜ିଵ的第 1 列加上第二列乘以െݍଵ௜，

再加上第 3 列乘以െݍଶ௜，並將結果放在ܣ௜

的第 3 列。由於 ௜為第ܧ	 1、3 類列運算組合

的矩陣，ܣ଴ → ଵସ的增廣矩陣推演，其實符ܣ

合前面討論的「整係數線性 n 元不定方程

式的整數一般解」定理的條件，因此，我 

 
圖 23、多元延伸輾轉相除直式算則，  
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們 可 以 求 出 ݔ8913 ൅ ݕ5677 ൅ ݖ4378 ൌ ,ݎ ݎ ∈

Ժ 的 一 般 解 。 最 後 一 個 矩 陣 	Aଵସ ൌ

൥		
െ19					36			 െ 8	|	1
െ57					17						94	|	0
	61			 െ 95			 െ 1|	0

൩， 也 就 是 說 ,ݔ  ,ݕ 行ݖ 的

最後三列，就是圖 24 展示的解矩陣(Aଵସ中

不含增廣行的矩陣)。與圖 22 比較，多元

輾轉相除算則得到的數值小了很多。圖 24

展示的是程式的「一般解」按鈕呈現的內

容。 

多元延伸的輾轉相除直式算則上，有

可以展示每一列的「增廣矩陣推演」過程

的按鈕，圖 25 展示的就是說明每一列相關

資料的程式畫面中第 14 列的資料：第 14

增廣矩陣與獲得該矩陣的第 14 列運算矩

陣及第 13 增廣矩陣。「計算進退」可改變

展示不同的列資料，按左鍵前進，按右鍵

後退。 

圖 25（1）中，計算的規則是：ܽ௜	除以

ܾ௜	商 為ݍଵ௜	餘 數 為 ，௜ݎ 再 將ݎ௜	除 以 ܿ௜	商 為ݍଶ௜

餘數為݀௜，得 ܽ௜ ൌ ܾ௜ሺݍଵ௜ሻ ൅ ܿ௜ሺݍଶ௜ሻ ൅ ݀௜，若

除數是 0，則取商為 0，餘數續用。目前 ݅ ൌ

14,	ܽ௜ ൌ 2, ܾ௜ ൌ 1, ܿ௜ ൌ 0，計算的規則是：2除

以 1 商為2餘數為 0，再將餘數 0 除以 0，

取商 0 餘數 0，亦即 2 ൌ 1ሺ૛ሻ ൅ 0ሺ૙ሻ ൅ 0, 

其中 ૛, ૙ 分別是兩商列上的數。 

圖 25(2)中，第一列展示的是計算該列

,ݔ ,ݕ 及增廣行值的矩陣算式，得到的結果ݖ

其實只是Aଵସ的第三列。 

圖 25(2)中，第二列中， 

Eଵସ ൌ ൥
0					1						0
0						0						1
1		 െ 2				0

൩， 

Aଵଷ ൌ ൦	
	
23				 െ 23			 െ 17｜2

─19							36				 െ 8	｜1
		

െ57						17										94｜0	

൪， 

Aଵସ ൌ ൥		
െ19					36			 െ 8	|	1
െ57					17						94	|	0
	61			 െ 95			 െ 1|	0

൩  

故EଵସAଵଷ ൌ Aଵସ。 

在直式算則的推演中，ܧଵସ第 1 列的作

用，就是將ܣଵଷ的第 2 列放到ܣଵସ第 1 列，

ଵସ第ܧ 2 列的做用就是將ܣଵଷ的第 3 列放到

ଵସ的第ܣ 2 列，ܧଵସ第 3 列的作用就是將ܣଵଷ

的第 1 列加上ܣଵଷ第二列乘以െݍଵ௜，再加上

ଵଷ第ܣ 3 列乘以െݍଶ௜，其中 ݅ ൌ 14，並將結果

放在ܣଵସ的第 3 列。 

 
圖 24、多元延伸輾轉相除程式「一般解」按鈕呈現的畫面  



延伸的輾轉相除法直式算則在數學算板中的實踐 

- 51 - 

 
圖 25、第 14 列運算相關的資料   

 

捌、結語  

本 文 從 兩 個 問 題 出 發 ， 探 求 討 輾 轉

相除法及其幾何意義，可以看出 

輾轉相除法不只是一個求最大公因數

的方法，它在解整係數線性不定方程式有

一個重要的角色，其延伸的直式算則可以

依序求出線性不定方程式的特解及一般解，

對於二元的線性不定方程式，我們介紹了

前推及後推兩方法的延伸直式算則及可以

協助教學展示及原理說明的數學算板程式。

對於多元的整係數線性不定方程式，我們

也討論了本質上仍是兩數輾轉相除的多重

的輾轉相除法及多個數同時參與的多元輾

轉相除法直式算則，對於其相關的原理內

容也有一些簡單的陳述與說明，希望本文

及這些程式能對教師的教學及學生的學習

有所幫助。 
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