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串珠初探：從正立方體到截半立方體 

李政憲 1* 王儷娟 2 
1新北市立林口國民中學  

2臺南市仁德文賢國民中學  

壹、前言  

筆者於 2011 年初探串珠，並帶學生實

作，從中體會多面體中的數學與路徑問題，

學生的反應頗佳；特撰此文將其中的想法

與各位讀者分享，希望能讓有興趣的朋友

一起加入實作，進一步讓更多學生受惠。  

 

貳、緣起  

2011 年經由中研院李國偉教授推薦，

參與了台大化學系金必耀教授「串珠分子

模型的美妙世界」展覽，後來也實際探訪

台大化學系探訪相關模型（如圖 1、圖 2），

並經由實作後覺得這是個可以實際帶入課

堂，探討尤拉的多面體公式，以及串珠路

徑長的好問題，遂製作了授課簡報，並帶

其他老師與學生進行實作，也讓家長一起

參與課程（如圖 3、圖 4）。  

 

   
圖 1                                圖 2 

   
圖 3                               圖 4 

*為本文通訊作者  
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參、珠子位於正立方體的「頂點」  

一開始從較簡單的正立方體串珠開始

談起，並且探討串珠路徑長度的關聯性；

由於一般的串珠多為球型，若將串珠視作

正立方體的每個頂點，則共需準備八顆串

珠進行串聯：首先將其中四個串珠以適當

的線材【註一】連接成圈並重疊一個連接

邊將線材外穿（如圖 5），此時下方兩顆串

珠將各穿過線材兩次；接著補上兩顆串珠，

並於下方兩側分別穿入原線頭的兩端再次

交叉（如圖 6），同樣地下方兩顆串珠各穿

過線材兩次。  

接著將最後兩顆串珠從下方再將線材

交叉穿過，使得最後兩顆串珠各穿過線材

兩次（如圖 7），最後繞回上方兩顆串珠（一

左一右）後，於兩顆串珠中作收尾的動作，

至此所有的串珠都被線材繞過兩次（如圖

8，可打結加強結構的穩定性）。  

   
圖 5                                圖 6 

   
圖 7                             圖 8 
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至此正立方體結構已大致完成，從左

右兩側可看到線材繞成正方形形狀（如圖

9），然而若從上方往下微施力道，會發現

線材會如圖 10 改變角度繞成菱形結構。  

接著想討論兩個問題：一是線材總長

度大約用掉多少？二是為何施力後其側面

的正立方體結構會隨著改變？  

如圖 11，如果串珠的直徑為 a，可知

തതതതܧܣ ൌ തതതതܨܤ ൌ തതതതܩܥ ൌ തതതതܪܦ ൌ 2 ，ܽ每顆串珠都被線

材穿過兩次則線材需要 8a×2=16a，又這一

種串珠方式，恰好沿著此正方體的前後繞

了正方形 ABCD 及正方形 EFGH，線材需

要 4a×2=8a，因此線材的總長度至少需大

於 24a。【註二】  

至於施力後側面的正方形結構會改變

的原因，主要是正方形（或四邊形）本身

是個不穩定的結構，加上左右兩側對稱，

所以若我們從上方施力，此正方形將變形

為菱形或是其他的四邊形。然而是否有其

他的串珠方式，可以呈現出比較穩定的結

構呢？  

 

   
圖 9                                圖 10 

圖 11 



串珠初探：從正立方體到截半立方體 

 

- 55 - 

肆、珠子位於正立方體的「邊」  

如果從正立方體的八個頂點串法改為

其十二個邊進行串接，結果又會如何?首先

以十二顆串珠中的四顆交叉成環，將線材

穿過下方的珠子兩次（如圖 12），接著如

圖 13 再加三顆串珠交叉成環，同樣將線材

穿過中央的珠子兩次（如圖 13）；仿照上

面動作，加三顆串珠交叉成環，同樣穿過

中央的串珠兩次如圖 14；再將最後兩顆串

珠一左一右穿過線材如圖 15；  

   

圖 12                                  圖 13 

   

圖 14                                圖 15 
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將線材從左側與右側各三顆串珠由上

往下穿過（如圖 16），從內側穿過最底下

左右兩顆串珠後，回到正上方的串珠交叉

穿插（如圖 17）；最後將兩側的線材一拉，

神奇的事情發生了（如圖 18）！十二顆串

珠輕易成型，而且結構穩定，主要是因為

連接串珠洞口的線材從不穩定的正方形變

為三角形的穩定結構了（如圖 19）【註三】！  

 

   
圖 16                                  圖 17 

   
圖 18                                圖 19 
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此十二顆珠子的作品所需要的線材是

否比上一個作品多呢? 

由圖 20 可見穿線所走的路徑形成一

個截角立方體，又圖 21 表示此截角立方體

的一個八邊形的面，若串珠的直徑為 a，則

തതതതܥܤ ൌ തതതതܧܦ ൌ തതതതܩܨ ൌ തതതതܣܪ ൌ ܽ ， 因 為 四 邊 形

A B O 2 O 1 是等腰梯形， ܣ ଵܱതതതതത ൌ ଶതതതതതܱܤ ൌ
௔

ଶ
，  

ଵܱܱଶതതതതതതത ൌ ܽ，可得 ଵܱܫതതതതത ൌ ܱଶܬതതതതത ൌ √ଶ

ସ
ܽ，所以ܤܣതതതത ൌ

ܽ െ √ଶ

ସ
ܽ ൈ 2 ൌ ቀ1 െ √ଶ

ଶ
ቁ ܽ ， തതതതܦܥ ൌ തതതതܨܧ ൌ തതതതܪܩ ൌ

ቀ1 െ √ଶ

ଶ
ቁ ܽ，每顆串珠都被線材穿過兩次則  

線材需要 12a×2=24a，再 8 處截角皆形成

三角形，需要線材ቀ1 െ √ଶ

ଶ
ቁ ܽ ൈ 3 ൈ 8 ൌ ൫24 െ

12√2൯ܽ ൎ 7ܽ則此作品至少需 31a 的線材長

度，由此可知，較前一個作品增加了串珠

數，相對地線材長度也跟著增加了。【註四】 

   

圖 20                                  圖 21 

 

伍、正立方體與截半立方體關係之

探討  

讓我們試著從正方體的結構探討這兩

個作品的差異性吧！  

圖 22 表示將珠子當作正立方體的八

個頂點進行串接時，珠子的中心形成一個

藍色正立方體結構，而圖 23 中紅色線表示

線材路徑，由於串接時線材路徑的每個面

都是矩形，所以完成的作品將因四邊形結

構而不穩定；而圖 24 表示將珠子當作正立

方體的十二個邊進行串接，珠子的中心形

成一個藍色多面體結構，線材以圖 25 的紅

線路徑進行串接，由於連接洞口的線材具

有三角形的穩定結構，所以這個作品的結

構性比較強，也不易變形。事實上，以這

十二顆珠子的中心點為頂點的多面體我們

稱為「截半立方體」，原因是這個多面體可

以視為從一個正立方體的各邊中點，截下

八個三角錐而得 (如圖 26)；因此，可以發

現將珠子當作正立方體的十二個邊進行串

接方法，與將珠子當作截半立方體的頂點

串接的方法相同。  
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圖 22                             圖 23 

 

 
              圖 24                     圖 25                  圖 26 

 

 

然而當初筆者學完這個截半立方體的

串珠後，金必耀教授又拿了一顆珠子放入

原來截半立方體的內部，使得這顆串珠成

為原來截半立方體的內切球，重點是這顆

串珠的大小與原來十二顆串珠的大小居然

完全相同（如圖 27）！這不禁讓筆者覺得

十分有趣，也請各位讀者不妨先想一下為

什麼呢？  

如圖 28，若正方體的邊長為 1，則正

三角形 IJK 的邊長為
√ଶ

ଶ
；根據對稱性，可

求得外球半徑均為
√ଶ

ଶ
ൈ

ଵ

ଶ
ൌ √ଶ

ସ
。連接三對邊

中點形成的等腰三角形 A1G1J 邊長ܣଵܬതതതതത ൌ

√2，故內切球直徑ܪଵܫଵതതതതതത	=√2 െ
√ଶ

ସ
ൈ 2 ൌ √

ଶ

ଶ
，

即內切球半徑與外部球半徑均相同！  
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圖 27 

  
圖 28 

筆者嚐試在社群中分享此作品後，也

試著提出此問題，讓社群老師們集思廣益，

一起探索此結論。由中興國中李慧玲老師

提出的正方體斜截面為正六邊形，以此六

邊形的頂點為圓心，邊長的一半為半徑畫

圓，恰可畫出六個外接圓，且中心可擺放

一個與外面六個圓相同大小的等圓（圖

29），更是將立體轉為平面，也省去了計算

上的複雜性，直接以概念進行解題；也與

金必耀教授分享此多面體的另一種擺設方

式（3,6,3）的橫截面不謀而合（如圖 30，

圖 28 為 4,4,4 的擺設方式）！  

 

陸、結語  

本文探索較容易上手的兩種串珠方

法，先從 8 顆珠子完成的正立方體的結構

介紹起，接著再以 12 顆珠子完成截半立方  



科學教育月刊 第 439 期 中華民國 110 年 6 月 

- 60 - 

   

圖 29                             圖 30 

體的結構，並且比較兩者結構的差異性；

接著再以兩種不同方式探討截半立方體串

珠內的內切球半徑，恰好與截半立方體的

串珠大小完全相同；有興趣的讀者還可以

進一步探索正立方體與截半立方體的點、

線、面關係，以及相對應的體積關係，相

信這也是個有趣的課題；適合如今引導學

生多元學習並認識多面體的好教材。本文

承蒙台大化學系金必耀教授指導，「藝數摺

學」線上寫作群組麗山高中洪明譽老師建

議修正，特此致謝。  

 

備註  

【註一】一般而言，初學者建議使用質地

較硬的釣魚線，線的直徑要比串

珠的孔徑要小，約末可以穿過 2-

3 次的寬度為佳。  

【註二】這裏的長度只是約略計算（底下

截半立方體的串珠亦同），事實上

由於在製作時還要預留左右兩側

至少各 15 公分左右的長度方便

收尾或回穿，建議可以計算出來

的長度至少再加 30 公分為佳。

【註三】關於截半立方體的串法

並非唯一，這裏配合相片呈現較

容易理解的串珠方式，若要在串

珠時對此結構更了解的讀者們，

不妨可以參考由麗山高中洪明譽

老師所著的「動手玩數學」一書

（南一出版社），比較兩者串法的

差異性。  

【註四】若線材的長度允許，也可以考慮

將多餘的線材不打結，反穿回串

珠內至所有線材回穿完畢（盡量

穿過不重覆的串珠），使得每個串

珠平均穿過 2-3 次，即可完成外

觀沒有打結較為美觀的作品。  


