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連接正方形內部或邊界任意點 
的最短路徑之探討 

王政越  
國立彰化高級中學  

研究動機  

先前在網路上看到一款稱為「Surviv.io」的網頁遊戲，玩家需要在固定大小的場地中

蒐集物資，並與其他敵人對戰。在遊玩過程中，有時需要到兩個不同的地點（P、Q 兩點）

蒐集物資，而玩家又需要從現在的位置（點  A）移動到目的地（點  B）。因此，我就開始

思考，從點  A 移動到點  B 的途中，若必須經過  P 與  Q 兩點，那是先走  P 再走  Q，或

是先走  Q 再走  P，哪一種走法會比較快呢？  

 

摘要  

給定一正方形，其四個頂點設為 ሺ0, 0ሻ、ሺ1, 0ሻ、ሺ1, 1ሻ、ሺ0, 1ሻ，令 ܣ ൌ ሺ0, 0ሻ、ܤ ൌ ሺ1, 1ሻ，

今在此正方形內部或邊界任取相異兩點 ܲ、ܳ。某人想從點 ܣ 走到點 ܤ，同時需要經過 

ܲ 與 ܳ，若途中沒有障礙，可以直線行走，此時可以有兩種走法：先經過 ܲ 再經過 ܳ，

此時路徑長為 ܲܣതതതത ൅ ܲܳതതതത ൅ തതതതܳܣ തതതത，或是先經過 ܳ 再經過 ܲ，此時路徑長為ܤܳ ൅ ܳܲതതതത ൅ തതതത。我ܤܲ

們找尋一套判別方法，能快速判斷哪一種路徑為最短路徑。 

路徑 路徑 ܤܳܲܣ   ܤܲܳܣ 
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壹、預備工作：雙曲線的性質  

圖 1 為滿足 |ܲܨଵതതതതത െ |ଶതതതതതܨܲ ൌ 2ܽ ൏ ଶതതതതതത 的所有點 ܲ 所構成的圖形，根據定義，這是一條ܨଵܨ

雙曲線。設此雙曲線為 Γ，左半支為 ߁ଵ、右半支為 ߁ଶ，圖形 ߁ଵ、߁ଶ 分別符合下列方程

式： 

൜
ଵ߁	 ∶ ଶതതതതതܨܲ െ ଵതതതതതܨܲ ൌ 2ܽ
ଶ߁	 ∶ ଵതതതതതܨܲ െ ଶതതതതതܨܲ ൌ 2ܽ

 

 

圖 1 

若將 方 程 式 中的 等 號 改 為大 於 或 是 小於 ， 則 所 有滿 足 該 不 等式 的 點 將 會呈 下 表分布

（陰影區域）： 

Case 1：ܲܨଶതതതതത െ ଵതതതതതܨܲ ൐ 2ܽ Case 2：ܲܨଶതതതതത െ ଵതതതതതܨܲ ൏ 2ܽ 

 
Case 3：ܲܨଵതതതതത െ ଶതതതതതܨܲ ൐ 2ܽ Case 4：ܲܨଵതതതതത െ ଶതതതതതܨܲ ൏ 2ܽ 
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貳、討論  

 

設 ܲሺݔଵ, ,ݔଵሻ、ܳሺݕ ሻ，今固定點 ܲ，我們想知道點 ܳ在什麼範圍內，先走點 ܲ 會是ݕ

最短路徑，即 ܳܣതതതത ൅ ܳܲതതതത ൅ തതതതܤܲ ൐ തതതതܲܣ ൅ ܲܳതതതത ൅ തതതത，我們經由距離公式列出滿足上述條件的不等ܤܳ

式： 

ඥݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ඥሺݔଵ െ 1ሻଶ ൅ ሺݕଵ െ 1ሻଶ ൐ ඥݔଵଶ ൅ ଵଶݕ ൅ ඥሺݔ െ 1ሻଶ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ， 

再移項得： 

ඥݔଶ ൅ ଶݕ െ ඥሺݔ െ 1ሻଶ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ ൐ ඥݔଵଶ ൅ ଵଶݕ െ ඥሺݔଵ െ 1ሻଶ ൅ ሺݕଵ െ 1ሻଶ 。(＊) 

設 ܭଵ ൌ ඥݔଵଶ ൅ ଵଶݕ െ ඥሺݔଵ െ 1ሻଶ ൅ ሺݕଵ െ 1ሻଶ，由三角不等式： 

|ଵܭ| ൑ ඥሺ0 െ 1ሻଶ ൅ ሺ0 െ 1ሻଶ ൌ √2。 

依題意，點 ܲ ് ܲ、ܣ ് |ଵܭ| 所以等號不會成立，即，ܤ ൏ √2。另一方面，若 ܭଵ ൌ 0，

可知 ܲ 在 ܣሺ0, 0ሻ、ܤሺ1, 1ሻ 兩點連線 ܤܣതതതത 之中垂線 ܮ: ݔ ൅ ݕ ൌ 1 上；若 ܭଵ ൐ 0，點 ܲ 在

直線 ܮ 的右側；若 ܭଵ ൏ 0，點 ܲ 在直線 ܮ 的左側。 

 

又(＊)式可以改寫成為： 

ඥݔଶ ൅ ଶݕ െ ඥሺݔ െ 1ሻଶ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ ൐  。ଵܭ

此不等式的邊界即為雙曲線 |ܳܨଵതതതതത െ |ଶതതതതതܨܳ ൌ 2ܽ ൌ ，ଵ| 的其中一側，由此式可以得知ܭ|

這條雙曲線的焦點會在 ܨଵ ൌ ,ሺ0ܣ 0ሻ 與 ܨଶ ൌ ,ሺ1ܤ 1ሻ 上，設其左（下）半支為 ߁ଵ、右（上）

半支為 ߁ଶ。 

當 √2 ൐ ଵܭ ൐ 0 時，符合前一小節中 ܳܨଵതതതതത െ ଶതതതതതܨܳ ൐ 2ܽ ൌ ଵ 的形式，此時，點 ܳ 的範ܭ

圍會在 Case 3；而當 0 ൐ ଵܭ ൐ െ√2 時，符合 ܳܨଶതതതതത െ ଵതതതതതܨܳ ൏ 2ܽ ൌ െܭଵ 的形式，此時點 ܳ 的

範圍會在 Case 2；若 ܭଵ ൌ 0，則 ඥݔଶ ൅ ଶݕ െ ඥሺݔ െ 1ሻଶ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ ൐ 0，移項化簡得 ݔ ൅ ݕ െ

1 ൐ 0，點 ܳ 的範圍會在直線 ܮ: ݔ ൅ ݕ ൌ 1 的右側。以上討論可以整理成下面的表格： 
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√2 ൐ ଵܭ ൐ ଵܭ 0 ൌ 0 0 ൐ ଵܭ ൐ െ√2 

 
  

ܲ在直線 右側 ܮ   ܲ在直線 上 ܮ   ܲ在直線 左側 ܮ   

而當 ܲ、ܳ 兩點同時在 ߁ଵ 上（或同時在 ߁ଶ 上或同時在直線 ܮ: ݔ ൅ ݕ ൌ 1 上）時，

തതതതܣܲ െ തതതതܤܲ ൌ തതതതܣܳ െ തതതതܳܣ തതതത，即ܤܳ ൅ ܳܲതതതത ൅ തതതതܤܲ ൌ തതതതܲܣ ൅ ܲܳതതതത ൅ തതതത，無論先走 ܲ 點或 ܳ 點，其距離會ܤܳ

等長。 

綜合以上討論，我們將其整理成以下的判別定理。 

 

 定理  

給定一正方形，其四個頂點設為 ሺ0, 0ሻ、ሺ1, 0ሻ、ሺ1, 1ሻ、ሺ0, 1ሻ，令 ܣሺ0, 0ሻ、ܤሺ1, 1ሻ。今

在此正方形內部或邊界任取相異兩點 ܲ、ܳ，但 ܲ、ܳ 異於 ܤ、ܣ 兩點；令 

஺௉ொ஻ܮ ൌ തതതതܲܣ ൅ ܲܳതതതത ൅ ஺ொ௉஻ܮ，തതതതܤܳ ൌ തതതതܳܣ ൅ ܳܲതതതത ൅  。തതതതܤܲ

設直線 ܮ: ݔ ൅ ݕ ൌ 1，並設以 ܤ、ܣ 兩點為焦點，且過點 ܲ 的雙曲線為 ߁，其左半支

為 ߁ଵ、右半支為 ߁ଶ。則： 

(1) 若點 ܲ 在直線 ܮ 的右側，則僅當 ܳ 在 ߁ଶ 的右側時，ܮ஺௉ொ஻ ൏  。஺ொ௉஻ܮ

(2) 若點 ܲ 在直線 ܮ 上，則僅當 ܳ 在直線 ܮ 的右側時，ܮ஺௉ொ஻ ൏  。஺ொ௉஻ܮ

(3) 若點 ܲ 在直線 ܮ 的左側，則僅當 ܳ 在 ߁ଵ 的右側時，ܮ஺௉ொ஻ ൏  。஺ொ௉஻ܮ

(4) 若 ܲ、ܳ 同時在 ߁ଵ（或 ߁ଶ 或直線 ܮ）上，則 ܮ஺௉ொ஻ ൌ  。஺ொ௉஻ܮ

 

參、結語  

以 ܤܣതതതത 為對角線的正方形的內部或邊界任取 ݇ 點 ଵܲ, ଶܲ, … , ௞ܲ，顯然，當 ݇ ൌ 1 時，

由點 ܣ 經 ଵܲ 到點 ܤ 的最短路徑是唯一的，其路徑長為 ܣ ଵܲതതതതത ൅ ଵܲܤതതതതത。當 ݇ ൌ 2 時，由點 

的最短路徑就有兩種可能的方式，在本作品中我們提出一個判 ܤ 經 ଵܲ 與 ଶܲ 再到點 ܣ

別法則，其最短路徑長為 min	ሼܣ ଵܲതതതതത ൅ ଵܲ ଶܲതതതതതത ൅ ଶܲܤതതതതത, ܣ ଶܲതതതതത ൅ ଶܲ ଵܲതതതതതത ൅ ଵܲܤതതതതതሽ。當 ݇ ൒ 3 時，由點 ܣ 經 
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ଵܲ, ଶܲ,…與 ௞ܲ 再到點 ܤ 的最短路徑就有 ݇! 種可能的方式，有興趣的讀者可進一步去研

究找尋其最短路徑。最後要感謝指導老師：龔詩尹老師。 
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