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四邊形的等角曲線及相關探討 

黃少宏* 吳宜謙  鄭惟仁  
國立彰化高級中學  

壹、研究動機  

在平面上給定一個四邊形ABCD，設其兩對角線交於P1，ADശሬሬሬሬԦ 與BCശሬሬሬԦ 交於P2，如圖。我們

得知P ൌ P1 或P2 時，可滿足∠APB ൌ ∠CPD。除了P1 與P2，是否還有其它點？我們討論滿

足「∠APB ൌ ∠CPD的所有P點軌跡」，此軌跡本文稱為「四邊形ABCD的等角曲線」，我們對

此做一系列的探討與推廣。  

 

貳、本文  

一、正方形的等角曲線 

(一 ۰۾ۯ∠	( ൌ ી或૚ૡ૙° െ ી的幾何作圖  

給定一線段  ABതതതത 及θ，其中0° ൏ θ ൏ 90°，作等腰三角形EAB 滿足EAതതതത ൌ EBതതതത 且∠AEB ൌ 2θ，  

以E為圓心，EA長為半徑作一圓，如圖一。  

圖一  

*為本文通訊作者  
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我們有下列性質：  

性質 1：優弧AB෢上的所有點P滿足∠APB ൌ θ。  

性質 2：劣弧AB෢上的所有點P′滿足∠AP′B ൌ 180° െ θ (180° െ θ 是鈍角)。 

將優弧AB෢對ABതതതത作對稱，如圖二。  

 
圖二 

 

定 義ABതതതത上 方AB෢的 點 所 形 成 的 集 合 為 SାሺABതതതത, θሻ，ABതതതത下 方AB෢的 點 所 形 成 的 集 合 為

SିሺABതതതത, θሻ，可得性質 3。  

性質 3： 滿足∠APB ൌ θ的所有點P所形成的集合為Sା(ABതതതത,	θ)∪	Sି(ABതതതത,	θ)。  

將劣弧AB෢  對ABതതതത 作對稱，如圖三。 

 
圖三 

 

定義ABതതതത上方AB෢的點所形成的集合為Sା(ABതതതത,	180° െ θ)，ABതതതത下方AB෢的點所形成的集合

為Sି(ABതതതത,	180° െ θ)，可得性質 4。 

性質 4：滿足∠AP′B ൌ 180° െ θ的所有點P′所形成的集合為：  

Sା(ABതതതത,	180° െ θ)∪ Sି(ABതതതത,	180° െ θ)。  

性質 5：滿足∠APB ൌ 90°的所有點P所形成的集合為：以ABതതതത為直徑的圓扣掉A、B兩點。 



科學教育月刊 第 435 期 中華民國 109 年 12 月 

- 18 - 

(二 ) 正方形中∠۰۾ۯ ൌ∠۱۲۾的軌跡  

定理 1. 

給定一正方形 ABCD，滿足∠APB= ∠CPD 的 P 點軌跡為 S1、S2、S3 三集合的聯

集，其中：  

S1 是過正方形 ABCD 中心 O 且與ABതതതത	平行的直線，  

S2 是正方形 ABCD 的外接圓中的劣弧AD෢ 	 與劣弧BC෢，  

S3 是正方形 ABCD 的對角線所在的直線ACശሬሬሬԦ 及BDശሬሬሬሬԦ 扣掉線段ACതതതത 及BDതതതത。  

 

證明：  

設∠APB ൌ ∠CPD ൌ α，對角線ACതതതത與BDതതതത的交點為O，如圖四。 

 
圖四 

若α ൌ 90°，由性質 5 得知，只有O點滿足。 

當α ൐ 90°時，由性質 4 得知，不存在這樣的P點。 

考慮α ൏ 90°，分四種情形討論： 

1. 	Sା(ABതതതത,	α)∩ Sି(CDതതതത,	α)，其交集為空集合。  

2. 	Sି(ABതതതത,	α)∩ Sା(CDതതതത,	α) 

 

S2

S3

S1

S3 

S2
S1
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由對稱性可知P點落在過O點且與ABതതതത平行的直線上，如圖五。 

 
圖五  

當α ൌ 45° 時，Sି(ABതതതത,	45°)是以O為圓心，OAതതതത為半徑的優弧AB෢，  

																														Sା(CDതതതത,	45°)是以O為圓心，OAതതതത為半徑的優弧CD෢，  

            所以Sି(ABതതതത,	45°)∩ Sା(CDതതതത,45°) =劣弧AD෢ ∪劣弧BC෢。  

 
圖六 

3. 	Sା(ABതതതത,	α)∩ Sା(CDതതതത,	α) 如圖七，我們將說明P落在直線ACശሬሬሬԦ上或直線BDശሬሬሬሬԦ上。  

 
圖七 

設∠APB ൌ ∠CPD ൌ α，∠DCP ൌ β，∠BCP ൌ γ，∠PAB ൌ δ。利用反證法，設P不在直線

ACശሬሬሬԦ上，可設γ ൐ 45°(0° ൏ γ ൏ 45°處理手法相同)，可知δ ൐ 135°且δ ൅ γ ൐ 180°及δ െ γ ൐ 90°，

如圖八的(a)與(b)。  



科學教育月刊 第 435 期 中華民國 109 年 12 月 

- 20 - 

      
 圖八  (a)                         圖八  (b) 

利用正弦定理：  

在三角形PCD中
୔ୈതതതത

ୱ୧୬ఉ
ൌ

େୈതതതത

ୱ୧୬ఈ
   

在三角形PAB中
௉஻തതതത

ୱ୧୬ ఋ
ൌ

୅୆തതതത

ୱ୧୬ఈ
 

合併可得
୔୆തതതത

୔ୈതതതത
ൌ

ୱ୧୬ఋ

ୱ୧୬ఉ
 

在三角形PAD中
୔ୈതതതത

ୱ୧୬ሺଶ଻଴°ିఋሻ
ൌ

୅ୈതതതതത

ୱ୧୬ሺ∠஺௉஽ሻ
 

在三角形PBC中
୔୆തതതത

ୱ୧୬ఊ
ൌ

୆େതതതത

ୱ୧୬ሺ∠஻௉஼ሻ
 

因為∠APD ൌ ∠BPC，  

可得
୔୆തതതത

୔ୈതതതത
ൌ

ୱ୧୬ఊ

ୱ୧୬ሺଶ଻଴°ିఋሻ
 

所以
୔୆തതതത

୔ୈതതതത
ൌ

௦௜௡ఋ

௦௜௡ఉ
ൌ

ୱ୧୬ఊ

ୱ୧୬ሺଶ଻଴°ିఋሻ
。  

因為sinβ ൌ cosγ，且sinδ ൌ cosሺδ െ 90°ሻ， 										sinሺ270° െ δሻ ൌ sinሺδ െ 90°ሻ，  

可推得  
୔୆തതതത

୔ୈതതതത
ൌ

ୡ୭ୱሺఋିଽ଴°ሻ

ୡ୭ୱఊ
ൌ

ୱ୧୬ఊ

ୱ୧୬ሺஔିଽ଴°ሻ
  

且sin	2γ ൌ sin	ሺ2δ െ 180°ሻ 

即γ ൌ δ െ 90°或γ ൅ δ ൌ 180° (皆不合)故P在直線ACശሬሬሬԦ上，得證。  

 

4. Sି(ABതതതത,	α)∩ Sି(CDതതതത,	α) 同理可證，P 落在直線ACശሬሬሬԦ上或直線BDശሬሬሬሬԦ上。 

以上定理 1 得證。 
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(三 ) 關於正方形的推論  

推論 1.  

給定一正方形ABCD，滿足∠APB ൌ ∠CPD ൌ ∠APD ൌ ∠BPC的P點軌跡為正方形的中心

與S3	的聯集。 

證明： 

利用定理 1，取滿足∠APB ൌ ∠CPD與∠APD ൌ ∠BPC軌跡的交集，可得正方形的中心

與S3的聯集，而此集合剛好同時滿足∠APB ൌ ∠CPD ൌ ∠APD ൌ ∠BPC，得證。  

 

二、矩形的等角曲線 

(一 ) 利用內積處理矩形 (長ൌ ૝，寬ൌ ૛)中∠۰۾ۯ ൌ∠۱۲۾的軌跡  

我們接下來考慮矩形ABCD的情形。設Aሺെ2,1ሻ，Bሺ2,1ሻ，Cሺ2,െ1ሻ，Dሺെ2,െ1ሻ，設Pሺݔ, ሻݕ

滿足∠APB ൌ ∠CPD，如圖九。 

 
圖九 

 

定理 2. 

矩形 ABCD 中，A(-2,1)，B(2,1)，C(2,-1)，D(-2,-1)，滿足∠APB=∠CPD 的 P 點軌

跡為 T1、T2、T3 三集合的聯集，其中：  

T1：  y=0 

T2：xଶ+yଶ-5=0，但 |x|≥2 

T3：xଶ-ݕଶ-3=0，但 |x|≥2 
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證明： 

利用cos൫∠APB൯ ൌ
୔୅ሬሬሬሬሬറ‧୔୆ሬሬሬሬሬറ

ห୔୅ሬሬሬሬሬറหห୔୆ሬሬሬሬሬറห
ൌ cos൫∠CPD൯ ൌ

୔େሬሬሬሬሬറ‧୔ୈሬሬሬሬሬሬറ

ห୔େሬሬሬሬሬറหห୔ୈሬሬሬሬሬሬറห
 

可得 
ሺିଶି௫,ଵି௬ሻ‧ሺଶି௫,ଵି௬ሻ

ඥሺ௫ାଶሻమାሺ௬ିଵሻమඥሺ௫ିଶሻమାሺ௬ିଵሻమ
 =

ሺଶି௫,ିଵି௬ሻ‧ሺିଶି௫,ିଵି௬ሻ

ඥሺ௫ିଶሻమାሺ௬ାଵሻమඥሺ௫ାଶሻమାሺ௬ାଵሻమ
 

化簡成 

௫మିସାሺ௬ିଵሻమ

ඥሾሺ௫ାଶሻమାሺ௬ିଵሻమሿሾሺ௫ିଶሻమାሺ௬ିଵሻమሿ
	=

௫మିସାሺ௬ାଵሻమ

ඥሾሺ௫ିଶሻమାሺ௬ାଵሻమሿሾሺ௫ାଶሻమାሺ௬ାଵሻమሿ
----() 

平方並交叉相乘 

    ሾݔଶ െ 4 ൅ ሺݕ െ 1ሻଶሿଶ[ሺݔ െ 2ሻଶ ൅ ሺݕ ൅ 1ሻଶ][ሺݔ ൅ 2ሻଶ ൅ ሺݕ ൅ 1ሻଶ] 

  ൌ ሾݔଶ െ 4 ൅ ሺݕ ൅ 1ሻଶሿଶ[ሺݔ ൅ 2ሻଶ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ][	ሺݔ െ 2ሻଶ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ] 

⇒	[ሺxଶ െ 4ሻଶ ൅ 2ሺxଶ െ 4ሻሺy െ 1ሻଶ ൅ ሺy െ 1ሻସ][	ሺxଶ െ 4ሻଶ ൅ ሺ2xଶ ൅ 8ሻሺy ൅ 1ሻଶ ൅ ሺy ൅ 1ሻସ] 

  ൌ[ሺxଶ െ 4ሻଶ ൅ 2ሺxଶ െ 4ሻሺy ൅ 1ሻଶ+ሺy ൅ 1ሻସ][	ሺxଶ െ 4ሻଶ ൅ ሺ2ݔଶ ൅ 8ሻሺݕ െ 1ሻଶ+ሺݕ െ 1ሻସ] 

⟹ ሺݔଶ െ 4ሻଶ[ሺ2ݔଶ ൅ 8ሻ‧4ݕ ൅ ሺݕ ൅ 1ሻସ െ ሺݕ െ 1ሻସ] 

   ൅2ሺݔଶ െ 4ሻ[ሺݔଶ െ 4ሻଶ(െ4ݕሻ ൅	ሺݕ െ 1ሻଶሺݕ ൅ 1ሻଶሺ4ݕሻሿ	

   ൅[ሺݕ െ 1ሻସ െ ሺݕ ൅ 1ሻସ]	ሺݔଶ െ 4ሻଶ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶሺݕ ൅ 1ሻଶሺ2ݔଶ ൅ 8ሻ(െ4ݕሻ ൌ 0 

⟹ ሺݔଶ െ 4ሻଶ‧4ݕ‧ሺ16ሻ ൅ 16	ሺݕ െ 1ሻଶሺݕ ൅ 1ሻଶሺെ4ݕሻ ൌ 0

⟹ ଶݔሺ]ݕ64 െ 4ሻଶ െ ሺݕଶ െ 1ሻଶ]ൌ 0 

⟹ ଶݔሺݕ64 ൅ ଶݕ െ 5ሻ	ሺݔଶ െ ଶݕ െ 3ሻ ൌ 0 

所以Pሺݔ, ݕሻ落在ݕ ൌ 0或ݔଶ ൅ ଶݕ െ 5 ൌ 0或ݔଶ െ ଶݕ െ 3 ൌ 0的圖形上。-----() 

然而並不是所有的點都會滿足∠APB ൌ ∠CPD (∵ 平方會增根) 

Pሺݔ,  ，ሻ須滿足()中分子要同正或同負或同為0ݕ

故 ሾݔଶ െ 4 ൅ ሺݕ െ 1ሻଶሿሾݔଶ െ 4 ൅ ሺݕ ൅ 1ሻଶሿ ൒ 0， 

即同時在兩圓C1：ݔଶ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ ൌ 4，C2：ݔଶ ൅ ሺݕ ൅ 1ሻଶ ൌ 4的內部或外部， 

而 () 中 ଶݔ ൅ ଶݕ െ 5 ൌ 0與 兩 圓 C1、 C2交 於 (േ2,േ1)， 及 ଶݔ െ ଶݕ െ 3 ൌ 0與 兩 圓 C1、 C2交 於

ሺേ√3, 0ሻ，如圖十。 

 
圖十 

C1

C2
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若要同時在兩圓外部，則 |ݔ| ൒ 2， 

即P的軌跡為T1、T2、T3的聯集，其中T1：ݕ ൌ 0，T2： ଶݔ	 ൅ ଶݕ െ 5 ൌ 0 但 |ݔ| ൒ 2， 

T3：ݔଶ െ ଶݕ െ 3 ൌ 0但 |ݔ| ൒ 2。 

 

以上定理 2 得證。 

 

(二 ) 矩形 (長ൌ ૝，寬ൌ ૛)中∠۰۾ۯ ൅∠۱۲۾ ൌ ૚ૡ૙°的軌跡  

推論 2.  

矩形ABCD中，Aሺെ2,1ሻ，Bሺ2,1ሻ，Cሺ2,െ1ሻ，Dሺെ2,െ1ሻ，滿足∠APB ൅ ∠CPD ൌ 180°的P點

軌跡為T2ᇱ、T3ᇱ的聯集，其中： 

T2ᇱ： ଶݔ	 ൅ ଶݕ െ 5 ൌ 0，但 |ݔ| ൏ 2 

T3ᇱ： ଶݔ	 െ ଶݕ െ 3 ൌ 0，但 |ݔ| ൏ 2 

 

證明： 

在()中分子若為異號，表示cos	ሺ∠APBሻ ൌ െcos	ሺ∠CPDሻ，即∠APB ൅∠CPD ൌ 180°， 

其須滿足 |ݔ| ൏ 2，可得推論 2。 

 

 

(三 ) 任意矩形中∠۰۾ۯ ൌ∠۱۲۾的軌跡  

考慮長寬任意的矩形，設Aሺെk, 1ሻ，Bሺk, 1ሻ，Cሺk,െ1ሻ，Dሺെk,െ1ሻ，其中k ൐ 0。 

 

定理 3. 

矩形 ABCD 中，A(-k,1)，B(k,1)，C(k,-1)，D(-k,-1)，滿足∠APB=∠CPD 的 P 點

軌跡為 T1、T2、T3 三集合的聯集，其中：  

T1：y=0 

T2：xଶ+yଶ=kଶ+1，但 |x|≥k 

T3：xଶ-yଶ=kଶ-1，但 |x|≥k 

 

由 k 的值分成三種情形：  
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1. k >1 

 
2. ݇ ൌ 1 

 

3. 0 ൏ ݇ ൏ 1 

 

T1

T2

T3

T3

T2

T1

T2

T3

T1
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證明： 

設Pሺݔ, ሻ滿足∠APBݕ ൌ ∠CPD，相同的討論手法可得 

௫మି௞మାሺ௬ିଵሻమ

ඥሾሺ௫ା௞ሻమାሺ௬ିଵሻమሿሾሺ௫ି௞ሻమାሺ௬ିଵሻమሿ
 =

௫మି௞మାሺ௬ାଵሻమ

ඥሾሺ௫ି௞ሻమାሺ௬ାଵሻమሿሾሺ௫ା௞ሻమାሺ௬ାଵሻమሿ
， 

及16݇ଶݕሺݔଶ ൅ ଶݕ െ ݇ଶ െ 1ሻ	ሺݔଶ െ ଶݕ െ ݇ଶ ൅ 1ሻ ൌ 0， 

即Pሺݔ, ሻ落在ݕ ݕ	 ൌ 0 或 ଶݔ	 ൅ ଶݕ ൌ ݇ଶ ൅ 1	或 ଶݔ	 െ ଶݕ ൌ ݇ଶ െ 1的圖形上。-----(＊) 

同樣要滿足Pሺݔ, ଵܥ ሻ同時在兩圓ݕ
௞： ଶݔ	 ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ ൌ ݇ଶ，ܥଶ

௞： ଶݔ	 ൅ ሺݕ ൅ 1ሻଶ ൌ ݇ଶ 

的內部或外部。相同的討論，ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ ݇ଶ ൅ 1 須滿足 |ݔ| ൒ ݇。 

而(＊)中，ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇ଶ െ 1與兩圓ܥଵ
௞、ܥଶ

௞ 交於ሺേ݇， േ 1ሻ及ሺേ√݇ଶ െ 1，0ሻ。 

由݇	的值分三種情形討論： 

1. ݇ ൐ 1，則ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇2 െ 1是左右開的雙曲線，若同時要在兩圓ܥଵ
௞、ܥଶ

௞的外部， 

則 |ݔ| ൒ ݇，如圖十一。  

 
圖十一 

2. 	݇ ൌ 1，則ݔଶ െ ଶݕ ൌ 0，是正方形ABCD的對角線，情形如定理 1。  

3. 0 ൏ ݇ ൏ 1，則ݔଶ െ ଶݕ ൌ ݇ଶ െ 1是上下開的雙曲線，若要同時在兩圓ܥଵ
௞、ܥଶ

௞的外部，則 |ݔ| ൒

݇，如圖十二。 

 
圖十二 
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以上定理 3 得證。 

 

(四 ) 任意矩形中∠۰۾ۯ ൅∠۱۲۾ ൌ ૚ૡ૙°的軌跡  

推論 3.  

矩形ABCD中，Aሺെ݇, 1ሻ，Bሺ݇, 1ሻ，Cሺ݇,െ1ሻ，Dሺെ݇,െ1ሻ，滿足 		∠APB ൅∠CPD ൌ 180°的P	點軌

跡為T2ᇱ、T3ᇱ的聯集，其中： 

T2ᇱ： ଶݔ	 ൅ ଶݕ ൌ ݇2 ൅ 1，但 |ݔ| ൏ ݇。 

T3ᇱ： ଶݔ	 െ ଶݕ ൌ ݇2 െ 1，但 |ݔ| ൏ ݇。 

 

三、等腰梯形的等角曲線 

(一 ) 利用正切差角公式處理等腰梯形中∠۰۾ۯ ൌ∠۱۲۾的軌跡  

考慮等腰梯形ABCD，其中ABതതതത//ܦܥതതതത，且ADതതതത ൌ BCതതതത。  

定理 4. 

梯形 ABCD 中，Aሺെa, 1ሻ，Bሺa, 1ሻ，Cሺb,െ1ሻ，Dሺെb,െ1ሻ，其中 a>0 且 b>0，Pሺݔ, ሻ滿ݕ

足∠APB=∠CPD 的Pሺݔ, ：ሻ軌跡會落在曲線族Γ1 及Γ2上，其中ݕ  

Γ1：ሺa െ bሻݕሺݔଶ ൅ ଶݕ െ 1 ൅ abሻ െ ሺa ൅ bሻሺ	ݔଶ െ ଶݕ ൅ 1 െ abሻ ൌ 0 

Γ2：ሺa ൅ bሻݕሺݔଶ ൅ ଶݕ െ 1 െ abሻ െ ሺa െ bሻሺ ଶݔ െ ଶݕ ൅ 1 ൅ abሻ ൌ 0 

 

證明：  

分二種情形考慮，P點在ABശሬሬሬሬԦ,CDശሬሬሬԦ	的同側或異側。設Aሺെa, 1ሻ，Bሺa, 1ሻ，Cሺb,െ1ሻ，Dሺെb,െ1ሻ，

Pሺݔ, 。 ሻݕ  

設PBതതതത與ABശሬሬሬሬԦ的夾角為α，PAതതതത與ABശሬሬሬሬԦ的夾角為β，  

PCതതതത與CDശሬሬሬԦ的夾角為γ，PDതതതത與CDശሬሬሬԦ的夾角為δ。  

 
1. 同側，如圖十三。  

 
圖十三 
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∠APB ൌ ∠CPD，可推得α െ β ൌ γ െ δ，由 tan的差角公式  

tanሺα െ βሻ ൌ tanሺγ െ δሻ ⇒ 
୲ୟ୬ఈି୲ୟ୬ఉ

ଵା୲ୟ୬ఈ ୲ୟ୬ఉ
ൌ ୲ୟ୬ఊି୲ୟ୬ఋ

ଵା୲ୟ୬ఊ ୲ୟ୬ఋ
 

利用直線與ݔ軸正向所夾的斜角θ取 tan值會等於該直線的斜率，代入上式：  

可得   
ቀ
೤షభ
ೣషೌ

ቁିቀ
೤షభ
ೣశೌ

ቁ

ଵାቀ
೤షభ
ೣషೌ

ቁቀ
೤షభ
ೣశೌ

ቁ
ൌ

ቀ
೤శభ
ೣష್

ቁିቀ
೤శభ
ೣశ್

ቁ

ଵାቀ
೤శభ
ೣష್

ቁቀ
೤శభ
ೣశ್

ቁ
 

⇒ 

మೌሺ೤షభሻ
ೣమషೌమ

ଵା
ሺ೤షభሻమ

ೣమషೌమ

ൌ
మ್ሺ೤శభሻ
ೣమష್మ

ଵା
ሺ೤శభሻమ

ೣమష್మ

 

⇒ 
ଶ௔ሺ௬ିଵሻ

௫మି௔మାሺ௬ିଵሻమ
ൌ ଶ௕ሺ௬ାଵሻ

௫మି௕మାሺ௬ାଵሻమ
 

⇒ ܽሺݕ െ 1ሻሾ2ݔ െ ܾ2 ൅ ሺݕ ൅ 1ሻ2ሿ െ ܾሺݕ ൅ 1ሻሾ2ݔ െ ܽ2 ൅ ሺݕ െ 1ሻ2ሿ ൌ 0  

⇒	ሺݕଶ െ 1ሻሺܽݕ ൅ ܽ െ ݕܾ ൅ ܾሻ ൅ ଶݔሾܽሺݕ െ ܾଶሻ െ ܾሺݔଶ െ ܽଶሻሿ െ ܽሺݔଶ െ ܾଶሻ െ ܾሺݔଶ െ	ܽଶሻ ൌ 0 

⇒ ሺܽ െ ܾሻݕሾݔଶ ൅ ଶݕ െ 1 ൅ ܾܽሿ െ ሺܽ ൅ ܾሻሾݔଶ െ ଶݕ ൅ 1 െ ܾܽሿ ൌ 0 

 

2. 異側，如圖十四。 

 
圖十四 

∠APB ൌ ∠CPD，可推得β െ α ൌ γ െ δ 

由 tan 的差角公式可得 	tanሺβ െ αሻ ൌ tanሺγ െ δሻ 

⇒ െ tanሺα െ βሻ=tanሺγ െ δሻ 

如同 1.的手法，可得  

					ሺa ൅ bሻyሺݔଶ ൅ ଶݕ െ 1 െ ܾܽሻ െ ሺܽ െ ܾሻሺ	ݔଶ െ ଶݕ ൅ 1 ൅ ܾܽሻ ൌ 0 

 

以上定理 4 得證。  

 

(二 ) 關於等腰梯形的推論  
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推論 4.  

當ܽ ൌ ܾ ൌ ݇時，Γ1 為xଶ െ yଶ ൌ ݇ଶ െ 1，Γ2 為yሺxଶ ൅ yଶ െ 1 െ ݇ଶሻ ൌ 0，此特例是定理 3 的

情況，此推論得以驗證之前的定理是正確的。  

 

(三 ) 等腰梯形等角曲線的延伸性質  

ܽ ൌ 1，ܾ ൌ 2，即Aሺെ1,1ሻ, Bሺ1,1ሻ, Cሺ2, െ1ሻ, Dሺെ2,െ1ሻ所形成的等腰梯形，我們觀察  

Γ1、 	Γ2	的特性，得到以下性質：  

1. 梯形ABCD，兩對角線的交點ሺ0,
ଵ

ଷ
ሻ，兩腰延長線的交點ሺ0,3ሻ皆滿足∠APB ൌ ∠CPD，  

如圖十五。  

 
圖十五 

2. Γ1：ሺܽ െ ܾሻݕሺݔଶ ൅ ଶݕ െ 1 ൅ ܾܽሻ െ ሺܽ ൅ ܾሻሺ	ݔଶ െ ଶݕ ൅ 1 െ ܾܽሻ ൌ 0   

可整理成  ሺݕ ൅ 3ሻݔଶ ൌ െݕଷ ൅ ଶݕ3 െ ݕ ൅ 3 ൌ ሺݕଶ ൅ 1ሻሺ3 െ  		ሻݕ

其中y	必須滿足ሺݕ ൅ 3ሻሺ3 െ ሻݕ ൒ 0，但ݕ ൅ 3 ് 0	 

即其圖形在െ3 ൏ ݕ ൑ 3的範圍內，且ݕ ൌ െ3 是其漸近線。 

由於ݔଶ ൌ
൫௬మାଵ൯ሺଷି௬ሻ

௬ାଷ
，利用GeoGebra，可得Γ1的簡圖為圖十六， 

且Γ1 會過Aሺെ1,1ሻ, Bሺ1,1ሻ兩點及ሺ0,3ሻ。  

  
圖十六 

3. Γ2：ሺܽ ൅ ܾሻݕሺݔଶ ൅ ଶݕ െ 1 െ ܾܽሻ െ ሺܽ െ ܾሻሺ	ݔଶ െ ଶݕ ൅ 1 ൅ ܾܽሻ ൌ 0 

可整理成 	ሺ3ݕ ൅ 1ሻݔଶ ൌ െ3ݕଷ ൅ ଶݕ ൅ ݕ9 െ 3 ൌ ሺݕଶ െ 3ሻሺ1 െ 			ሻݕ3
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ݕ必須滿足ሺ3 ݕ ൅ 1ሻሺݕଶ െ 3ሻሺ1 െ ሻݕ3 ൒ 0，但3ݕ ൅ 1 ് 0，  

即其圖形在 	െ√3 ൑ ݕ ൏ െ
ଵ

ଷ
	，

ଵ

ଷ
൑ ݕ ൑ √3 的範圍內，且ݕ ൌ െ

ଵ

ଷ
		是其漸近線。 

由於ݔଶ ൌ
ሺ௬మିଷሻሺଵିଷ௬ሻ

ሺଷ௬ାଵሻ
，  

可得Γ2 的簡圖為圖十七，Γ2 會過Cሺ2,െ1ሻ, Dሺെ2,െ1ሻ兩點及ሺ0, ଵ
ଷ
ሻ。  

 

圖十七 

 

4. 我們觀察出Γ1、Γ2 的圖形近似於(形似)德・斯路斯蚌線： 

ሺݔ െ 1ሻ2ݕ ൌ െ3ݔ ൅ ሺݐ ൅ 1ሻ2ݔ。 

德・斯路斯蚌線是一個平面曲線族，在極坐標的方程式為： 

ݎ                            ൌ sec θ ൅ ݐ cos θ	

而ݎ ൌ
ଵ

ୡ୭ୱ஘
൅ ݐ cos θ，可推得r cos θ ൌ 1 ൅  ，cosଶθ	ݐ

利用ݔ ൌ ݎ cos θ，ݕ ൌ ݎ sin θ，可換成 ݔ ൌ 1 ൅ ݐ ቀ
௫మ

௥మ
ቁ 

⇒ ሺݔ െ 1ሻሺ2ݔ ൅ 2ሻݕ ൌ   2ݔݐ

⇒ ሺݔ െ 1ሻ2ݕ ൌ െ3ݔ ൅ ሺݐ ൅ 1ሻ2ݔ 

 
▲德・斯路斯蚌線 ݎ     ൌ sec θ ൅ ܽ cos θ 
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說明：  

由 2. 的討論，Γ1可表示成  

	ሺݕ ൅ 3ሻݔଶ ൌ െݕଷ ൅ ଶݕ3 െ ݕ ൅ 3 ൌ െሺݕ ൅ 4ሻଷ ൅ 15ሺݕ ൅ 4ሻଶ െ 73ሺݕ ൅ 4ሻ ൅ 119 

將Γ1的圖形對稱於ݕ ൌ 可變成，ݔ  

Γ1′：ሺݔ ൅ 3ሻ2ݕ ൌ െሺݔ ൅ 4ሻ3 ൅ 15ሺݔ ൅ 4ሻ2 െ 73ሺݔ ൅ 4ሻ ൅ 119 

再將Γ1′的圖形往右平移4單位，可變成  

	Γ1ᇱᇱ：ሺݔ െ 1ሻݕଶ ൌ െݔଷ ൅ ଶݔ15 െ ݔ73 ൅ 119 

當 夠大時，Γ1′′形似於	|ݕ|	 t ൌ 14的德・斯路斯蚌線：ሺݔ െ 1ሻݕଶ ൌ െݔଷ ൅ 。ଶݔ15  

 

同樣地，Γ2可表示成  

		3 ቀݕ ൅
ଵ

ଷ
ቁ ଶݔ ൌ െ3ݕଷ ൅ ଶݕ ൅ ݕ9 െ 3 ൌ െ3ቀݕ ൅

ସ

ଷ
ቁ
ଷ
൅ 13 ቀݕ ൅

ସ

ଷ
ቁ
ଶ
െ

ଶଽ

ଷ
ቀݕ ൅

ସ

ଷ
ቁ െ

ହହ

ଽ
，  

即  ቀݕ ൅ 1

3
ቁ 2ݔ ൌ െ ቀݕ ൅ 4

3
ቁ
3

൅
13

3
ቀݕ ൅ 4

3
ቁ
2

െ
29

9
ቀݕ ൅ 4

3
ቁ െ 55

27
。 

將Γ2的圖形對稱於ݕ ൌ  可變成，ݔ

Γ2′： ൬ݔ ൅
1

3
൰ 2ݕ ൌ െ ൬ݔ ൅

4

3
൰
3

൅
13

3
൬ݔ ൅

4

3
൰
2

െ
29

9
൬ݔ ൅

4

3
൰ െ

55

27
 

再將Γ2′的圖形往右平移
4

3
單位，可變成 

Γ2′′： 	ሺݔെ1ሻݕଶ ൌ െݔଷ ൅
ଵଷ

ଷ
ଶݔ െ

ଶଽ

ଽ
ݔ െ

ହହ

ଶ଻
 

當 夠大時，Γ2′′形似於 t	|ݕ| ൌ
ଵ଴

ଷ
 的德・斯路斯蚌線： 	ሺݔ െ 1ሻݕଶ ൌ െݔଷ ൅

ଵଷ

ଷ
。ଶݔ  

 

接著對於所有a ് b，我們討論Γ1及Γ2。  

定理 5. 

對於所有 a≠b 的曲線Γ1	及Γ2	，將其圖形對稱於ݕ ൌ ，並做適當的平移，ݔ  

當  |y| 夠大時，其圖形會形似於德・斯路斯蚌線：ሺݔ െ 1ሻ2ݕ ൌ െ3ݔ ൅ ሺݐ ൅ 1ሻ2ݔ，  

對於Γ1	，t ൌ 2 െ 4 ቀ
ୟାୠ

ୟିୠ
ቁ，對於Γ2	， t ൌ 2 െ 4 ቀ

ୟିୠ

ୟାୠ
ቁ。  

證明： 

Γ1：ሺa െ bሻݕሺ2ݔ ൅ 2ݕ െ 1 ൅ abሻ െ ሺa ൅ bሻሺ	2ݔ െ 2ݕ ൅ 1 െ abሻ ൌ 0 

將Γ1整理成 

ሾሺa െ bሻݕ െ ሺa ൅ bሻሿ2ݔ ൌ െሺa െ bሻ3ݕ െ ሺa ൅ bሻ2ݕ െ ሺa െ bሻሺab െ 1ሻݕ ൅ ሺa ൅ bሻሺ1 െ abሻ 
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左右同除以ሺa െ bሻ： 

൬ݕ െ
a ൅ b

a െ b
൰ 2ݔ ൌ െ3ݕ െ ൬

a ൅ b

a െ b
൰ 2ݕ െ ሺab െ 1ሻݕ ൅

ሺa ൅ bሻሺ1 െ abሻ
a െ b

 

ൌ െ൤ݕ െ ൬
a ൅ b
a െ b

െ 1൰൨
ଷ

െ ଶݕ3 ൬
a ൅ b
a െ b

െ 1൰ ൅ ݕ3 ൬
a ൅ b
a െ b

െ 1൰
ଶ

		െ ൬
a ൅ b
a െ b

െ 1൰
ଷ

 

	െ ቀ௔ା௕
௔ି௕

ቁ ଶݕ െ ሺܾܽ െ 1ሻݕ ൅
ሺ௔ା௕ሻሺଵି௔௕ሻ

௔ି௕
， 

	ൌ െ ൤ݕ െ
a ൅ b
a െ b

൅ 1൨
ଷ

൅ ൤3 െ 4 ൬
a ൅ b
a െ b

൰൨ ൤ݕ െ
a ൅ b
a െ b

൅ 1൨
ଶ

൅ ܿ1 ൤ݕ െ
a ൅ b
a െ b

൅ 1൨ ൅ ܿ0 

其中ܿ1、ܿ0可用a、b表示。 

將Γ1的圖形對稱於ݕ ൌ  可變成，ݔ

Γ1′：ሺݔെ
a ൅ b

a െ b
ሻ2ݕ ൌ െ ൤ݔ െ

a ൅ b

a െ b
൅ 1൨

3

൅ ൤3 െ 4 ൬
a ൅ b

a െ b
൰൨ ൤ݔ െ

a ൅ b

a െ b
൅ 1൨

2

							 

																																													൅ܿ1 ൤ݔ െ
a ൅ b
a െ b

൅ 1൨ ൅ ܿ0 

再將Γ1ᇱ的圖形往右平移ቀ1 െ
ୟାୠ

ୟିୠ
ቁ單位，可變成 

Γ1ᇱᇱ：ሺݔ െ 1ሻݕଶ ൌ െݔଷ ൅ ൤3 െ 4 ൬
a ൅ b
a െ b

൰൨ ଶݔ ൅ ݔ1ܿ	 ൅ ܿ0 

Γ1′′形似於 t ൌ 2 െ 4 ቀ
ୟାୠ

ୟିୠ
ቁ的德・斯路斯蚌線。 

Γ2：ሺa ൅ bሻݕሺ2ݔ ൅ 2ݕ െ 1 െ abሻ െ ሺa െ bሻሺ	2ݔ െ 2ݕ ൅ 1 ൅ abሻ ൌ 0 

將Γ2整理成 

ሾሺa ൅ bሻݕ െ ሺa െ bሻሿ2ݔ ൌ െሺa ൅ bሻ3ݕ െ ሺa െ bሻ2ݕ ൅ ሺa ൅ bሻሺab ൅ 1ሻݕ ൅ ሺa െ bሻሺ1 ൅ abሻ 
左右同除以ሺa ൅ bሻ： 

ቀݕ െ
ୟିୠ

ୟାୠ
ቁ ଶݔ ൌ െݕଷ െ ቀୟିୠ

ୟାୠ
ቁ ଶݕ ൅ ሺab ൅ 1ሻݕ ൅

ሺୟିୠሻሺଵାୟୠሻ

ୟାୠ
， 

            ൌ െቂݕ െ ቀୟିୠ
ୟାୠ

െ 1ቁቃ
ଷ
െ ଶݕ3 ቀ

ୟିୠ

ୟାୠ
െ 1ቁ		൅ ݕ3 ቀ

ୟିୠ

ୟାୠ
െ 1ቁ

ଶ
െ ቀୟିୠ

ୟାୠ
െ 1ቁ

ଷ
 

             			െ ቀ
ୟିୠ

ୟାୠ
ቁ ଶݕ ൅ ሺab ൅ 1ሻݕ ൅

ሺୟିୠሻሺଵାୟୠሻ

ୟାୠ
 

        ൌ െቂݕ െ
ୟିୠ

ୟାୠ
൅ 1ቃ

ଷ
൅ ቂ3 െ 4 ቀ

ୟିୠ

ୟାୠ
ቁቃ ቂݕ െ

ୟିୠ

ୟାୠ
൅ 1ቃ

ଶ
൅ ݀1 ቂݕ െ

ୟିୠ

ୟାୠ
൅ 1ቃ ൅ ݀0 

其中d1、d0可用a、b表示。 

將Γ2的圖形對稱於ݕ ൌ  可變成，ݔ

Γ2ᇱ：ሺݔെ
a െ b
a ൅ b

ሻݕଶ ൌ െ ൤ݔ െ
a െ b
a ൅ b

൅ 1൨
ଷ

൅ ൤3 െ 4 ൬
a െ b
a ൅ b

൰൨ ൤ݔ െ
a െ b
a ൅ b

൅ 1൨
ଶ

 

																											൅݀1 ൤ݔ െ
a െ b
a ൅ b

൅ 1൨ ൅ ݀0 
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再將Γ2ᇱ的圖形往右平移ቀ1 െ
ୟିୠ

ୟାୠ
ቁ單位，可變成 

Γ2ᇱᇱ：ሺݔെ1ሻݕଶ ൌ െݔଷ ൅ ቂ3 െ 4 ቀ
ୟିୠ

ୟାୠ
ቁቃ ଶݔ ൅ ݔ1݀ ൅ ݀0 

Γ2ᇱᇱ近似於 t ൌ 2 െ 4 ቀ
ୟିୠ

ୟାୠ
ቁ的德・斯路斯蚌線。 

以上定理 5 得證。 

四、任意四邊形的等角曲線 

(一 ) 利用正切差角公式處理任意四邊形中∠۰۾ۯ ൌ∠۱۲۾的軌跡  

考慮任意四邊形ABCD，設Aሺa1, a2ሻ，Bሺb1, b2ሻ，Cሺc1, c2ሻ，Dሺd1, d2ሻ，Pሺݔ,  。ሻݕ

定理 6. 

四邊形 ABCD，Aሺa1, a2ሻ，Bሺb1, b2ሻ，Cሺc1, c2ሻ，Dሺd1, d2ሻ。  

令以ABതതത	為直徑的圓之函數F1ሺݔ, ,ݔ為直徑的圓之F2ሺ	及以CDതതത	ሻݕ  ሻݕ

F1ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔ െ a1ሻሺݔ െ b1ሻ ൅ ሺݕ െ a2ሻሺݕ െ b2ሻ 

F2ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔ െ c1ሻሺݔ െ d1ሻ ൅ ሺݕ െ c2ሻሺݕ െ d2ሻ 

令過 A、B 兩點的直線之函數L1ሺݔ, 及過	ሻݕ C、D 兩點的直線之函數L2ሺݔ,  ሻݕ

L1ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺb2 െ a2ሻݔ ൅ ሺa1 െ b1ሻݕ ൅ ሺa2b1 െ a1b2ሻ 

L2ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺd2 െ c2ሻݔ ൅ ሺc1 െ d1ሻݕ ൅ ሺc2d1 െ c1d2ሻ 

若Pሺݔ, ሻ滿足∠APBݕ ൌ ∠CPD，則Pሺx, yሻ落在曲線
୐ଵሺ௫,௬ሻ

୊ଵሺ௫,௬ሻ
ൌ േ

୐ଶሺ௫,௬ሻ

୊ଶሺ௫,௬ሻ
 上。  

證明： 

設APശሬሬԦ	與過P的水平線夾角為α，BPശሬሬԦ	與過P的水平線夾角為β，如圖十八。 

   

圖十八 

可得 tan∠APB ൌ േ tanሺߙ െ ሻ ൌߚ േ
೤ష౗మ
ೣష౗భ

ି
೤షౘమ
ೣషౘభ

ଵାቀ
೤ష౗మ
ೣష౗భ

ቁቀ
೤షౘమ
ೣషౘభ

ቁ
 ൌ േ

ሺ௬ିୟଶሻሺ௫ିୠଵሻିሺ௬ିୠଶሻሺ௫ିୟଵሻ

ሺ௫ିୟଵሻሺ௫ିୠଵሻାሺ௬ିୟଶሻሺ௬ିୠଶሻ
  

      								ൌ േ
ሺୠଶିୟଶሻ௫ାሺୟଵିୠଵሻ௬ାሺୟଶୠଵିୟଵୠଶሻ

ሺ௫ିୟଵሻሺ௫ିୠଵሻାሺ௬ିୟଶሻሺ௬ିୠଶሻ
  

令分母 ሺݔ െ a1ሻሺݔ െ b1ሻ ൅ ሺݕ െ a2ሻሺݕ െ b2ሻ ൌ F1ሺݔ,  ሻݕ
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  分子 ሺb2 െ a2ሻݔ ൅ ሺa1 െ b1ሻݕ ൅ ሺa2b1 െ a1b2ሻ ൌ L1ሺݔ,  ሻݕ

我們可知F1ሺݔ, ሻݕ ൌ 0是以ABതതത為直徑的圓，L1ሺݔ, ሻݕ ൌ 0是過A、B兩點的直線。 

同理可得 

tan∠CPD ൌ േ
೤షౙమ
ೣషౙభ

ି
೤షౚమ
ೣషౚభ

ଵାቀ
೤షౙమ
ೣషౙభ

ቁቀ
೤షౚమ
ೣషౚభ

ቁ
 ൌ േ

ሺ௬ିୡଶሻሺ௫ିୢଵሻିሺ௬ିୢଶሻሺ௫ିୡଵሻ

ሺ௫ିୡଵሻሺ௫ିୢଵሻାሺ௬ିୡଶሻሺ௬ିୢଶሻ
	

																			ൌ േ
ሺୢଶିୡଶሻ௫ାሺୡଵିୢଵሻ௬ାሺୡଶୢଵିୡଵୢଶሻ

ሺ௫ିୡଵሻሺ௫ିୢଵሻାሺ௬ିୡଶሻሺ௬ିୢଶሻ
  

令分母 ሺݔ െ c1ሻሺݔ െ d1ሻ ൅ ሺݕ െ c2ሻሺݕ െ d2ሻ ൌ F2ሺݔ,  ሻݕ

  分子 ሺd2 െ c2ሻݔ ൅ ሺc1 െ d1ሻݕ ൅ ሺc2d1 െ c1d2ሻ ൌ L2ሺݔ,  ሻݕ

我們可知F2ሺݔ, ሻݕ ൌ 0是以CDതതത為直徑的圓，L2ሺݔ, ሻݕ ൌ 0是過C、D兩點的直線。 

當∠APB ൌ ∠CPD時，則 tan∠APB ൌ tan∠CPD，可得
L1ሺݕ,ݔሻ

F1ሺݕ,ݔሻ
ൌ േ

L2ሺݕ,ݔሻ

F2ሺݕ,ݔሻ
。 

以上定理 6 得證。 

 

(二 ) 關於任意四邊形的推論  

推論 5.  

若Pሺݔ, ሻ滿足∠APBݕ ൅ ∠CPD ൌ 90°，則Pሺݔ,  ሻ落在曲線ݕ
L1ሺݕ,ݔሻ

F1ሺݕ,ݔሻ
ൈ

L2ሺݕ,ݔሻ

F2ሺݕ,ݔሻ
ൌ േ1 上。 

證明： 

tan∠APB ൈ tan∠CPD ൌ 	 tan∠APB ൈ cot∠APB ൌ 1 

即ሺേ
୐1ሺ௫,௬ሻ

୊1ሺ௫,௬ሻ
ሻ ൈ ሺേ

୐2ሺ௫,௬ሻ

୊2ሺ௫,௬ሻ
ሻ ൌ 1，得證。 
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