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3 3 3 31 8 3 8 4n n n n               的一個初等證明 

許閎揚  
彰化縣立彰化藝術高級中學  

壹、前言  

在 參 考 資 料 [3] 中 ， 彰 師 大 陳 國 傑 老 師 以 數 論 的 方 式 證 明 了 Ramanujan 等 式

1 4 2n n n         ，其中 0n  ， n是整數，  x 是小於或等於 x的最大整數。之

後李錦鎣老師用微積分詳細地討論這個等式並推廣出一系列結果 [1][2]，其中他給出了下

列等式  3 3 3 31 8 3 8 4n n n n               並證明，對於這個屬於初等數論的等式，

我們用陳國傑老師在文章[3]的技巧，也找出了一個數論方式的證明。  

 

貳、證明 3 3 3 31 8 3 8 4n n n n                 

在證明之前，我們需要以下兩個預備定理。  

預備定理 1: 3 3 21
 

6
n n n   ， n是一個正整數。  

證明：很明顯，  

                                 
3 3 2 1

6
n n n    
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     
 
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n
    
 

。  

因最後一式對所有正整數 n均成立，得證。  



科學教育月刊 第 435 期 中華民國 109 年 12 月 

- 64 - 

預備定理 2： 
3 3 2 1

2
2

n n n n    ， n是一個正整數。  

證明：很明顯，  

                   
3 3 2 1

2  
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n
     
 

。  

因最後一式對所有正整數 n均成立，得證。  

 

定理 1： 3 3 3 31 8 3 8 4  , 0n n n n n                 ， n是整數。  

證明：  

0n  時，定理明顯成立，因此以下我們考慮 1n  的情形。  

首先對於任一整數 m，
3  (  8) ,  0,1,3,5,7.m i mod i  ， 因此我們可以找到一個整數

k使得  

3 38 3 8 4 ( 1)                 (1)k n n k       

另一方面，我們要證明下列不等式 : 

3 3 3 38 3 1 8 4              (2)n n n n       

(2)式成立  

3 3 2 3 3 28 3 2 1 3 3 2 8 4n n n n n n n n            

 

 

3 3 2 3 3 26 2 3 3 2 6 3n n n n n n n        
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3 3 2 3 3 22
2 2 2 1                 (3)

3
n n n n n n n          

由預備定理 1，得  

3 3 21 1
                 (4)

6 3
n n n n      

另一方面，由預備定理 2，得  

3 3 21 2
2                  (5)

2 3
n n n n n       

由 (4)(5)可得 (3)，又 (3)等價於 (2)，由 (1)(2)即可得到  

3 3 3 31 8 3 8 4n n n n               。 

 

參、結語  

本文所探討的問題屬於初等數論，當我們閱讀李錦鎣老師在數學傳播的文章時，我們

就思考能否有個不用微積分的證明方式？  幸運的是，在學習了參考資料 [3]的技巧後，我

們順利的找到了。在參考資料 [1][2]中李錦鎣老師發現並證明了許多類似的等式，有興趣

的讀者也可以嘗試看看是否有其他的證明方式。  
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