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從一個複數性質的證明談起 

連威翔  
苗栗縣政府環保局安心即時上工計畫人員  

壹、前言  

在國立中山大學雙週一題徵答活動中，108 學年度第一學期第六題與複數有關，該問

題如下：  

第六題：設 	 	為複數 	 	之多項式，其中係數 	 , 	為複數。假設對所有 	 	，滿

足 	| | 1，使得 	| | 1，證明 	 0。  

此問題的公告解答，請參考 [1]，其中共有四種解法。  

筆者注意到 [1]中的第四種解法巧妙地用上了一個性質，該性質如下：  

性質 1：設 	 , , 	為複數，使得 	| | | | | | 1	且 	 3，則  

1.																																																																																		 1  

此性質在解法中扮演了重要的角色，但該解法並未介紹性質 1 的證明。  

本文接下來的內容，將以性質 1 的證明作為出發點，依序介紹一些有趣的發現供大家

參考。底下第二節中，筆者完成性質 1 的證明之後，也會接著證明一個由性質 1 推廣而得

的新性質。而第三節中，筆者則會將上述徵答題加以推廣，並且將運用第二節中的新性質

來證明推廣後的新問題。  

 

貳、從性質 1 的證明談起  

在著手證明性質 1 之前，筆者先介紹底下的性質 2：  

性質 2 (三角不等式 )：設 	 , 	為複數，則有  

										| | | | | |.	 2  

上式等號成立的充分必要條件是 	 0	或 	 	為一正實數。  

底下，我們分 (a), (b)兩部分來敘述性質 2 的證明，其中 (a)部分敘述 2 式的證明，而

(b)部分則將證明 2 式等號成立的充分必要條件。證明過程如下：  

證明： (a)設 	 , ，其中 	 , , , 	為實數，則有  

. 

首先我們有  

| | , 
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| | . 

此外也有  

| | . 

因此可知  

| | | | | | 		 

 

2  

2 | | .		 	 3  

注意上式的最後一步用上了 	 | |	的條件。接下來，因為底下的柯西不

等式成立：  

,	 4  

所以可知  

| |. 

至此，取 3 式的頭尾並配合上式，即可寫下  

| | | | | | 2 | | 0. 5  

故得 	 | | | | | | ，這就表示  

| | | | | |. 

因此 2 式得證， (a)部分證明完畢。  

(b)關於 2 式等號成立的充分必要條件，我們分成兩部分來處理，先證明充分性的部分：  

充分性：若 	 0，則 	 0	或 	 0。當 	 0	時，可知  

| | | | | | | |. 

故 2 式的等號成立；當 	 0	時，同理可知 2 式等號成立。  

若 	 	為一正實數，假設 	
	

，其中 	 0，則有 		 ，此時有  

| | | | | | | | | | | | 1 | |, 

| | | | | 1 | 1 | |. 

因此 	| | | | | |，故 2 式的等號成立。  

所以說，當 	 0	或 	 	為正實數時均有 	| | | | | |，至此充份性的部分證明

完畢。底下，我們證明必要性的部分：  

必要性：假設 2 式的等號成立，即  

| | | | | |.	 6  

回顧 (a)部份中的 5 式，可知 6 式成立時 3 , 4 兩式的等號均須成立。其中， 3 式等號成
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立的條件等價於  

0; 7  

而 4 式等號成立的條件等價於  

0, 

即等價於  

0. 	 8  

當 	 0	成立時，可知 	 0	且 	 0。因 	 0，故 	 , 	兩數不全為零，

可知  

| | 0. 

此時將有  

						 

		 0. 	 9  

注意在推導上式的最後兩步時，我們依序用上了 8 式與 7 式。觀察 9 式，因為 	 0，

可知不等式 9 的等號不成立，因此可知 	 0，即 	 	為正實數。  

另一方面，當 	 0	不成立時，表示 	 0。總結以上討論的結果，可知若 2 式

的等號成立，則有 	 0	或 	 	為正實數。至此，必要性的部分證明完畢。  

將上面 (b)項目底下兩部分的證明合起來看，我們就證出了性質 2 所列條件的充分性

與必要性。至此，性質 2 證明完畢。  

有了上述性質 2，我們就可以開始證明性質 1，過程如下：  

證明：在性質 1 的各條件下，利用性質 2 的 2 式兩次，可寫下  

									3 | | | | | | | | | | | | 3. 10  

觀察上式的頭尾，可知上式中兩個不等號之等號部分均須成立。其中， 10 式的第一個不

等號之等號成立表示  

								| | | | | |. 	 11  

由 11 式可知不等式 	| | | | | |	的等號成立，此時利用性質 2 中 2 式等號成立

的必要條件，可知 	 0	或 	 	為正實數。但由性質 1 的條件 | | | | 1	知 	 , 	非零，故

	 0	不合，因此確定 	 	為正實數。設 	 0，則 	 ，從而有 	| | | | | |。這

表示  

| |
| |

1, 

至此就確定了 	 。  
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由性質 1 中 	 , , 	的對稱性，仿照上述討論，同理可得 	 。因此，我們就得到 	

	的結果，最後再配合原本性質 2 中 	 3	的條件，即可解得 	 1，故

1 式得證，性質 1 證畢。  

經過上面的探討後，筆者在此介紹一個由性質 1 推廣而得的性質如下：  

性質 3：設 	 , , … , 	為複數，使得 	| | | | ⋯ | | 1	且  

⋯ , 

其中 	 	為正整數且 	 2，則  

⋯ 1. 	 12  

只要仿照性質 1 的證明，即可寫出性質 3 的證明如下：  

證明：配合性質 3 的條件，利用性質 2 中的 2 式 	 1	次，可寫下  

| | | | ⋯ | | | | | | ⋯ | | 

| | | | ⋯ | | ⋯ 

| ⋯ | | | | ⋯ | . 13  

觀察上式的頭尾，可知上式中的 	 1	個不等號之等號部分均須成立。其中， 13 式的第一

個不等號之等號成立表示  

| | | | | |. 

仿照性質 1 的證明中由 11 式推得 	 ，故從上式我們亦可推得 	 。  

由性質 3 中 	 , , … , 	的對稱性，仿照上述討論，同理可得 	 ，其中 	2

1，因此可確定  

⋯ . 

此時再配合性質 3 中 	 ⋯ 	的條件，即得  

⋯ 1. 

至此，我們就完成了性質 3 的證明。  

 

參、原問題與其推廣問題的解答  

筆者仿照 [1]中的第四種解法對原徵答題進行解題後，發現自己在最後對於 	 0	

的計算方式與該解法有所不同。因此，接下來筆者將介紹自己對原徵答題的解法供讀者參

考，請見底下的證明：  

證明：設 	 √
， 	 	為三次方程式 	 1	之一虛根。因為 	| | | | 1，依題意可知  

										| 1 | | | | | 1. 14  

又因為 	 	且 	 1 0，所以有  
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1 1 1 1 3.	 15  

觀察 14 , 15 兩式的結果，由性質 1 可知 	 1 1，得  

1 1, 16  

,	 17  

.	 18  

此時仿照 15 式所做的計算，我們可另外計算出如下結果：  

1 1 3 , 19  

1 1 3 . 20  

將 19 式反過來寫，並將 16 , 17 , 18 三式的結果代入，可得  

3 1 1 0. 

同樣地，將 20 式反過來寫，並將 16 , 17 , 18 三式的結果代入，則有  

3 1 1 0. 

上述兩結果告訴我們 	 0，原問題證明完畢。  

看完上面的證明後，我們可以更進一步，考慮底下這個由 [1]中徵答題推廣而得的問

題：  

問題 1：設 	 	為複數 	 	之多項式，其中係數 	 , , 	為複數。假設對所

有 	 	，滿足 	| | 1，使得 	| | 1，試證： 0。  

筆者發現，問題 1 可透過與上述解法類似的方式來完成解答，證明如下：  

證明：考慮四次方程式 	 1	之一根 	 ，其中 	 √ 1	為虛數單位。因為 	| | 1，其中 	1

3，依題意可知  

| 1 | | | | | | | 1. 21  

因為 	 ，可知  

1  

1 1 1  

1 4. 22  

觀察 21 , 22 兩式的結果，利用由性質 1 推廣而得的性質 3(取 	 4	)可知  

1 1, 

因此得  

1 1, 23  

,	 24  

1,	 25  

. 26  
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另一方面，仿照 22 式所做的計算，我們可另外計算出如下結果：  

1 			 

1 1  

4 ,	 27  

1 		 

1 1 1    

	 1 4 , 28  

1  

1 1  

	 4 .	 29  

將 27 , 28 , 29 三式反過來寫，再將 23 , 24 , 25 , 26 四式的結果代入，分別可得：  

4 1 1 1 0, 

4 1 1 1 1 1 0, 

4 1 1 1 0. 

上述三式告訴我們 	 0，至此問題 1 證明完畢。  

接下來，我們考慮底下這個更具一般性的問題 2：  

問題 2：設 	 ⋯ 	為複數 	 	之多項式，其中 	 	為正整

數，而係數 	 , , … , 	為複數。假設對所有 	 	，滿足 	| | 1，使得 	| | 1，試證：

⋯ 0。  

底下筆者將介紹自己對問題 2 的證明，證明的方式將與上述問題 1 的證明手法有所

不同，讀者不妨試著體會其中差異。問題 2 的證明如下：  

證明： 	為正整數，設 	 	是 	 1	次方程式 	 1	的一根，滿足  

       			 cos sin . 30  

注意 	| | cos sin 1，其中 	1 。因此，依題意可知  

| 1 | | | | | ⋯ | | 1.	 31  

已知 	 ⋯ ，令 	 ，則  

 ⋯  

∑ . 32  

因為 	 1，利用上式可寫出  

1 ⋯  
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1 1  

1 .																																																																																													 33  

注意上式最後一個等號處，我們交換了雙重求和式的求和順序，並將 	 	改寫為 	 。

此時，對於滿足 	1 	的任一個正整數 	 	，我們考慮計算在上式最後所出現的求和式  

. 

上述求和式展開之後是個共有 	 1	項的等比級數，公比為 	 ，利用 	 1	的已知條件，

可計算出上式之和如下：  

1
1

1
1

1 1
1

0. 

將上式的結果代回 33 式，即得  

1 ⋯ 1 0 1.																					 34  

此時，利用 31 , 34 兩式的結果，配合性質 3 可知  

1 ⋯ 1. 35  

回顧在 32 式上方 	 	的假設，知上式可改寫為  

1 ⋯ 1, 

或者寫成  

1 1 1 1 ⋯ 1 0. 

此時再假設 	 1，則上式可改寫為  

								 1 ⋯ 0. 36  

回頭觀察 32 式，可知  

1 ⋯ 1,	 37  

故 	 	是 	 1	次多項式。注意由 36 式可知 	 1	次方程式 	 0	的 	 1	個根恰好就

是  

													 1, , , … , , 38  

又因為 37 式中多項式 	 	的領導係數為 1，故使用因式定理可知  

1 	 … . 39  

回顧 30 式中我們對 	 	的假設，使用隸美弗定理，可知 38 式所列的 	 1	個數也恰好是 	
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1	次方程式 	 1 0	的 	 1	個相異根，其中  

cos
2

1
sin

2
1
,						0 . 

因 	 1	最高次項的係數為 1，再次使用因式定理可知  

1 1 	 … .													 40  

比較 39 , 40 兩式，即得 	 1，將此結果與 37 式中 	 	的表達式做比較係數，

即可確定  

⋯ 0. 

至此，我們就解決了問題 2。  

看完上述對問題 2 的解法後，讀者應當有發現此解法與問題 1 的解法有個明顯的不

同之處，就是進行至 35 式之後改用因式定理與棣美弗定理來完成證明。而若對問題 2 的

解法分別取 	 2	與 	 3	的特例，就可得到 [1]中原本徵答題與問題 1 的另解。  

對因式定理與棣美弗定理有興趣的讀者，可分別參考 [2]與 [3]，或上網參考維基百科

的介紹。而對棣美弗定理的應用有興趣的讀者，可參考 [4]文。  

 

肆、結語  

本文寫作的動機，是出自想證明性質 1 的好奇心。在證明性質 2 中的三角不等式之

後，筆者證明了性質 1 與推廣而得的性質 3。驚喜的是，寫作至第三節時，發現性質 3 剛

好可用來解決由 [1]中徵答題推廣而得的問題 1 與問題 2，從而得到更一般的結果。回想自

己對問題 2 之證明的追尋過程，在以 35 式為界所分開的前後兩段都曾遭遇瓶頸，幸好自

己沒有輕易放棄，才能順利找出證明。  

文章最後，筆者在此首先要感謝雙週一題徵答活動的主辦單位，因為有 [1]中公告的

問題與解答，才使筆者有動機寫下本文。其次，也要特別感謝審稿者給出立意良善的建議，

除了督促筆者簡化自己最初對性質 1 與性質 3 所寫下的證明之外，也促使筆者寫出初次

投稿時尚未出現的第三節內容，使本文內容不致過於單薄。最後，筆者要感謝父母多年的

照顧與兩位妹妹對家裡的協助，才能讓筆者有舒適的居家生活，也才有機會寫出這篇文章。 
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