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圓內接多邊形類托勒密定理 
(Ptolemy-like theorem)狹義方程式 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

壹、前言  

圓內接四邊形托勒密定理  (Ptolemy’s theorem) 狹義方程式意指一個特定等式方程式，

其詳情內容敘述如下：一個圓內接四邊形其兩組相對邊長乘積的和恰等於兩條對角線長的  

乘積。其對照示意圖如下；見下列圖 1.，給定半徑為 R 的圓內接四邉形 4321 AAAA ，令其

邉 長 線 段  21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 14 AA = 4V ， 兩 條 對 角 線 長  1331 dAA  ，

2442 dAA  ，則此狹義托勒密定理的方程式等式內容完整敘述表示成下式； 

42312413 VVVVdd                                     (1) 

見圖 3.，令圖中角度  342 AAA ，在頂點 4A 處向下作一射線並與 1331 dAA  相交於 B 點

形成直線段 BA4 ，得出一角度 使   BAA 41 ，又因    324 AAA BAA 14 ，則形成

相 似 形    342 AAA BAA 41 ， 其 對 應 線 段 必 有 下 述 正 比 例 關 係 ；
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BA    ，再由圖 3.見    34 ABA 241 AAA   ，又因圓周角  134 AAA 124 AAA ，則

形成相似形    34 ABA 241 AAA ，而有下述正比例關係；
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   得證   托勒密定理狹義方程式；  42312413 VVVVdd                  (1) 

(1 )式的等號左側是兩條對角線長的乘積，等號右側是兩組相對邊長乘積的和。  

應用這托勒密定理狹義方程式可以陸續證明出圓內接五邊形、圓內接六邊形、圓內接七邊

形、  、並推廣到圓內接 n 邊形的各邊長與對角線長的相乘積關係。  
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            圖 1                 圖 2                 圖 3 

這些關係式與方程式 (1)式的內涵結構型態不太相同，但很類似；其等號右側的各項是

由邊長與對角線長相乘積形成組合，因如此的差微變異，特別將邊數大於或等於 5 的多邊

形這類關係方程式統稱為類托勒密定理狹義方程式！ 

 

貳、本文   

自圓內接五邊形開始探討起，逐次導引到六邊形、七邊形、  、並推廣到一般化圓

內接 n 邊形完整系列的推理演繹流程是以數學歸納法的統合層次來檢驗證明。任給定一個 

下 圖 4 的 圓 內 接 n 邊 形 nnn AAAAAAA 124321  ， 令 邉 長 線 段  1ii AA = iV ， ni 1 ，

11 AAn  ，對角線長  jj dAA 11  ， 13  nj ， mm dAA 22  ， nm 4 ，標記號 i、 j、 

m、 n  都是自然數，此處所有圖形明示的是以選取頂點 1A 為定點，而列出通過定點 1A 的  

所有對角線長 jj dAA 11  ， )1(3  nj 及圓周角 1A 所正對的對應弦長 md2 ， nm 4 。 

在以下內文的敘述推論驗證過程中，所有需使用到的各多邊形邊長線段及各對角線長表示

式均以依循此處明列者為基準，現在要引用托勒密定理狹義方程式 (1)式並應用常理的數

學歸納法來推演證明出圓內接 n 邊形類托勒密定理狹義方程式。  

 

圖 4 

詳盡對照比較所有預先證明出的圓內接多邊形類托勒密定理狹義方程式後，再依等式

中各項內顯示邊長與對角線長相乘積排列關係的特徵性質，歸納整合出完備的圓內接 n 邊

形類托勒密定理狹義方程式，翔實規劃其型態內容於下；  
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[A] 圓內接 n邊形類托勒密定理狹義方程式  

對圖 4 中的頂角 1A 言，其角度張開來所面對的各邊長線段分別為 2V ， 3V ， 4V ， 5V ，

， 2nV ， 1nV 等共計有 )2( n 段邊長，這毎段邊長都引領著 )2( n 個相異線段乘積成為

1 項，使得方程式等號右側形成 )2( n 個乘積項的線性加法組合。方程式等號左側僅有單

獨 1 項是由 nd 2 乘上通過定點 1A 的所有對角線長的乘積。這圓內接 n 邊形類托勒密定理狹  

義方程式歸納整理編列出其完備型態內涵為；  







1

3
12

n

i
in dd  )1(1)2(1)3(1)4(1161514132  nnnnn ddddddddd   

 = )2(1)3(1)4(115141311  nnnn ddddddVV   + )1(1)2(1)3(1)4(11615142  nnnnn dddddddVV   

   + )1(1)2(1)3(1161513  nnnn dddddVVV   + )1(1)2(1)3(117161314  nnnn ddddddVVV   

   + )1(1)2(1)3(1)11(1)10(1191817141315  nnnn ddddddddddVVV   

   + )1(1)2(1)3(1)11(1)10(1191815141316  nnnn ddddddddddVVV    

   +   

      + )1(1)2(1)5(1)6(1)7(11615141314   nnnnnnn dddddddddVVV   +  

   )1(1)4(1)5(1)6(1)7(11615141313   nnnnnnn dddddddddVVV    +  

   )3(1)4(1)5(1)6(1)7(11615141312  nnnnnnn dddddddddVVV                      (2) 

方程式   (2)式即為精心歸納出的圓內接一般 n 邊形類托勒密定理狹義方程式！ 

方程式 (2)式的等號右側總計有 ( 2n )項式相加而成，且毎一項也都由 ( 2n )個相異線

段長度依順序連乘積組合成型。仔細觀察比對方程式內的毎一項，可看到其線段排列的順

序結構完全呈現共同一致規律特性！  

證明：推理過程要以眾所熟悉最經典的數學歸納法來驗證這方程式 (2)式； 

(A1) 取 4n ，得圓內接四邊形，代入上述方程式 (2)式並對照圖 1 圖形結構知其等式右側

的項數只有由最前端排列的 2 個乘積項作線性加法組合而成，故得； 

           1324dd = 13VV + 42VV = 42VV + 13VV                              (1) 

另法：取 (2)式的前第 2、第 3 項，得； )1(1)2(1)3(1)4(1161514132  nnnnn ddddddddd   

= )1(1)2(1)3(1)4(11615142  nnnnn dddddddVV  + )1(1)2(1)3(1)4(1161513  nnnnn ddddddVVV   

對此等號兩側的 3 個項約去公因式   )1(1)2(1)3(1)4(11615  nnnn dddddd   ，精簡各項，  

     14132 ddd n = 142 dVV n + 13 VVV n     141324 ddd = 1442 dVV + 143 VVV  ，對四邊形言，

414 Vd       代入化簡後得到；     1324dd = 42VV + 13VV                 (1*) 

比對 (1)式與 (1*)式，兩者完全相等，證明完成，即當 4n ， (2)式成立。  

(A2) 取 5n ，得圓內接五邊形，其一般性圖形結構如下圖 5 所示；檢視上述方程式 (2)式
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並對照下圖 5 圖形結構可知其等式右側的所有項數只有由最前端連續排列的 3 個乘

積項作線性加法組合而成，故寫出圓內接五邊形結構式得； 

 

圖 5 

   141325 ddd = 1314 dVV + 1452 dVV + 153 VVV = 1452 dVV + 153 VVV + 1314 dVV          (3) 

另法：取 (2)式的前第 2、第 3、第 4 項，排列成下列圓內接五邊形結構式；  

  )1(1)2(1)3(1)4(1161514132  nnnnn ddddddddd  = )1(1)2(1)3(1)4(11615142  nnnnn dddddddVV 

+ )1(1)2(1)3(1)4(1161513  nnnnn ddddddVVV  + )1(1)2(1)3(117161314  nnnn ddddddVVV   

對此等號兩側的 4 個項約去公因式   )1(1)2(1)3(1)4(116  nnnn ddddd   ，得精簡各項， 

 1514132 dddd n = 15142 ddVV n + 1513 dVVV n + 1314 dVVV n  15141325 dddd = 151452 ddVV  

+ 15153 dVVV + 13154 dVVV ，對五邊形言， 515 Vd     代入化簡後得到； 

   141325 ddd = 1452 dVV + 153 VVV + 1314 dVV                               (3) 

方程式 (3)式即稱為圓內接五邊形類托勒密定理狹義方程式。 

現 在 參 考 圖 6 內 的 圓 內 接 四 邊 形 4321 AAAA ， 得 142312413 dVVVdd  

13

14231
24 d

dVVV
d


  ，再看圖 7 的圓內接四邊形 5421 AAAA ，得 245411425 dVVVdd   

    5411425 VVVdd
13

14231

d

dVVV 
    141325 ddd = 1452 dVV + 153 VVV + 1314 dVV   (3*) 

.            

      圖 6                        圖 7 

比對 (3)式與 (3*)式，兩者完全相等，證明完成，即當 5n ，方程式 (2)式成立。為了

要清楚的分析解說驗證，使文意更易理解，需再增作下述 1 件示例闡明；  

(A3) 取 6n ，得圓內接六邊形，其一般性圖形結構如下圖 8 所示；檢視上述方程式 (2)式
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及對照圖 8 圖形結構可知其等式右側的所有項數只有由最前端連續排列的 4 個乘積

項作線性加法組合而成，故寫出圓內接六邊形結構式得； 

 

圖 8 

    15141326 dddd  = 141315 ddVV + 151462 ddVV + 15163 dVVV + 13164 dVVV  

               = 151462 ddVV + 15163 dVVV + 13164 dVVV + 141315 ddVV            (4) 

另法：取 (2)式的前第 2、3、4、5 項，排列成下列圓內接六邊形結構式；  

   )1(1)2(1)3(1)4(1161514132  nnnnn ddddddddd   

 = )1(1)2(1)3(1)4(11615142  nnnnn dddddddVV  + )1(1)2(1)3(1)4(1161513  nnnnn ddddddVVV   

   + )1(1)2(1)3(117161314  nnnn ddddddVVV  + )1(1)2(1)3(11817141315  nnnn dddddddVVV   

對此等號兩側的 5 個項約去公因式   )1(1)2(1)3(11817  nnn ddddd   ，得精簡各項，   

   161514132 ddddd n  = 1615142 dddVV n + 161513 ddVVV n + 161314 ddVVV n + 141315 ddVVV n   

   1615141326 ddddd  = 16151462 dddVV + 1615163 ddVVV + 1613164 ddVVV + 1413165 ddVVV  ，對

圖 8 的圓內接六邊形言， 66116 VAAd       代入上式後再化簡，最後得到； 

  15141326 dddd  = 151462 ddVV + 15163 dVVV + 13164 dVVV + 141315 ddVV               (4) 

方程式 (4)式即稱為圓內接六邊形類托勒密定理狹義方程式。 

現在參考圖 9 內的圓內接五邊形 54321 AAAAA ，引用方程式 (3)式內涵，可得；  

141325 ddd = 14152 ddV + 1153 VdV + 1314 dVV    
1413

25

1

dd
d  [ 14152 ddV + 1153 VdV + 1314 dVV ] 

，再看圖 10 的圓內接四邊形 6521 AAAA ，可得等式； 256511526 dVVVdd      

     6511526 VVVdd
1413

1

dd
[ 14152 ddV + 1153 VdV + 1314 dVV ]      

   15141326 dddd  = 151462 ddVV + 15163 dVVV + 13164 dVVV + 141315 ddVV            (4*) 



圓內接多邊形類托勒密定理(Ptolemy-like theorem)狹義方程式 

- 31 - 

    
    圖 9                圖 10 

比對 (4)式與 (4*)式，兩者完全相等，證明完成，即當 6n ，方程式 (2)式成立。 

(A4)                          

                        

(A5) 令  kn  ， 7k ，得圓內接 k 邊形，其一般性圖形結構如下圖 11 所示；  

   

圖 11 

假設此 kn  ， 7k  時，方程式 (2)式成立，即下列方程式 (6)式為真；  







1

3
12

k

i
ik dd  )1(1)2(1)3(1)4(1)5(1161514132  kkkkkk dddddddddd   

 = )1(1)2(1)3(1)4(11615142  kkkkk dddddddVV  + )1(1)2(1)3(1)4(1161513  kkkkk ddddddVVV   

   + )1(1)2(1)3(117161314  kkkk ddddddVVV  + )1(1)2(1)3(11817141315  kkkk dddddddVVV   

   + )1(1)2(1)3(1)10(1191815141316  kkkk dddddddddVVV    

   +   

      + )1(1)2(1)5(1)6(1)7(11615141314   kkkkkkk dddddddddVVV   +  

   )1(1)4(1)5(1)6(1)7(11615141313   kkkkkkk dddddddddVVV    +  

   )3(1)4(1)5(1)6(1)7(11615141312  kkkkkkk dddddddddVVV   + 

   )2(1)3(1)4(1)5(1)6(11615141311  kkkkkk dddddddddVV                        (6) 

方程式 (6)式與方程式 (2)式兩者的內涵及型態結構完全相同。 

(6)式中等號兩側的毎一項內涵都由 )2( k 個線段長度依順序相乘積組合而成。  

(A6) 當 1 kn ，得圓內接 )1( k 邊形，其一般性圖形結構如下圖 12 所示；  
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圖 12 

參考下圖 13 內的圓內接 k 邊形 kkk AAAAAAA 124321  ，再引用 (6)式內涵，可得； 

    
圖 13                        圖 14 

)1(1)2(1)3(1)4(1)5(1161514132  kkkkkk dddddddddd   

 = )1(1)2(1)3(1)4(116151412  kkkkk ddddddddV  + )1(1)2(1)3(1)4(11615113  kkkkk ddddddVdV   

  + )1(1)2(1)3(1171613114  kkkk ddddddVdV  + )1(1)2(1)3(118171413115  kkkk dddddddVdV   

  + )1(1)2(1)3(1)10(11918151413116  kkkk dddddddddVdV    

  +   

    + )1(1)2(1)5(1)6(1)7(116151413114   kkkkkkk dddddddddVdV  + 

   )1(1)4(1)5(1)6(1)7(116151413113   kkkkkkk dddddddddVdV    +  

   )3(1)4(1)5(1)6(1)7(116151413112  kkkkkkk dddddddddVdV   + 

   )2(1)3(1)4(1)5(1)6(11615141311  kkkkkk dddddddddVV                        (7) 

 
 )1(1)2(1)3(1151413

2

1

kkk
k dddddd

d


[ )1(1)2(1)3(1)4(116151412  kkkkk ddddddddV  + 

)1(1)2(1)3(1)4(11615113  kkkkk ddddddVdV  + )1(1)2(1)3(1171613114  kkkk ddddddVdV  +

)1(1)2(1)3(118171413115  kkkk dddddddVdV  +

)1(1)2(1)10(11918151413116  kkk ddddddddVdV   
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+   

+ )1(1)2(1)5(1)6(1)7(116151413114   kkkkkkk dddddddddVdV   +  

)1(1)4(1)5(1)6(1)7(116151413113   kkkkkkk dddddddddVdV    +  

)3(1)4(1)5(1)6(1)7(116151413112  kkkkkkk dddddddddVdV   + 

)2(1)3(1)4(1)5(1)6(11615141311  kkkkkk dddddddddVV  ]                        (8) 

再看圖 14 的圓內接四邊形 121 kk AAAA ，可得等式； kkkkk dVVVdd 2)1(11)1(2    ，再 

將 ( 8 ) 式 代 入            )1(11)1(2 kkkk VVVdd 
 )1(1)2(1)3(1151413

1

kkk dddddd 
 

[ )1(1)2(1)3(1)4(116151412  kkkkk ddddddddV  + )1(1)2(1)3(1)4(11615113  kkkkk ddddddVdV  +

)1(1)2(1)3(1171613114  kkkk ddddddVdV  + )1(1)2(1)3(118171413115  kkkk dddddddVdV  +

)1(1)2(1)10(11918151413116  kkk ddddddddVdV   

+   

+ )1(1)2(1)5(1)6(1)7(116151413114   kkkkkkk dddddddddVdV   +  

)1(1)4(1)5(1)6(1)7(116151413113   kkkkkkk dddddddddVdV    +  

)3(1)4(1)5(1)6(1)7(116151413112  kkkkkkk dddddddddVdV   + 

)2(1)3(1)4(1)5(1)6(11615141311  kkkkkk dddddddddVV  ]                        (9) 

將 (9)式等號兩側各項同乘以 )1(1)2(1)3(1)4(116151413  kkkk dddddddd  ，再展開，整理， 

按順序排列得；  )1(2 kd  kkkkkk dddddddddd 1)1(1)2(1)3(1)4(1)5(116151413   

)1(2 kVV kkkkk dddddddd 1)1(1)2(1)3(1)4(1161514  +

kkkkkk dddddddVVV 1)1(1)2(1)3(1)4(116151)1(3   +

kkkkk dddddddVVV 1)1(1)2(1)3(11716131)1(4    +

kkkkk ddddddddVVV 1)1(1)2(1)3(1181714131)1(5     

+   

+ kkkkkkkk ddddddddddVVV 1)1(1)2(1)5(1)6(1)7(1161514131)1(4    + 

kkkkkkkk ddddddddddVVV 1)1(1)4(1)5(1)6(1)7(1161514131)1(3     + 

kkkkkkkk ddddddddddVVV 1)3(1)4(1)5(1)6(1)7(1161514131)1(2    +

)2(1)3(1)4(1)5(1)6(1161514131)1(1  kkkkkkk dddddddddVVV   +



科學教育月刊 第 433 期 中華民國 109 年 10 月 

- 34 - 

)1(1)2(1)3(1)4(1161514131  kkkkk ddddddddVV                                (10) 

先來比對 (10)式與 (6)式，知 (10)式內的毎一項都比 (6)式中的各對應項多出一個線段長

度， (10)式中等號兩側的毎一項內涵都由 )1( k 個線段長度依順序相乘積組合而成。

其等號右側也由共計有 )1( k 個乘積項的項數按序相加組合而成。  

繼續再將此方程式 (10)式的所有各項依順序改寫成下列等價方程式 (11)式；    

)1(2 kd  ]1)1[(1]2)1[(1]3)1[(1]4)1[(1]5)1[(116151413 kkkkk ddddddddd              

)1(2 kVV 161514 ddd ]1)1[(1]2)1[(1]3)1[(1]4)1[(1]5)1[(1  kkkkk ddddd  +   

)1(3 kVV 16151 ddV ]1)1[(1]2)1[(1]3)1[(1]4)1[(1]5)1[(1  kkkkk ddddd  +   

)1(4 kVV 1716131 dddV  ]1)1[(1]2)1[(1]3)1[(1]4)1[(1]5)1[(1  kkkkk ddddd  +  

181714131)1(5 ddddVVV k  ]1)1[(1]2)1[(1]3)1[(1]4)1[(1]5)1[(1  kkkkk ddddd  +  

)10(119181514131)1(6 ddddddVVV k  ]1)1[(1]2)1[(1]3)1[(1]4)1[(1]5)1[(1  kkkkk ddddd  +  

+     

+ ]1)1[(1]2)1[(1]3)1[(1]6)1[(1]7)1[(1161514131)1(]5)1[(   kkkkkkk dddddddddVVV   + 

]1)1[(1]2)1[(1]5)1[(1]6)1[(1]7)1[(1]8)1[(1161514131)1(]4)1[(   kkkkkkkk ddddddddddVVV    + 

]1)1[(1]4)1[(1]5)1[(1]6)1[(1]7)1[(1161514131)1(]3)1[(   kkkkkkk dddddddddVVV   +

]3)1[(1]4)1[(1]5)1[(1]6)1[(1]7)1[(1161514131)1(]2)1[(  kkkkkkk dddddddddVVV   +

]2)1[(1]3)1[(1]4)1[(1]5)1[(1]6)1[(1161514131]1)1[(  kkkkkk dddddddddVV              (11) 

再來比對 (11)式與 (6)式，很清楚地知悉兩方程式的型態結構完全相同；這樣就證明了

只要 (6)式成立可以推導出方程式 (11)式也成立。  

從上述嚴謹證明過程的(A1).開始到(A6).獲得 (11)式，顯示了完整的數學歸納法證明完

成，即先證明 4n 、5、6 時，方程式 (2)式成立，再假設此 kn  ， 7k  時，方程式 (2)

式成立，而繼續再證明當 1 kn ，方程式 (2)式亦順勢推理成立。 所以，對於整體任意

自然數 n ， 4n ，方程式 (2)式均自然完全成立。 

 

[B] 歸納編製出圓內接 n邊形類托勒密定理狹義方程式的基本法則  

理論上求證方程式 (2)式時，由圖形的一般性，直觀的選取頂點 1A 作為定點，再由此 

定點 1A 作出( 3n )段對角線長 jj dAA 11  ， )1(3  nj ，這些對角線都集中相交在定

點 1A 處而不再有其它相互的交點，另由頂角 1A 所正對的圓周對應弦長 nd2 。下圖 4。這個  
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被比對歸納編製成的方程式 (2)式的兩則基本法則是；  

    

圖 4                           圖 15 

[基本法則 1]  方程式的等號左側內容是定點處的頂角 1A 在此圓的圓周所張開的對角線長

nd2 與由此定點 1A 所牽引出的( 3n )段對角線長的連乘積，其線段內涵完全

沒有牽涉到各邊邊長，此項對角線長連乘積項完整的型態結構內容是；  

 





1

3
12

n

i
in dd )1(1)2(1)3(1)4(1161514132  nnnnn ddddddddd   。  

[基本法則 2]  方程式的等號右側內容總計有( 2n )項，且毎項都不一樣，且毎一項都是由

相異的( 2n )條線段長度的連乘積所形成，各項需詳盡描述於下：  

先將圖 4 中圓內接多邊形內的所有線段長作區分成 2 個集合；第 1 集合是與指定點  

1A 有直接相連結關係的線段長，其為 { nV , 1V , 13d , 14d , 15d ,…, )2(1 nd , )1(1 nd }，此集合總計有 

( 1n )條線段長。第 2 集合是此多邊形上與定點 1A 無直接相連結的其餘邊長線段長，其依

圖形順序排列為   { 2V , 3V , 4V , 5V ,…, 4nV , 3nV , 2nV , 1nV }，而觀察此集合得總計有( 2n )

條依順序排列出的邊長線段長。  

歸納編製方程式 (2)式的要領：是要在第 2 集合內依序取出 1 元素，並與第 1 集合內

相異的( 3n )條適當線段長相乘以形成不同連乘積的各項，操作如下； 

(B1) 方程式等號右側內第 1 項是由第 2 集合內最末 1 個邊長元素 1nV 所引領的項；邊長

1nV 要和第 1 集合內的( 3n )條線段長形成連乘積，看圖 15，與邊長 1nV 有直接相  

連結關係的線段是 nV 和 )1(1 nd ，自第 1 集合元素內扣掉這兩者，還有( 3n )個元素，

其 為  { 1V , 13d , 14d , 15d , 16d ,…, )3(1 nd , )2(1 nd  } ， 則 第 1 項 的 線 段 長 連 乘 積 為

)2(1)3(1)4(1)5(115141311  nnnnn dddddddVV   ，是個有( 2n )條線段長度連乘積的項。  

(B2) 方程式等號右側內第 2 項是由第 2 集合內第 1 個元素 2V 所引領的項；邊長 2V 要和第

1 集合內的( 3n )條線段長形成連乘積，看圖 15，與邊長 2V 有直接相連結關係的線

段是 1V 和 13d ，自第 1 集合元素內扣掉這兩者，還有( 3n )個元素，其為 { nV , 14d , 15d , 

16d ,…, )3(1 nd , )2(1 nd , )1(1 nd } ， 則 第 1 項 的 線 段 長 連 乘 積 為

)1(1)2(1)3(1)4(11615142  nnnnn dddddddVV   ，是個有( 2n )條線段長度連乘積的項。  
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(B3) 由圖 15 知，與邊長 3V 有直接相連結關係的線段是 14d 和 13d ，扣掉這兩者，則第 3 項  

的( 2n )條線段長連乘積為   )1(1)2(1)3(1)4(1161513  nnnnn ddddddVVV   。  

(B4) 由圖 15 知，與邊長 4V 有直接相連結關係的線段是 14d 和 15d ，扣掉這兩者，則第 4 項  

的( 2n )條線段長連乘積為   )1(1)2(1)3(1)4(1161314  nnnnn ddddddVVV   。 

(B5)        

(B6) 與 邊 長 3nV 有 直 接 相 連 結 關 係 的 線 段 是 )3(1 nd 和 )2(1 nd ， 則 此 第 ( 3n )項 的 所 有

( 2n )條線段長連乘積為   )1(1)4(1)5(1)6(115141313   nnnnnn dddddddVVV     。 

(B7)   與 邊 長 2nV 有 直 接 相 連 結 關 係 的 線 段 是 )2(1 nd 和 )1(1 nd ， 則 此 第 ( 2n )項 的 所 有

( 2n )條線段長連乘積為   )3(1)4(1)5(1)6(115141312  nnnnnn dddddddVVV     。 

現在特將上述第 1 項、第 2 項、第 3 項、、第 ( 4n )項、第 ( 3n )項、第 ( 2n )

項   等總計有 ( 2n )項的結果全部相加起來，就必得到 [基本法則 2]  所規範出方程式公式

(2)式的等號右側按序排列完整精確的詳盡內容！  

只要遵循上述研究歸納出的 2 個基本法則，任何學習者皆能自己編列出屬於這圓內

接一般化多邊形類托勒密定理狹義方程式 (2)式的精準完備內容。 

 

[C] 圓內接 n邊形類托勒密定理狹義方程式的深化統合性    

方程式(2)式的結構型態完全統一了圓內接任意邊形類托勒密定理狹義方程式的所有

圖形情況，請檢視以下敘述所作任意縮減圖形推理的統合分析過程； 

    
圖 16 

(C1) 見上圖 16，若使頂點 6nA ， 5nA ，…， 1nA 等都聚集一起同步趨近於頂點 nA ，則頂

點 6nA ， 5nA ，…， 1nA 必疊置於頂點 nA 上，使 nn AA 1 = 01 nV = 2nV = 3nV = … =

6nV ，代入 (2)式，而 nn dAA 22  要變換成 )6(262   nn dAA ，方程式(2)式就縮減修正

為下式； 



 

1

3
1)6(2

n

i
in dd )1(1)2(1)3(1)4(116151413)6(2  nnnnn ddddddddd   
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= )1(1)2(1)3(1)4(11615142  nnnnn dddddddVV  + )1(1)2(1)3(1)4(1161513  nnnnn ddddddVVV   

+ )1(1)2(1)3(117161314  nnnn ddddddVVV  + )1(1)2(1)3(11817141315  nnnn dddddddVVV   

+ )1(1)2(1)3(1)10(1191815141316  nnnn dddddddddVVV   +   

+ )1(1)2(1)3(1)4(1)5(1)6(1)7(1)10(11615141319   nnnnnnnnnn ddddddddddddVVV   

+ )1(1)2(1)3(1)4(1)5(1)6(1)9(11615141318   nnnnnnnnn dddddddddddVVV   

+ )1(1)2(1)3(1)4(1)5(1)8(11615141317   nnnnnnnn ddddddddddVVV   

，再將上列的縮減修正式全部除以 )1(1)2(1)3(1)4(1)5(1)6(1  nnnnnn dddddd ，得下式； 





 

7

3
1)6(2

n

i
in dd )7(1)8(1)9(1)10(116151413)6(2  nnnnn ddddddddd   

= 1615142 dddVV n )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd + 161513 ddVVV n )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd  

  + 17161314 dddVVV n  )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd  +  

   1817141315 ddddVVV n  )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd  + 

   )10(1191815141316 ddddddVVV n  )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd  +     

   + )7(1)10(11615141319   nnnn ddddddVVV    + )9(11615141318  nnn dddddVVV   

      +  )6(1)8(11615141317  nnnn ddddddVVV                               (12) 

至此， n 邊形已經退化成 )6( n 邊形，圖 16 中頂點 6nA 與頂點 nA 處在同一位置，頂

點 6nA 蓋 住 了 頂 點 nA ， 所 以 線 段  1AAn = nV 要 變 換 成 線 段  16 AAn = 6nV ， 相 對 地 ，

61)6(1   nn AAd 也要變換成 16 AAn = 6nV ，方程式 (12)式也要變換成下式； 

  



 

7

3
1)6(2

n

i
in dd )7(1)8(1)9(1)10(116151413)6(2  nnnnn ddddddddd   

  = 16151462 dddVV n )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd + 171615163 dddVVV n )7(1)8(1)9(1  nnn ddd  

  + 171613164 dddVVV n  )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd  +  

   18171413165 ddddVVV n  )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd  +  

   )10(11918151413166 ddddddVVV n  )7(1)8(1)9(1)10(1  nnnn dddd  +     

   + )7(1)10(116151413169   nnnn ddddddVVV    + )9(1)10(116151413168  nnnn ddddddVVV   

      +  )8(1)9(1)10(11615141317  nnnn dddddddVV                             (13) 
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方程式   (13)式即為證明出的圓內接 )6( n 邊形類托勒密定理狹義方程式！ 

由上述完整推演可知：方程式(2)式實已涵蓋統一了圓內接 )6( n 邊形 (13)式。 

方 程 式   (13)式 的 等 號 右 側 總 計 有 ( 8n )項 式 依 序 相 加 而 成 ， 且 毎 一 項 也 都 由

( 8n )個相異線段長度依順序連乘積組合成型。  

(C2) 若換成使頂點 4A ， 5A ， 6A ，… ， 1nA 等都聚集一起同步趨近於頂點 nA ，則頂點

4A ， 5A ， 6A ，… ， 1nA 必疊置於頂點 nA 上，使 nn AA 1 = 01 nV = 2nV = 3nV … 

= 6V 5V 4V ，代入 (2)式，方程式(2)式的等號右側就剩下 2 項為下式；  







1

3
12

n

i
in dd  )1(1)2(1)3(1)4(1161514132  nnnnn ddddddddd   

= )1(1)2(1)3(1)4(11615142  nnnnn dddddddVV  + )1(1)2(1)3(1)4(1161513  nnnnn ddddddVVV   

，而 nn dAA 22  要變換成 2442 dAA  ，且公因式 )1(1)2(1)3(1)4(11615  nnnn dddddd   

要消去，則上式化成下式； 141324 ddd = 142 dVV n + 13 VVV n ，現在 nV 要變換成 4V  

，退化成四邊形 4321 AAAA ，而等號兩側的 14d 也要變換成 4V ，代入後再化簡 

，最後即得出托勒密狹義方程式； 1324dd  = 42VV + 13VV   ( Ptolemy theorem )。 

所以，方程式(2)式也深化並涵蓋統一了托勒密狹義方程式！至此，以上所有的 

推演驗證過程再次強化了本文各節次內容裡所有公式獲得證明的嚴謹理論基礎！ 

 

參、結論  

1  本文一系列的探討演繹過程自始至終都以邊長和對角線段長的相互依循關係來作推理，

其間所有的方程式敘述內容中無任何一項牽扯到多邊形的任意頂角，不須應用到頂角的

輔助性質，就能美妙精緻地推證出方程式(2)式，這都是高瞻遠矚的托勒密狹義方程式的

大功勞！本文全盤的擘劃是經由開始搜尋主題，觀察演練，比對結果，特徵分類，彙整

歸納，統合編著等等依序的完整實務處理步驟，一步一腳印的確實演算並體驗歸納分析

的抽 象 複雜 意念 而 終能 成就 出 豐盛 甘醇 的 美果 ！這 些 有效 率的 操 作行 動步 驟 是提 供 了

思考、解決問題的六大流程！一旦發掘到新主題，只要循序漸進分析探討，配合經驗與

智慧的融合，就能試煉出豐富的整合創意能力，發覺新意象，進而生產營造新事物。  

2. 本主題採取常受廣泛運用的數學歸納法來推理引證既平快順勢又適切合宜，是因演繹時

必須自四邊形應用開始，而逐步證明出五邊形、六邊形、七邊形、… 至 1 kn 邊形，

無法簡潔地以跳躍方式直接證明出七邊形或二十邊形或 n 邊形，這些詳情盡在 [A].節次

的內容裡充分展現出來。同時，所歸納出的[基本法則]指導分針更使眾人都能按部就班、
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輕快無惑地編寫出需要的圓內接多邊形方程式。 

3. 圓內接 n 邊形類托勒密定理狹義方程式其內容竟然是由選出一個頂點為定點開始發展；

由選 定點 的 頂角 在圓 周 所張 開的 對 角線 長與 由 此定 點所 引 出的 ( 3n )段對 角線 長按 順

序的連乘積這個特徵思維所起動，再引發了各邊長所引領的相異線段連乘積項，因而組

合連結成同類型的各圖形方程式，也促使集結各圖形方程式的共同一致規律特性而歸納

編理出 2 個基本法則。依循著這樣的法則即能順暢精準的規範排列出所有方程式的各

個完整要項。 

4. 明顯地，本文就是圓內接四邊形托勒密定理的深化推廣！將四邊形延伸一般化到圓內接

多邊形的任意情形，所以，方程式 (2)式就完美統一了圓內接多邊形同類型的任何方程

式，使托勒密定理、圓內接五邊形、圓內接六邊形、…、圓內接 2n 邊形、圓內接 1n

邊形等 公式 都成為 圓內 接 n 邊形 方程 式 (2)式的 特 例！本 文為 作者自 我發 想的創 作探 討

作品。 
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