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一般形平面凸六邊形類托勒密定理 
狹義方程式(下) 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

【(續)科學教育月刊第 431 期第 41 頁之後】  

 

五、一般形平面凸六邊形類托勒密定理狹義方程式的回溯 

[A] 現 在 要 將 一 般 形 平 面 凸 六 邊 形 的 方 程 式 (11)式 以 縮 減 圖 形 法 來 導 證 出 一 般 形 平 面 凸

五邊形的類托勒密定理狹義方程式。以下為縮減證明的詳細過程； 

(A1) 對方程式 (11)式言，其等號右側裡出現有 3 組由 1V 運算組合的  { }項如下； 
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， 先 將 此 類 1V 運 算 組 合 項 回 溯 轉 換 成


















 


 


4

2

4

21

4

343

1

13

)]()sin[(

)sin(

i i ii

i i

AV

AV

V

d




，則方程式 (11)式轉換後變成下列方程式； 
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(A2) 將下圖 19.凸六邊形的頂點 2A 平移趨近到 3A ，為使消除 123 AAA 而縮減成一般形  

平面凸五邊形 65431 AAAAA ，如下圖 20.，則得 02  ， 02 A ， 02 V ， 3626 dd  ,

0sin 2 A ，直接代入方程式 (11-1)式中，化簡、再整理，得下式； 

 

     

圖 19                       圖 20 
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3626 dd  ， 0sin 2 A ，直接代入方程式 (11-1)式中，化簡、再整理，得下式； 
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(A3) 再從方程式 (11-2)式中約去公因式     
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圖 21                           圖 22 

(A4) 再看圖 21.圖 22.，圖形縮減後
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再看圖 22.，圖形縮減後得知 113 Vd  ，代入 (11-3)式並再約去 1V ，化簡， 
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(A5) 將方程式 (11-4)式中的所有角度與邊長右下標記數碼作下列轉換；3 轉換成 2，4 轉

換成 3，5 轉換成 4，6 轉換成 5，得下列 (12*)式；見下圖 23.， 
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圖 23 

，此處    滿足圖 23.內 521 AAA 中的  tan
151

15

cos

sin

AVV

AV


  的關係式。改寫成  



科學教育月刊 第 432 期 中華民國 109 年 9 月 

- 22 - 
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對圖 23.的凸五邊形言，由  5432 AAAA  234   3  ，(12)式再轉換

成下式；  
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，此處    滿足圖 24.內 521 AAA 中的  tan
151

15

cos

sin

AVV

AV


  的關係式。  

圖 24.明確表徵著方程式 (12)式、 (13)式即為在選取共圓三角形 431 AAA 的外接圓

情況下所證明出兩個等價的一般形平面凸五邊形類托勒密定理狹義方程式。  
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圖 24 

 

[B] 繼 續 要 將 一 般 形 平 面 凸 五 邊 形 的 方 程 式 (13)式 以 縮 減 圖 形 法 來 導 證 出 一 般 形 平 面 凸

四邊形的類托勒密定理狹義方程式。以下為縮減證明的詳細過程；   

(B1) 對方程式 (13)式等號左側的單一項先以圖 24.的  1525 sinsin AVd  作轉換，將   
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(B2) 將下圖 25.凸五邊形的頂點 5A 平移趨近到 1A ，為使消除 154 AAA 而縮減成一般形  

平面凸四邊形 4321 AAAA ，如下圖 26.，則 414 Vd  ， 04  ， 05 A ， 05 V ，將 

04  ， 05 A ， 05 V ， 0sin 5 A ，代入方程式 (13-1)式中，化簡得下式； 
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.     

圖 25                  圖 26 

(B3) 再將 414 Vd   代入上列方程式 (16-2)式中，約去公因式 4V ，得下式； 
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(B4) 見下圖 27.，將上列方程式 (13-3)式中的各角度組合作轉換，其過程如下； 

  

圖 27 

32 AA  2 342   A    32sin( AA   )2 )sin( 34  A        (Bd*-1) 

3A 23   422 AA         3sin(A )sin() 4223 AA       (Bd*-2) 

32 AA  23   42 A        32sin( AA  423 sin) A        (Bd*-3) 
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將 (Bd*-1)式、 (Bd*-2)式、 (Bd*-3)式三者一起同步代入 (13-3)式中，化簡得下式；  
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觀察圖 27.，對 421 AAA 言，必有關係式 1424 sinsin AVd  存在，代入 (13-4)式中， 

得；  
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        (14) 

，此處    滿足圖 27.中 421 AAA 的  tan
141

14

cos

sin

AVV

AV


   的關係式 。 

上圖 27.明確表徵著方程式 (14)式即為在選取共圓三角形 431 AAA 的外接圓情況下所

成功證明出的一般形平面凸四邊形類托勒密定理狹義方程式。 

 

綜上所述即確認：推廣的一般形平面凸六邊形的類托勒密定理狹義方程式 (11)式實已

完全涵蓋統合了圓內接六邊形、一般形平面凸五邊形及圓內接五邊形、一般形平面凸四邊

形及圓內接四邊形等 5 種圖形的類托勒密定理狹義方程式。 

 

 

參、結論  

1. 綜合全文推證演繹的結果再來對照比較作者之前所發表的一般形平面凸六邊形、一般形

平面凸五邊形、一般形平面凸四邊形等兩相鄰交叉對角線長度乘積的餘弦表示式方程式，

以其按順序歸納列式比對如下，可以清楚分辨出此 3 種圖形其 3 類方程式的相異特殊

型態結構；  

(1a) 平面凸四邊形其 3 類方程式的相異特殊型態結構分別明列對照於下； 

i. 圓內接四邊形托勒密定理狹義方程式；   42312413 VVVVdd              (3) 

ii. 推廣的一般形平面凸四邊形的類托勒密定理狹義方程式 (14)式； 
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           (14) 

需註明的是 (14)式中的    滿足  tan
141

14

cos

sin

AVV

AV


   的關係式。 
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iii. 推廣的一般形平面凸四邊形的托勒密定理餘弦表示式方程式； 
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(1b) 平面凸五邊形其 3 類方程式的相異特殊型態結構分別明列對照於下； 

i. 圓內接五邊形托勒密定理狹義方程式； 
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ii. 推廣的一般形平面凸五邊形的類托勒密定理狹義方程式 (13)式； 
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需註明的是 (13)式中的    滿足  tan
151

15

cos

sin

AVV

AV


  的關係式  。  

iii. 一般形平面凸五邊形兩相鄰交叉對角線長度乘積的餘弦表示式方程式； 
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          554
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2313215 cos2)cos(2 AVVVAAVVVV                   (17) 

(1c) 平面凸六邊形其 3 類方程式的相異特殊型態結構分別明列對照於下； 

i. 圓內接六邊形托勒密定理狹義方程式； 

   215146315614136151413126151413 VddVVdVVVdVVVddVdddd             (9) 

ii. 推廣的一般形平面凸六邊形的類托勒密定理狹義方程式 (11)式；(略)。 
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iii. 平面凸六邊形兩相鄰交叉對角線長度乘積的餘弦表示式 (18)式；(略)。 

方程式 (15)式~(18)式的證明需詳閱參考文獻表列中的篇目：平面凸多邊形內臨近周邊兩

相鄰交叉對角線長度乘積方程式 (上 )與 (下 )全文，必能明辨其內涵。也可知悉任一種平

面凸多邊形都能尋找出其 3 類方程式的相異特殊型態結構。 

2. 因任意三個不共直線的點必定共圓，使得適當選定多邊形中三個頂點共圓的特徵要領成

為思考研析的重要方針，亦是引導推理解題的有效概念。當選取多邊形中不同組三個頂

點共圓的情況時會推演出相異的方程式結果，而這些結果應該是類同的，只是相異修正

項分別出現在方程式內不同位置的轉換。所以，一般形平面凸多邊形各圖形都必將證明

出 2 個或 2 個以上的相異型態內涵方程式。  

3. 對照比較圓內接多邊形與一般形平面凸多邊形的相對應方程式內涵，發現非常有趣的事

是；第 i.類圓內接多邊形方程式內涵裡僅單純出現通過被選定頂角 1A 的所有對角線長  

及頂角 1A 的對應弦長 nd2 和各邊長等乘積組合，而後者第 ii.類方程式內涵裡卻出現了多  

邊形的多個頂角與分角的各相異組合，也多形成好幾個修正項。修正項內盡是由 sine 函

數形成分式項組合。第 iii.類方程式內涵裡毎ㄧ項都顯示出長度四次方的量綱，而角度

僅呈現頂角組合的 cosine 函數型。相對地，後者 ii.與  iii.類方程式裡的內涵更具豐富與

多樣化。本文為作者承續圓內接多邊形頂角的合分角正弦值、餘弦值關係方程式研究後

的另一延伸自我發想的探討作品，在此希望拋出一個研討方向以導引探索出最佳方案來

推演出廣泛的ㄧ般形平面凸多邊形頂角的合分角正弦、餘弦值與對角線長、各邊長等關

係方程式！ 
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