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一道 AMC12的代幣遊戲題 

蘇柏奇* 游淑媛  
苗栗縣立興華高級中學  

在 2004 年 AMC12 試題中看到一個代幣遊戲，其規則為：「每回合持有最多代幣者須

分給其他每一位參與者 1 枚代幣，並放 1 枚代幣於回收桶中；當有一位參與者沒有代幣

時，則遊戲結束。」並問 A、B、C 三人玩此遊戲，在遊戲開始時分別持有 15、14、13 枚

代幣，則遊戲開始到結束，共進行了多少回合？我們以數對 (15,14,13)代表 A、B、C 之代

幣數，操作三次：  

)12,13,14()15,12,13()14,15,12()13,14,15(  ，  

發現過程中，三人依序變成持有最多代幣者，因此，三人都分給他人一次（數量減少 3 枚）、

收到兩次（數量增加 2 枚），合計經三回合後，三人的代幣數皆少 1，進一步得：  

)2,3,0()1,2,3(...)11,21,31()21,31,41()13,14,15( 3333  次次次次
 

故原題所問之回合數為： 3713)315(  。  

本文將討論一般的情形。先討論若有多人同時持有最多代幣時，該如何分？不妨設 A、

B 兩人最多時，即設 ),,( yxx , yx  , 此時，有兩種分法：  

1. 由 A 分給其他人 )1,1,3(),,(  yxxyxx ；  

2. 由 B 分給其他人 )1,3,1(),,(  yxxyxx ；  

兩種情形 )1,1,3(  yxx 及 )1,3,1(  yxx 皆再變成 )2,2,2(  yxx 。亦即不論由

誰先分，都得到相同結果，故後續遇到多人同為持有最多者，不妨規定由編號較前者將代

幣分給其他人，並規定初始狀態 ),,( zyx 必有 zyx  。以下將依序討論兩人、三人及多

人的情形，藉由移動時的循環，得到簡化計算回合數的方法。  

 

壹、兩人的情形  

我們操作 (5,3)、 (5,4)、 (5,5)，並將移動過程標示在直角坐標平面：  

 

*為本文通訊作者  
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發現移動的方式和象棋中的馬走日的方式相同，

直線 L: xy  將平面分割為左上區與右下區，移

動方式有二：  








yxyxyx

yxyxyx

,)2,1(),(

,)1,2(),(
 

因為初始狀態 ),( yx 必有 yx  ，故起始點會在右

下區或 L 上。依照規則，會逐漸向 L 靠近，直至

落在 L 或左上區：(1)當落在 L 上時，經過兩個回

合，又回到 L 上；(2)進入左上區者，則會反覆在

兩區間移動。進一步歸納三種情形如下：   

 

不難得到













)1,1()1,(),2(

)1,()1,1(),1(

)1,1()1,2(),(

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

，歸納結論如下：  
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結論 1 

  ),( xtx  , 2,1,0t , 2x 經過兩回合變成 )1,1(  xtx 。  

再討論結束遊戲的回合數。先考慮：任意情形皆能完成嗎？若兩人持有數皆小於 2 枚

時，即 (1,1)，遊戲無法結束。若數對移成 (1,1)，則此數對也無法形成一堆狀態，用反推的

方式，得到 ),()2,1()1,2( yxyxoryx  .亦即 )1,1()3,0()0,3( or ，但 (3,0)、(0,3)

皆已完成遊戲，即沒有數對能移動為 (1,1)。接著考慮：除了 (1,1)外，任意情形皆能完成嗎？

假設 ),( yx 經過 r 回合 ),2(),(  ryrxyx r  次
仍在右下區或 L 上（但第 r+1 回合會到

左上區），分三類討論如下：  

1. ),(),2( ppryrx  ：（由 ryrx  2 得 x, y 滿足 ryx 3 ）  

  ),2( ryrx  經 )22(2  rx 回合變成 )2,2( ，再經 1 回合變成 )3,0( ；  

   )3,0()2,2(...),2(...),(
 1 )22(2 次次次





rxr

ryrxyx  

 即共經 33)(23321)22(2  yxyxxrxrxr 回合變成 )0,3( . 

2. ),1(),2( ppryrx  ：（由 12  ryrx 得 x, y 滿足 13  ryx ）  

  ),2( ryrx  經 )22(2  rx 回合變成 )1,2( ，再經 1 回合變成 )2,0( ；  

   )2,0()1,2(...),2(...),(
 1 )22(2 次次次





rxr

ryrxyx  

即 共 經 23)1(23321)22(2  yxyxxrxrxr 回 合 變 成 )2,0( . 

3. ),2(),2( ppryrx  ：（由 22  ryrx 得 x, y 滿足 23  ryx ）  

  ),2( ryrx  經 )32(2  rx 回合變成 )1,3( ，再經 2 回合變 )0,2( ；  

  )0,2()2,1()1,3(...),2(...),(
 2 )32(2 


次次次


 rxr

ryrxyx  

即共經 24)2(24322)32(2  yxyxxrxrxr 回合變成 )0,2( . 

第二、三項之結果可以合併，歸納結論如下：  

 

結論 2 

1. (1,1)無法結束遊戲。  

2. 完成 )1,1(),( yx 所需的回合數為







ryxyx

ryxyx

3 ,2

3 ,3

當

當
。  
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貳、三人的情形  

若將三人持有代幣數的數對標示在空間坐標中，則三種遊戲進行方式之點的移動路徑

相當於穿越 311 長方體的對角線：  

 

 

因不易在空間坐標中標示移動路徑，改用下列方式來記錄 (6,5,1)變成 (0,3,3)的過程，簡記

如右下：  

 

 

在過程發現兩堆差才是重點，定義







zyt

yxs
，就 s、t 的正負與移動方式分析如下，另外，

移動後的情況記為 ),,( zyx  ，並定義







zyt

yxs
：  

 

x, y, z 關係  s, t 關係 兩堆差變化  兩堆差坐標位置變化  

zyx   

 

0

0




t

s
 

)1,1,3(),,(  zyxzyx








tzyt

syxs

)1()1(

4)1()3(
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x, y, z 關係  s, t 關係 兩堆差變化  兩堆差坐標位置變化  

yzx   

 

0

0

0





ts

t

s )1,1,3(),,(  zyxzyx








tzyt

syxs

)1()1(

4)1()3(
 

 

zxy   

 

0

0

0





ts

t

s

)1,3,1(),,(  zyxzyx








4)1()3(

4)3()1(

tzyt

syxs

 

xzy   

 

0

0

0





ts

t

s

 

 

yxz   

 

0

0

0





ts

t

s

 

)3,1,1(),,(  zyxzyx








4)3()1(

)1()1(

tzyt

syxs
 

 

xyz   

 

0

0




t

s
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以下討論兩軸及 0 ts 上的情形：  

 

x, y, z 關係  s, t 關係 兩堆差變化  兩堆差坐標位置變化  

zyx   

 

0

0




t

s
 

)1,1,3(),,(  yxxyxx  








tt

ss 4
 

 

zyx   

 

0

0




t

s
 

 

yzx   

 

0

0




t

s
 

0 ts

 

zyx   

 

0

0




t

s
 

)3,1,1(),,(  yxxyxx  








4tt

ss
 

 

zyx   

 

0

0




t

s
 

)1,3,1(),,(  yyxyyx








4

4

tt

ss
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x, y, z 關係  s, t 關係 兩堆差變化  兩堆差坐標位置變化  

yzx   

 

0

0




t

s
 

0 ts

)1,3,1(),,(  xyxxyx








4

4

tt

ss
 

 

 

根據上述討論結果，歸納分割為三個區域，  

1. 右方藍色區域







0

0

ts

s
（含兩個邊界）的點會向左移動 4 格；  

2. 左上黃色區域






0

0

t

s
（含其中一個邊界）的點會右移 4 格下移 4 格；  

3. 下方紫色區域







0

0

ts

t
（不含邊界）的點會上移 4 格，  

各區域的移動方式如下圖左：  

         
 

我們考慮 ),,( zyx , zyx  , 因為







0

0

zyt

yxs
, 所以初始位置必在第一象限或 x, 

y 兩軸的正向上，根據上述區域的移動方式，將平面分成五個區域 A 區






4

04

t

s
、B 區







4

0

t

s
、 C 區







4

4

t

s
、 D 區








30

4

t

s
、 X 區








30

30

t

s
（ 如 上 圖 右 ）， 設 初 始 狀 況 為
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),,( xtxtsx  ， 並 設







tkt

shs

4

4
, 3,0  ts ， 即 初 始 狀 態 為

),4,44( xtkxtkshx  ，且為 s-t 平面上的點 )4,4( tksh  ，分別討論如下：  

 

1. B 區 )4,( tks  向左移動 4 單位進入 A 區，再右移 4 單位、下移 4 單位進入 B 或 X

區，合併兩回合之變化為下移 4 單位，故 B 區的點經 2k 回合後變成 X 區 ),( ts  ；  

2. C 區 )4,4( tksh  每回合左移 4 單位，先經 h 回合後進入 B 區 )4,( tks  ，B 區

的點兩回合下移 4 單位，經 2k 回合後變成 X 區 ),( ts  ，即 C 區的點經 kh 2 回合

變成 X 區 ),( ts  ；  

3. D 區 ),4( tsh  每回合向左移動 4 單位，經 h 回合後變成 X 區 ),( ts  ；  

上述討論可合併為 B、C、D 三區的點經過 kh 2 回合變成 X 區 ),( ts  。  

接下來討論 X 區 ),( ts  的回合數。發現 X 區 16 個點的移動會產生循環，列表如下： 

 

s 
t 

0 1 2 3 

0 

 

1 

 

2 
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s 
t 

0 1 2 3 

3 

 
 

不難看出，可分成兩種循環模式：  

1. 當 30  ts ：經過三次移動後，回到原來的 s、 t 狀態且因各堆代幣各少 1 個，

...)3,3,3()2,2,2()1,1,1(),,(  3 3 3 3  次次次次 cbacbacbacba

2. 當 64  ts ：不會回到原來的 s、 t 狀態，但經過一個回合後，即開始循環，  

  ...)1,1,5(),,4()1,1,3(),,(  3 3 3  次次次 cbacbacbacba  

得到結論：  

 

結論 3 

1. 當 30  ts 時，若 ),,( cba 經過 3r 回合仍未完成遊戲，  

  則 ),,(),,(  3 rcrbracba r  次
. 

2. 當 64  ts 時，若 ),,( cba 經過 1+3r 回合仍未完成遊戲，  

  則 )1,1,3(),,(  31 rcrbracba r   次
. 

以下討論 X 區 16 個點 ),,( xtxtsx  , 3,0  ts 的回合數。首先，當三人持有數

皆少於 3 枚時，即  (1,1,1)、 (2,2,2)、 (2,1,1)及 (2,2,1)無法結束遊戲，另外，以反推方式得

(4,1,1)形成 (1,2,2)，亦無法結束遊戲。而根據結論 3，只要找出 X 區中回合數少的情形即

可，定義 ),,( 000 xtxtsx  最少回和數為 i，則結束遊戲的回和數即為 ixx  )(3 0 ，先  

討論 30  ts 的情形：  
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(s, t) 遊戲過程  i 0x  
回合數  

ixx  )(3 0  

(0,0) 
(1,1,1)、 (2,2,2) 無法結束遊戲  

)4,4,0()3,3,3(   
1 3 83 x , 3x  

(0,1) 
(2,2,1)無法結束遊戲  

)3,4,0()2,3,3(   
1 2 53 x , 2x  

(0,2) )2,4,0()1,3,3(   1 1 23 x , 1x  

(0,3) )0,3,3()3,2,2()2,5,1()1,4,4(   3 1 x3 , 1x  

(1,0) 
(2,1,1) 無法結束遊戲  

)3,3,0()2,2,3(   
1 2 53 x , 2x  

(1,1) )2,3,0()1,2,3(   1 1 23 x , 1x  

(1,2) )0,2,3()3,1,2()2,4,1()1,3,4(   3 1 x3 , 1x  

(2,0) 

)2,2,0()1,1,3(   1 1 1 

)4,0,2()3,3,1()2,2,4(   2 2 43 x , 2x  

(2,1) )3,0,2()2,3,1()1,2,4(   2 1 13 x , 1x  

(3,0) 
(4,1,1) 無法結束遊戲  

)4,0,3()3,3,2()2,2,5(   
2 2 43 x , 2x  

再看 64  ts 的情形，此區的點經過一回合後會進入循環，且將三人持有數重新

由大而小排列後，即為 30  ts 的情形，藉此得到下表：  

(s, t) 遊戲過程  

回合數  

ixx  )(31 0 , 

1x  

(1,3) )4,3,0()1,4,1(),3,4(  4)1(3    次xxxxxxx x3  

(2,2) )4,2,0()1,3,1(),2,4(  4)1(3    次xxxxxxx x3  

(2,3) (0,2,3))1,4,2(),3,5(  1)1(3    次xxxxxxx 33 x  



科學教育月刊 第 431 期 中華民國 109 年 8 月 

- 56 - 

(3,1) )3,0,3()1,2,1(),1,4(  5)1(3    次xxxxxxx  13 x  

(3,2) )2,0,3()1,3,2(),2,5(  2)1(3    次xxxxxxx 23 x  

(3,3) (2,3,0))1,4,3(),3,6(  )1(3    次xxxxxxx  43 x  

歸 納 上 述 討 論 ， 以 刪 除 線 表 示 無 法 結 束 遊 戲 的 情 形 ， 並 將 完 成 ),,( xtxtsx  ,








tkt

shs

4

4
, 3,0  ts 所需回合數以表格呈現如下：  

s' 

t' 
0 1 2 3 

0 

(1,1,1)、 (2,2,2) 

832  xkh ,

3x  

(2,1,1) 

532  xkh ,

2x  

(3,1,1)需 1 回合  

432  xkh ,

2x  

(4,1,1) 

432  xkh ,

2x  

1 

(2,2,1) 

532  xkh ,

2x  

232  xkh ,

1x  

132  xkh ,

1x  

132  xkh ,

1x  

2 
232  xkh ,

1x  
xkh 32  , 1x xkh 32  , 1x

232  xkh ,

1x  

3 xkh 32  , 1x xkh 32  , 1x
332  xkh ,

1x  

432  xkh ,

1x  

 

參、多人的情形  

前節利用兩堆差將空間坐標降為 s-t 平面坐標，並將結果歸納成 X 區之 16 點，在更  

多 人 ),...,,,( 321 nxxxx , 121 ...  nxxx 的 情 形 時 ， 兩 堆 差 01  iii xxd , 

1~1  ni 無法以平面坐標來呈現，不難得到多人遊戲的兩堆差 X 為滿足 ndi 0 的

點 ),...,,( 121 nddd 共有
1)1(  nn 個，數量太多以致於不予逐一討論。 

前節逐一討論了三人遊戲 B、C、D 區進入 X 區的方式，多人遊戲分割區域更多。如  

同三人遊戲之 D 區，多人遊戲也有類似 D 區的區域 nd 1 , nddd n  132 ,...,,0 ，此時，

第 一 人 持 有 最 多 ， 每 回 合 1d 減 少 1n ， 其 他 id 則 無 變 化 ； 再 如 區 域 nd 2 , 

ndddd n  1431 ,...,,,0 ，第一人持有最多，經一回合後， 1d 減少 1n ，其他 id 則無變
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化 ， 因 01  dn ， 變 成 第 二 人 持 有 最 多 ， 再 經 一 回 合 ， 持 有 數 為

)2,...,2,1,1( 321  nxxnxnx ，可能第一人 11  nx 或第三人 23 x 最多，下一  

回合有兩種可能： 











21,

21,

)3...,,2,2,2(

)3...,,3,2,12(

31

31

321

321

xnx

xnx

xnxnxnx

xxnxnx

n

n
 

後續，得把第四人納入考慮，所以再下一回合有三種可能，情況變得相對複雜，不逐一討

論。  

n 人 遊 戲 存 在 n 種 分 法 ， 移 動 過 程 會 逐 步 使 得 兩 堆 差 ndn i  ， n 人 遊 戲

),...,,( 21 nxxx ，兩堆差 ),...,,( 121 nddd ，經一回合後為 ),...,,( ''
2

'
1 nxxx ，兩堆差 ),...,,( '

1
'
2

'
1 nddd 。 

定義 iii ddv  '
來表示兩堆差的變化。當 jx 為最大值時，由











jixx

nxx

ii

jj

,1'

'

算得：  

 






















jjidxxxxxxd

ndnxxxnxxxd

ndnxxnxxxxd

iiiiiiii

jjjjjjjj

jjjjjjjj

,1,)1()1(

)1()1()()1()(

)1()1()()()1(

11
'

1
''

111
'

1
''

111
''

1
'

1

；  

再得：  




















jjiddv

nddv

nddv

iii

jjj

jjj

,1,0

)1(

)1(

'

1
'

1
'

11

；歸納如下：  

 

結論 4 

當 jx 為最大值時，定義 iii ddv  '
表示兩堆差的變化，則















jjiv

nv

nv

i

j

j

,1,0

)1(

)1(1

。  

本節探討：(一)產生循環的充要條件；(二)X 區內進入循環所需次數上界。 

 

（一）產生循環的充要條件 

由結論 4，列出 4~6 人遊戲之 4~6 種分法所對應的 ),...,,,( 1321 nvvvv 如下表，當出現
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n 人輪流為持有最多者時，經此 n 回合後，兩堆差總變化為 0，回到此 n 回合開始前的兩

堆差狀況，故此 n 回合形成一循環。  

              n 
持有最多者  4 5 6 

第一人  )0,0,5(  )0,0,0,6(  )0,0,0,0,7(  

第二人  )0,5,5(   )0,0,6,6(   )0,0,0,7,7(   

第三人  )5,5,0(   )0,6,6,0(   )0,0,7,7,0(   

第四人  )5,0,0(  )6,6,0,0(   )0,7,7,0,0(   

第五人   )6,0,0,0(  )7,7,0,0,0(   

第六人    )7,0,0,0,0(  

顯然，當任一個兩堆差 ndi  時，某人會連續成為持有最多者，故無法在 n 回合內由

n 人輪流為持有最多者，亦即只有 X 區內的點有可能形成循環。何時會在 n 回合內由 n 人

輪 流 為 持 有 最 多 者 ， 進 而 產 生 循 環 ？ 考 慮 X 區 內 的 三 個 特 例

),1,2,3,4,5( xxxxxx  、 ),,,,,( xxxxxx 及 ),,,,,3( xxxxxx  ，經四回合後，皆為

第 5 人最多，第五回合由第 5 人分給其他人，符合 n 人輪流為持有最多者的情形：  

 
 

討論三種一般情形，在經過 j 回合後， 1jx 為持有最多者中編號最小的人，由第 j+1

人分給其他參與者，亦即第 k 回合由編號 k 之參與者分給其他人，進而產生循環：  

 

1. 1id , 1~1  ni  

持有數量為 ),1,...,2,1( xxnxnx  ，進行 j 回合後得
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nijjinxx

jijixx

i

i

,

1,1
。  

2. 0id , 1~1  ni  

持有數量為 ),...,,( xxx ，每人持有數量皆相等，因當持有數量最多者不只一人時，依

規定由編號最小的人分給其他人，進行 j 回合後得







nijjxx

jijnxx

i

i

,

1,1
。  

3. nd  11 , 0id , 1~2  ni  

持有數量為 ),...,,( 1 xxdx  ，進行 j 回合後得














nijjxx

jijnxx

jndxx

i

i

 ,

2 ,1

111

。  

從中觀察：假設初始狀態 ),...,,( 21 nxxx , 其中 nxxx  ...21 ，若能第 k 回合由編號

k 之參與者分給其他人，則產生循環。假設前 j 回合之中，皆滿足第 k 回合由編號 k 之參

與者分給其他人 ( jk 0 )，須滿足第 k+1 回合由編號 k+1 之參與者分給其他人，即編號

k+1 之參與者有 kxk 1 枚為持有最多者，顯然，此時編號 k+1 持有數不小於編號大於 k+1

之參與者，僅須確保編號 k+1 持有數大於編號小於 k+1 之參與者，此 k 人中持有最多者為

持有 11  knx 枚之 1 號參與者，即得 111  knxkxk ，化簡得 111   nxx k ，

對 11  nk 時 皆 須 滿 足 111   nxx k ， 即 須 滿 足 ：
















1

...

1

1

1

31

21

nxx

nxx

nxx

n

， 因

nxxx  ...21 ，只須滿足 11  nxx n …，但若完成 1n 回合時，第 1 人與第 n 人

數量同時為最多，依規則由第 1 人分給其他人，但因兩人數量相同，可視為由第 n 人分給

其他人，即當 …，也形成循環。由、歸納如下：  11  nxx n
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結論 5 

形成循環的充要條件為 11  nxx n ，並有

)1,...,1,1(),...,,( 21
 

21   n
n

n xxxxxx 回合
。  

註：三人遊戲 4 ts 時，依結論 5 即開始循環，如： 

)2,4,6()6,4,2()5,3,5()4,6,4()3,5,7(  ，即 。而前節根

據 平 面 上 位 置 來 歸 納 得 須 經 一 回 合 才 開 始 循 環 ， 如 ：  

)3,5,3()6,4,2()5,3,5()4,6,4()3,5,7(  ，即 )3,5,3()4,6,4()3,5,7(  3   回合
。

兩者最大的差別在於是否根據持有數量多寡而重新排列，所得結果並不矛盾。 

 

（二）X 區內進入循環所需次數上界 

X 區 ( ndi 0 ) 的
1)1(  nn 個 點 皆 滿 足 )1(0 1  nnxx n ， 符 合 結 論 5 條 件

11  nxx n 的點形成循環，其它的點是否與前節三人遊戲一樣，經過若干回合後，也會

進入循環？考慮 11  nxx n …的情形：  

1. 經一回合進入循環：  

持有數量 ),,...,,( 121 nn xxxx  ，經 1 回合為 )1,1,...,1,( 121   nn xxxnx ，  

第 2 人 12 x 最多與第 n 人 1nx 最少，相差為 12  nxx n ，故得經 1 回合進入

循環。  

2. 經兩回合進入循環：  

持有數量 ，經 1 回合為 )1,1,...,1,( 121   nn xxxnx ，  

第二人 12 x 最多、第 n 人 1nx 最少，相差 nxx 2 ，  

(因 ，故第 1 人 nx 1 一定比第 n 人 1nx 持有更多 ) 

若 12  nxx n …，則經第二回合為 )2,2,...,1,1( 121   nn xxnxnx ，  

此時有兩種可能（第一人最多或第三人最多），分別討論如下：  

 

(1) 第一人 11  nx 最多、第 n 人 2nx 最少，相差 11  nxx n ，  

若







11

21

1

31

nnxx

xnx

n

（化簡得







22

1

1

31

nxx

nxx

n

…），則開始進入循環。 

)2,4,6()3,5,7(  3   回合

ts 

),,...,,( 121 nn xxxx 

11  nxx n
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由、、得：若













221

1

1

1

31

2

nxxn

nxx

nxx

n

n

，則經 2 回合進入循環。  

(2) 第三人 23 x 最多、第 n 人 2nx 最少，相差 nxx 3 ，  

若







1

21

3

31

nxx

xnx

n

（化簡得







1

1

3

31

nxx

nxx

n

…），則開始進入循環。 

由、、得：
















1

1

1

1

3

31

2

1

nxx

nxx

nxx

nxx

n

n

n

，而因 21 xx  ，若 12  nxx n 必有 11  nxx n ， 

故簡化得若













1

1

1

3

31

2

nxx

nxx

nxx

n

n

則經 2 回合進入循環。  

由上可得判斷經 2 回合進入循環的條件，顯然經更多回合進入循環的條件更加繁雜。 

 

結論 6：X 區 ),,...,,( 121 nn xxxx  中：  

1. 若







1

1

2

1

nxx

nxx

n

n
，則經 1 回合進入循環。  

2. 若













221

1

1

1

31

2

nxxn

nxx

nxx

n

n

或













1

1

1

3

31

2

nxx

nxx

nxx

n

n

，則經 2 回合進入循環。  

 

接著討論 n 人遊戲進入循環所需回和數的上界，顯然， ndi  , 1~1  ni 時，進入

循 環 所 需 回 合 數 最 多 ， 考 慮 六 人 遊 戲 6id ,  5~1i 的 特 例 ，  

),6,12,18,24,30( xxxxxx  經過 10 回合後，最多 16x 與最少 10x 之差為 6，  

開始進入循環，前 10 回合之過程如下：   
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101615141312

91514131218

81413121817

71312181716

61218171615

51117161521

41016152120

3915212019

2814201925

1713192524

612182430

































xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

 

從中可歸納：  

先經 1 回合，第 2 人持有最多為 1)2(  nnx ，第 n 人持有最少為 1x ，相差 )2( nn ；  

再經 2 回合，第 3 人持有最多為 3)3(  nnx ，第 n 人持有最少為 3x ，相差 )3( nn ；  

再經 3 回合，第 4 人持有最多為 6)4(  nnx ，第 n 人持有最少為 6x ，相差 )4( nn ；  

推得共經過




2

1

n

i

i 回合，第 1n 人持有最多為 





2

1

n

i

inx ，第 n 人持有最少為 





2

1

n

i

ix ，相

差 n ，開始進入循環。歸納如下：  
 

結論 7：X 區 ),,...,,( 121 nn xxxx  中：  

        n 人遊戲進入循環所需回和數的上界為




2

1

n

i

i 。  
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肆、結語  

本遊戲規則是由持有最多的人分給其他參與者 1 枚並放 1 枚代幣於回收桶，故參與

者代幣總合每回合少 1，除了少數狀況外，皆能結束遊戲。多人遊戲時，不論是 X 區的點

數與進入 X 區的過程都相當多類，雖然存在規律，但無法具體得出每種狀況的算式，然

而可以利用 EXCEL 的 VBA 來協助處理這種反覆規律的變化。以五人遊戲為例，撰寫 VBA

程式碼如附錄，輸入初始狀態後，按執行按鈕，即可列出每一回合的變化，並用函數在 G

欄計算每回合最大值與最小值的差（如 G2=MAX(B2:F2)-MIN(B2:F2)）。在下兩例中，第 2

回合開始，每五個回合為一個循環，分別經過 16、15 回合結束遊戲。藉此 VBA 程式的輔

助將有助於計算與歸納，但若僅以此來歸納，或將失去探索過程的樂趣。  

  
 

 

參考資料  

2004 年 AMC12 試題  第七題  
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2004_AMC_12A_Problems/Problem_7 

 

 

附錄：五人遊戲的 EXCEL VBA 程式碼  

Sub 按鈕 1_Click() 
    With Sheets("工作表") 
        .Activate 
        Range("B2:F10000").Select 
        Selection.ClearContents 
        X1 = .Cells(1, 2).Value 
        X2 = .Cells(1, 3).Value 
        X3 = .Cells(1, 4).Value 
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        X4 = .Cells(1, 5).Value 
        X5 = .Cells(1, 6).Value 
        MX = 3 
        Do Until X1 <= 0 Or X2 <= 0 Or X3 <= 0 Or X4 <= 0 Or X5 <= 0 
            If X1 >= X2 And X1 >= X3 And X1 >= X4 And X1 >= X5 Then 
                    X1 = X1 - 5 
                    X2 = X2 + 1 
                    X3 = X3 + 1 
                    X4 = X4 + 1 
                    X5 = X5 + 1 
             ElseIf X2 > X1 And X2 >= X3 And X2 >= X4 And X2 >= X5 Then 
                    X1 = X1 + 1 
                    X2 = X2 - 5 
                    X3 = X3 + 1 
                    X4 = X4 + 1 
                    X5 = X5 + 1 
             ElseIf X3 > X1 And X3 > X2 And X3 >= X4 And X3 >= X5 Then 
                    X1 = X1 + 1 
                    X2 = X2 + 1 
                    X3 = X3 - 5 
                    X4 = X4 + 1 
                    X5 = X5 + 1 
             ElseIf X4 > X1 And X4 > X2 And X4 > X3 And X4 >= X5 Then 
                    X1 = X1 + 1 
                    X2 = X2 + 1 
                    X3 = X3 + 1 
                    X4 = X4 - 5 
                    X5 = X5 + 1 
             ElseIf X5 > X1 And X5 > X2 And X5 > X3 And X5 > X4 Then 
                    X1 = X1 + 1 
                    X2 = X2 + 1 
                    X3 = X3 + 1 
                    X4 = X4 + 1 
                    X5 = X5 - 5 
           End If 
            .Cells(MX, 2).Value = X1 
            .Cells(MX, 3).Value = X2 
            .Cells(MX, 4).Value = X3 
            .Cells(MX, 5).Value = X4 
            .Cells(MX, 6).Value = X5 
            MX = MX + 1 
        Loop 
    End With 
End Sub 

 


