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一道組合問題的另解 

連威翔  
苗栗縣政府環保局安心即時上工計畫人員  

壹、前言  

在建中通訊解題第 116 期當中，筆者發現底下這道組合問題：  

問題 11605：任給  n+1 個不同的自然數，且它們都小於  2n，試證：必可從中選出三個數，

使其中兩個之和等於第三個。  

問題的出處與公告解答 (共兩種解法 )，請讀者參考 [1]。  

初次發現此問題時，筆者並沒有觀看其解答，但因為思考一陣子之後仍無所獲，忍不

住看了官方公布的兩種解法，才發現兩解法都很巧妙。不過，也許是因為好奇心驅使，筆

者繼續研究過後，也找出了兩個新的解法。底下第二節中，筆者將分享此兩解法，希望供

有興趣的讀者參考。  

 

貳、筆者的另證  

筆者對問題 11605 所找出的兩個另解當中，第一個另解的解題關鍵，在於任給的݊ ൅ 1

個數之中無論其最大數為何，只要先對最大數以外的  n 個數進行適當分組，然後再利用

鴿籠原理，即可證明在較小的  n 個數當中必存在兩數，滿足兩數之和等於該最大數。第

一個另證如下：  

證明：由題意，因為要從 n+1 個數中選出 3 個數，可知݊ ൒ 2。仿照 [1]中第一種解法的假

設方式，假設 n+1 個數為 	ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ାଵ	，且滿足 	ܽଵ ൏ ܽଶ ൏ ⋯ ൏ ܽ௡ାଵ。對於任意滿足

1 ൑ ݇ ൑ ݊ 的正整數 k，因為  

ܽ௞ାଵ െ ܽ௞ ൒ 1 

且ܽଵ ൒ 1，故݊ ൅ 1	個數中的最大數ܽ௡ାଵ	滿足  

ܽ௡ାଵ ൒ ܽ௡ ൅ 1 ൒ ܽ௡ିଵ ൅ 2 ൒ ⋯ ൒ ܽଵ ൅ ݊ ൒ ݊ ൅ 1, 

因此 	ܽ௡ାଵ	的最小值為݊ ൅ 1。而ܽ௡ାଵ	的最大值，當然是 	2݊ െ 1。  

假設ܽ௡ାଵ ൌ 其中，ݏ s 為正整數，上面的討論告訴我們  

݊ ൅ 1 ൑ ݏ ൑ 2݊ െ 1.		      (1) 

假設集合 A 中的元素為所有小於 s 的正整數，即滿足  
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ܣ ൌ ሼ1, 2, … , ݏ െ 1ሽ, 

此時我們可依照 的奇偶性，分別透過底下兩種方式將	ݏ	 中的	ܣ	 ݏ	 െ 1	個正整數進行

分組：  

 

(a) 當 為奇數時，將	ݏ	 中的	ܣ	 ݏ	 െ 1	個正整數分成底下 	௦ିଵ
ଶ
	個集合：  

ሼ1, ݏ െ 1ሽ, ሼ2, ݏ െ 2ሽ, … , ቄ
௦ିଵ

ଶ
,
௦ାଵ

ଶ
ቅ.    (2) 

注意上述 	
௦ିଵ

ଶ
	個集合均包含兩個元素，且任一集合中的兩元素之和均等於 即等於，ݏ	

	ܽ௡ାଵ。接著，由ሺ1ሻ式可知 	݊ ൑ ݏ െ 1 ൑ 2݊ െ 2，因此  

݊
2
൑
ݏ െ 1
2

൑ ݊ െ 1, 

故ሺ2ሻ處最多只有 	݊ െ 1	個集合。  

(b) 當 為偶數時，將	ݏ	 中的	ܣ	 ݏ	 െ 1	個正整數分成底下 	௦
ଶ
	個集合：  

ሼ1, ݏ െ 1ሽ, ሼ2, ݏ െ 2ሽ, … , ቄ
௦

ଶ
െ 1,

௦

ଶ
൅ 1ቅ , ቄ

௦

ଶ
ቅ.   (3) 

注意上述 	௦
ଶ
	個集合中，位在前面的 	௦

ଶ
െ 1	個集合均恰含兩個元素且兩元素之和均等於

即等於，ݏ	 	ܽ௡ାଵ。再次利用ሺ1ሻ式，可知  

݊ ൅ 1
2

൑
ݏ
2
൑
2݊ െ 1
2

൏ ݊, 

故ሺ3ሻ處最多只有 	݊ െ 1	個集合。  

 

當我們由 	ܽ௡ାଵ ൌ 確定	ݏ 值之後，先依照	ݏ	 的奇偶性選擇上面的討論項目	ݏ	 (a)或 (b)，

而比 	ܽ௡ାଵ	小的另外 	݊	個正整數  

ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ 

將會落在ሺ2ሻ處或ሺ3ሻ處的至多 	݊ െ 1	個集合當中，根據鴿籠原理，可知存在 	 ௝ܽ , ܽ௞	兩數來

自於ሺ2ሻ或ሺ3ሻ處的同一個 (含有兩個元素 )的集合，其中 	݆ ് ݇。此時，注意 	 ௝ܽ , ܽ௞	兩數滿

足  

௝ܽ ൅ ܽ௞ ൌ ݏ ൌ ܽ௡ାଵ, 

因此，我們就找到了滿足問題 11605 所求的三個數 	 ௝ܽ , ܽ௞, ܽ௡ାଵ，證畢。  
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接下來，筆者將介紹第二個另證，其中將使用反證法 (與 [1]中第一個解法相同 )，而解

題的關鍵是從發現「題目中任意給定的 	݊ ൅ 1	個數中至少包含兩個奇數」這個事實開始的。

第二個另證如下：  

 

證明：回顧原本問題的敘述，注意小於 	2݊	的 	2݊ െ 1	個正整數為  

1, 2, … , 2݊ െ 1, 

其中包含了 	1, 3, … , 2݊ െ 1	這 	݊	個奇數，以及 	2, 4, … , 2݊ െ 2	這 	݊ െ 1	個偶數，我們將其

分別表為底下的兩個集合：  

ଵܣ ൌ ሼ1, 3, … , 2݊ െ 1ሽ, ଶܣ ൌ ሼ2, 4, … , 2݊ െ 2ሽ. 

關於原問題中所任給的 	݊ ൅ 1	個不同自然數，因為它們來自於 或	ଵܣ	 ଶ，且ܣ	 中只	ଶܣ	

有 	݊ െ 1	個偶數，所以 	݊ ൅ 1	個數中至少包含兩個奇數。  

設原問題中所任給的 	݊ ൅ 1	個不同自然數當中共有 	݇	個奇數，則有  

2 ൑ ݇ ൑ ݊.				     (4) 

假設這 	݇	個奇數是 ,ଵݏ	 ,ଶݏ … , ௞，且滿足ݏ ଵݏ	 ൏ ଶݏ ൏ ⋯ ൏ ௞。此時，考慮底下ݏ 	݇ െ 1	個偶

數：  

௞ݏ െ ,ଵݏ ௞ݏ െ …,ଶݏ , ௞ݏ െ  ,௞ିଵݏ

其中由 (4)式可知 	1 ൑ ݇ െ 1 ൑ ݊ െ 1。我們給出底下的集合：  

௞ܤ ൌ ሼ݇ݏ െ ,1ݏ ݇ݏ െ …,2ݏ , ݇ݏ െ  	.െ1ሽ݇ݏ

注意我們有 	2 ൑ ௞ݏ െ ௝ݏ ൑ 2݊ െ 2，其中 	1 ൑ ݆ ൑ ݇ െ 1，滿足  

	2 ൑ ௞ݏ െ ௞ିଵݏ ൏ ௞ݏ െ ௞ିଶݏ ൏ ⋯ ൏ ௞ݏ െ ଵݏ ൑ 2݊ െ 2. 

因此 ௞ܤ	 ⊆ ଶ，且由上式知ܣ 中有	௞ܤ	 	݇ െ 1	個數。  

在原本任給的 	݊ ൅ 1	個不同自然數中，我們已假設共有 	݇	個奇數，因此有 	݊ ൅

1 െ ݇	個偶數，這些偶數都落在集合 中，且由ሺ4ሻ式可知	ଶܣ	  

1 ൑ ݊ ൅ 1 െ ݇ ൑ ݊ െ 1. 

若這 	݊ ൅ 1 െ ݇	個偶數不包含 中	௞ܤ	 	݇ െ 1	個偶數的任一個，表示這 	݊ ൅ 1 െ ݇	個偶數都

落在 ଶܣ	 െ 之中，但這是不可能的，因為	௞ܤ  

ଶܣ| െ |௞ܤ ൌ ሺ݊ െ 1ሻ െ ሺ݇ െ 1ሻ ൌ ݊ െ ݇ 

告訴我們 ଶܣ	 െ 中的偶數只有	௞ܤ 	݊ െ ݇	個。因此，上述的 	݊ ൅ 1 െ ݇	個偶數至少包含了

中的一個偶數。假設包含	௞ܤ	 ௞ݏ	 െ 這個偶數，其中	௝ݏ 	1 ൑ ݆ ൏ ݇，則它與另外兩個奇

數 ,௞ݏ	 滿足	௝ݏ  
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௝ݏ ൅ ൫ݏ௞ െ ௝൯ݏ ൌ  .௞ݏ

因此，我們就找到了滿足問題 11605 所求的三個數 ,௞ݏ	 ,௝ݏ ௞ݏ െ ௝，其中前兩數ݏ ,௞ݏ	 ௝ݏ
為奇數且落在 中，第三數	ଵܣ	 ݇ݏ	 െ 為偶數且落在	݆ݏ 。中，證畢	ଶܣ	  

 

參、結語  

其實，筆者首次發現問題 11605 時，並非從 [1]的官方網站中得知，而是某次在圖書館

翻閱科學教育月刊 420 期 (見 [2]，以下簡稱科教月刊 )至最後幾頁時所發現。第二節中筆者

介紹的第一個證明，是在看過科教月刊上問題 11605 的解答後不久，於操場上走路運動時

想出；第二個證明，則是在投稿本文經審稿人建議增加文章分量後，於某日起床時靈光一

現而趕緊寫下的新解法。有趣的是，由 [1]中解題老師對問題 11605 的解題評析內容，可知

當時應該有些同學投稿時利用與奇數偶數有關的方式進行探討但答案不完整。然而本文第

二節中的第二個另解，卻正好是透過與奇數偶數有關的方式來探討，並成功完成了證明。  

科學教育月刊經常刊載建中通訊解題的參考解答，筆者後來才發現，各期月刊的內容

也可直接在網站 [3]進行閱覽與下載。本文最後，筆者要感謝建中通訊解題的主辦單位與

科學教育月刊，因為有他們所提供的寶貴資訊，才促成了本文的誕生。此外，也要特別感

謝本文審稿者，因為有其建議，才促使筆者找出第二節中的第二個另證。  
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