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臺北市立建國高級中學 數學科 

 

 

有一個六位正整數 abcdef ，其中 a, b, c,  

d, e, f 分別表示 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

中之某一個數字，其中 , 0a d  。若此六

位數的右側三位所組成之三位數的平方恰  

好與原六位數相等，即
2

abcdef def ，

求此六位正整數 abcdef 。  

 
簡答：141376 或  390625 

 

【詳解】  

設三位數 abc x 、三位數 def y ，則依

題意可知：
21000x y y  。  

(1) 2 – 1000y y x ( ) –1 1000y y x  ，  

又 y 與 –1y 兩 數 只 可 能 有 一 數 為 5

的 倍 數 ， 而 知 y 與 –1y 二 數 中 恰 有

一個數是 125 的倍數；又因 y 與 –1y

二數中有一數為奇數，另一數為偶數，

而 1000y  ，  

故其中奇數為 125 的倍數，偶數為 8

的倍數。  

(2) 
2

abcdef def ，即
2f 之個位數亦為  

f ，故 f 為 0, 1, 5, 6 四者其中之一，

承 (1)：  

若 0f  ，則 y 是偶數，此時 –1y 之

個位數為 9，不可能是 125 的倍數；  

若 1f  ，則 y 是奇數，此時 y 之個位

數為 1，不可能是 125 的倍數；  

若 5f  ，則 y 是 125 的奇數倍數且

–1y 是 8 的倍數，得 625y  ；  

若 6f  ，則 –1y 是 125 的奇數倍數

且 y 是 8 的倍數，得 376y  。  

於 是 376defy   或 625 ， 而 知

141376abcdef  或 390625 

 

【解題評析】  

這是有關完全平方數的數論問題，只

要理解以下幾個完全平方數的簡易性質，

求解不難。  

(1) 完全平方數之個位數不會是 2,3,7 或

8，只可能是 0,1,4,5,6,9，而一個自

然數自乘後個位數字不變者只有

0,1,5,6 四種可能；  

(2) 對於任意自然數 n，  

n 之個位數為 0 時，
2n 之十位數為

0；  

n 之個位數為 1 時，
2n 之十位數為 n

之十位數的 2 倍 (mod 10)； 

n 之個位數為 5 時，
2n 之十位數必

為 2；  

n 之個位數為 6 時，
2n 之十位數必

為奇數，反之亦然。  

討論至此，略經試算，可知
2n 之末兩

問題編號  
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位數等於 n 之末兩位數者只有 00,01,25,76

四種可能。  

而 n 之百位數為非 0 之數 d 時，  

若 n 之末二位為 00，則
2n 之末三位數等

於 000，不合； 

若 n 之末二位為 01，則
2n 之百位數為

2d (mod 10)，非 d，不合； 

若 n 之末二位為 25，則
2n 之百位數為

6； 

若 n 之末二位為 76，則
2n 之百位數為

(2d + 7)(mod 10)註，解得 d = 3 。  

因此 def = 376 或 625，而得

141376abcdef  或 390625。 

註： 2)76100( d  

    57761520010000 2  dd 。  

 

以上是有別於上述之詳解的另外一種

推論方式，根據完全平方數的條件與限制，

由個位數開始往十位數、百位數漸進討論，

答案轉眼浮現，問題只在如何論述比較條

理分明與比較省事而已。  

本題共有九位同學應徵答題，其中六

位同學論述完整，正確地求得了應有的兩

個答案；另有三位同學只找到了二解之一。

這九位同學中，有兩位同學認為 141376 不

符題意，他們特別指稱：其中有重複數字。

這是一種可能源自於一些趣味數學遊戯的

誤解，例如名題之一的：  

「SEND + MORE = MONEY，求各個字母

所代表的數字。」  

這類問題中每有「相同的字母代表相同的

阿拉伯數字，而且不同的字母代表不同的

阿拉伯數字」的設定。但是，一般的代數

表示法不然，對於不同的變數 x 與 y，是

可能 x = y 的，本題題意中並沒有

a, b, c, d, e, f 兩兩相異的意涵。因此，

141376 應是可能解之一。  

這九位同學的答題大多敘述簡要流暢，

條理清楚明白，表現優良，值得嘉許。  

 

 

 

 

將 24 個 編 號 為 1~24 的 球 放 入 紅、黃、

藍 三 個 碗 中，要 使 紅 碗、藍 碗 和 黃 碗 中

的 球 號 的 算 術 平 均 數 分 別 為 3,  12 ,  18，

問 藍 碗 中 有 多 少 個 球 ？  

 

簡答：12 或 17 

 

【詳解】  

設紅、藍、黃三個碗中分別放 m, n, l 個

球，其中 m, n, l 為正整數，  

則 24m n l   ，且 

3 12 18 1 2 24 300m n l       ， 

即 4 6 100m n l   ，可知 m 為偶數。 

若 6m  ，則紅碗中的球號的算術平均數

1 2 m

m

  


 1
( 1) 3

2
m   矛盾。 

所以 5m  ，因此 ( , , ) (4,12,8)m n l  或

(2,17,5) 。 

當 ( , , ) (4,12,8)m n l  時，  

問題編號  
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紅碗放入編號為 1,2,4,5 的球，藍碗放入

編號為 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 18, 23, 

24 的球，黃碗放入編號為 14, 15, 16, 17, 

19, 20, 21, 22 的球； 

當 ( , , ) (2,17,5)m n l  時， 

紅碗放入編號為 1,5 的球，藍碗放入編號

為 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 

21, 22, 23, 24 的球，黃碗放入編號為 16, 

17, 18, 19, 20 的球。  

 

【解題評析】  

本題三個碗中因紅碗中球號的算術平

均數的值最小，故只需討論紅碗中的球數

即可找出兩組答案，再各自構造出一個例

子說明這兩組答案是可行的。  

 

 

 

 

過圓 O 外一點 P 作圓 O 的切線，得切點

A, B。若 Q 為 OP 與 AB 之交點， CD 為過

Q 的任意一條弦，試證： PAB△ 與 PCD△

有相同的內心。  

 

【證明】  

設 R 為圓 O 與 OP 之交點，E 為圓 O 與

DP 之交點，  
2

CQ DQ AQ BQ AQ OQ PQ       

, , ,O C P D 四點共圓  

1 2 3 4         OP 平 分

CPD  

⇒ ܴܥ ൌ ܴܧ  7 8     

R 為 PCD△ 的內心  

9 10    ( 弦 切 角 ) ， 11 10   

( AR BR ) 9 11     

R 為 PAB△ 的內心  

 

 

【解題評析】  

本題屬於綜合幾何的證明題，原題利

用圓冪性質得到 O、C、P、D 四點共圓而

推得 1 2 3 4    ，即可得 OP 平分

CPD 並得 R 為 PCD△ 的內心。再利用

弦切角性質，得證 R 為 PAB△ 的內心。  

 

 R
O PQ

D

C

B

A

11

10

9

7
8

5
6 4

1

2

3

A

B

C

D

Q PO
R

E問題編號  
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將一個 7 5 的方格表（如下圖 1），用 4 方

格構成的「 I 字型方塊」（如下圖 2），以及

3 方格構成的「 L 字型方塊」（如下圖 3）

去覆蓋，方塊可任意旋轉使用，但彼此不

重疊。若用了 x 個「 I 字型方塊」和 y 個「 L

字型方塊」恰可將 7 5 的方格表蓋滿（沒

有隙縫），試求所有滿足的數對 ( , )x y 。  

       

       

       

       

       

圖 1 

 

      

      

    圖 3 

      

圖 2    

 

簡答： (2,9) , (5,5)  

 

 

【詳解】  

       

       

       

       

       

 

       

       

       

       

       

 

因方格表共有 35 格，故 4 3 35x y  ，

可 解 得 , ) (8,1),  5,5),  ( ( (2,9)x y  ， 其 中

(2,9) , (5,5) 的 例 子 如 上 ， 是 可 以 被 畫 出

來的。  

另外 (8,1) 的狀況，代表要使用 8 個「 I

字型方塊」和 1 個「L 字型方塊」。觀察圖

A，7 5 的方格表中所有的數字相加為 0，

而每一個「 I 字型方塊」會蓋到的數字相加

亦為 0，故唯一一個「L 字型方塊」所蓋到

的數字必定相加為 0，所以唯一一個「L 字

型方塊」的中心只有可能在六個黑圈圈位

置。  

 

問題編號  
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1  -1  1  -1 

       

-1  1  -1  1 

       

1  -1  1  -1 

 

1  -1  1  -1 

 ●   ●  ●  

-1  1  -1  1 

 ●   ●  ●  

1  -1  1  -1 

圖 A 

1  1  1  1 

 1  1  1  

1  1  1  1 

 1  1  1  

1  1  1  1 

 

       

 ●   ●  ●  

       

 ●   ●  ●  

       

圖 B 

觀察圖 B， 7 5 的方格表中所有的數字相

加為 18，而每一個「 I 字型方塊」會蓋到

的數字相加為 2，故唯一一個「L 字型方

塊」所蓋到的數字必為 18 2 8 2   ，但所

有黑圈圈位置所對應的位置皆為 1，以黑

圈圈位置為「L 字型方塊」的中心，則「L

字型方塊」所蓋到的數字為 1，矛盾！故

(8,1) 的狀況不能達成。  

綜上，此題可能值為 (2,9) , (5,5) 。  

 

【解題評析】  

題需先透過代數的方式篩出可能的解，並

一一驗證。共可篩出三組可能的解，其中

兩組是可行的，需畫出來；但有一組解不

合，需要證明。  

 

 

 

 

設 P 為正三角形 ABC 內部任意一點， P

至三邊 BC , CA , AB 之垂足分別為 D , E ,

F ，請證明：

AF BD CE AE BF CD     。  

A

B C

P

D

E
F

 

問題編號  
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【證明】  

幾何證法  

A

B C

P

D

E
F

2B 1C

1B

2A
1A

2C

 
 

連接 P 點與 A,B,C 三頂點，  

過 P 點分別作 1 2A B 平行 AB ， 1 2B C 平行

BC， 1 2C A 平行 CA，則 2 1PB C ， 2 1PC A ，

2 1PA B 皆為正三角形，  

故 PD , PE , PF 分 別 為 2 1 2 1 2 1, ,B C C A A B

之 中 垂 線 ， 又 1 2AA BB , 1 2BB CC , 

1 2CC AA ，可得  

CEBDAF   

ECCCDBBBFAAA 222222 

1 1 1 1 1 1CC FB AA DC BB EA       

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )EA AA FB BB DC CC       

AE BF CD     證畢。  

 

代數證法  

(由桃園市復旦國中傅 O 綱同學提供 ) 

令 AB BC CA L   ，由畢式定理可知  

222
CEBDAF   

)()()(
222222

PECPPDBPPFAP 

2 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( )AP PE BP PF CP PD       

2 2 2
AE BF CD    

2 2 2( ) ( ) ( )L CE L AF L BD       

2 2 223 2( )L CE AF BD L CE AF BD        

2( ) 3AF BD CE L     

3

2
AF BD CE L     

 

由於  

3AF BD CE AE BF CD L       

可得
3

2
AE BF CD L    

故 AF BD CE AE BF CD     ，證畢。 

 

【解題評析】  

本題屬於難度偏易的幾何證明題，故

答題十分踴躍，其中有同學利用畢式定理

配合簡單的代數運算，證明過程簡潔有力，

整體而言本次作答同學品質皆在水準之上！  
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在七張紙片的正面分別寫上整數  ，打亂次

序後將紙片翻過來，在它們的反面也隨意

寫上  這七個整數，然後計算每張紙片正面

與反面所寫數字之差的絕對值，得到七個

數字。請你證明：所得的七個數中至少有

兩個是相同的。  

 

【證明】  

設七張紙片的正面寫的數字是

1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,a a a a a a a ，反面寫的數是

1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,b b b b b b b ，則七張卡片正反

面數字之差的絕對值分別為  

11 ba  ,  22 ba  ,  33 ba  ,  44 ba  , 

55 ba  ,  66 ba  ,  77 ba  。  

設這七個數字兩兩不相等，則它們只能取

0,1, 2, 3, 4, 5, 6 這七個數值，於是，  

11 ba  + 22 ba  + 33 ba  + 44 ba  +

55 ba  + 66 ba  + 77 ba 

=0+1+2+3+4+5+6=21（奇數）與  

 )()()()( 44332211 babababa  

)()()( 776655 bababa 

)( 7654321 aaaaaaa 

0)( 7654321  bbbbbbb （偶數）  

這兩數的奇偶性應相同，故矛盾。  

所以， 11 ba  ,  22 ba  ,  33 ba  , 44 ba  , 

55 ba  ,  66 ba  ,  77 ba  。  

這七個數中至少有兩個是相同的。  

【解題評析】  

本題解題重點在奇偶性的應用，同學

們 如 果 能 發 現 11 ba  + 22 ba  + 33 ba  +

44 ba  + 55 ba  + 66 ba  + 77 ba  與

 )()()()( 44332211 babababa  

)()()( 776655 bababa 

)( 7654321 aaaaaaa    

  0)( 7654321  bbbbbbb  

這兩數的奇偶性相同。就能得出若這七個

數 字 11 ba  , 22 ba  , 33 ba  , 44 ba  , 

55 ba  , 66 ba  , 77 ba  。兩兩不相等，

則會產生矛盾，故其中至少有兩個是相同

的。  

本題參加徵答的同學，有兩人是以奇

偶性的論證得出證明。而有些同學則是採

窮舉法驗證，由於窮舉法較為冗長且容易

有疏漏，故不建議以窮舉法解題。其他同

學則是論證不清楚或是有嚴重瑕疵。  

 

 

 

 

當正整數 n 滿足條件：「只有一對非負整

數 ( , )a b 使得
2 2a n b  」，則稱正整數 n

為〝好數〞，求不大於 60 的〝好數〞共有

幾個？  

 

簡答：24 

 

【詳解】  

問題編號  
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因 為 ( )( )n a b a b ＋ － 且 a b , a b 奇

偶性相同，所以 n 不為 4 的倍數多 2。  

(1) 當 n 為奇質數時，只有一對非負整數

1 1
( , ) ( , )

2 2

n n
a b

 
 滿足條件。  

(2) 當 n 為奇合數時，設 n uv ，至少有

兩組非負整數  

1 1
( , ) ( , )

2 2

n n
a b

 
 或  

( , )
2 2

u v u v 
；不合。  

由 (1) (2)奇數中滿足條件的有：  

1, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 

37, 41, 43, 47, 53, 59，共 17 個。  

(3) 當 n 為 4 的倍數，如果
4

n
為合數，至

少有兩組非負整數 ( , )a b 滿足條件。

故偶數中滿足條件的有 4, 8, 12, 20, 

28, 44, 52 共 7 個。  

因此共有 24 個。  

 

【解題評析】  

先說明此題所應用的數學原理與解題想法  

1. 數學性質：  

(1) 若 a, b 為整數，則 a b , a b 奇偶

性相同。  

(2) 若 a, b 均為奇數，則 ab≡1 或 3 (mod 

4)；若 a, b 均為偶數，則 ab≡0 (mod 

4)。  

(3) 若 p 質數，則 p 的正因數只有 1 和本

身 p。  

(4) 設 u, v(u  v)為奇數，若整數 a, b(a 

b)滿足 uv＝( a b )( a b )，則 a＝

2

u v
，b＝

2

u v
。  

由上述數學性質，得知要對於 n 為奇質

數時、 n 為奇合數時、 n 為 4 的倍數且

4

n
為合數時分別討論。  

2. 本題同學們踴躍作答，大部分採用逐一

檢驗的方式，或者列出一部份，歸納

〝好數〞的性質。  

3. 部分同學疏忽了正整數 n 為〝好數〞

時，滿足條件：「只有一對非負整數

( , )a b 使得
2 2a n b  」，只有一對非負

整數 ( , )a b 這個重要的條件，以至於最

後答案錯誤。  

 

 

 

 

如下圖所示，有一半圓以 O 為圓心、 AB

為直徑。已知 2 5 5AB   且 CA AB

於 A 、 DB AB 於 B , CA AB , 

2 3DB AB 。 若 P 是 半 圓 上 任 一 點 ， 求

CPD△ 面積的最小值。  

A BO

C

D

P

 

問題編號  
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簡答：10 

 

【詳解】  

令 2 2AB r CA r   ,  3DB r , 

5OC CD r  ，其中 5 5r   ，  

作 CE BD 於 E 點，則
090CED CAO OCD   △ △ ，  

若 CPD△ 面積有最小值時，則 CPD△

的高 PH 要最小，  

又 OP PH OH OC   ，則高 PH 最小

為 5OC OP r r   ，  

所以 CPD△ 面積的最小值為  

    255
2

1
55

2

1
rrrr   

   105555
2

1
  

A BO

C

D

P

H

E

 

 

【解題評析】  

本題為幾何中等程度的問題，徵答的

同學，大部份的同學都能求出最小值時的

P 點，即 CO 與半圓的交點，且求出面積的

最小值，計算錯的同學大部份是面積最小

值時的 P 點找錯了。  

 

 

 

 

甲、乙、丙、丁、戊五名同學參加籃球三

分球大賽，通過抽籤決定出賽順序。在未

公布順序前每人都對出賽順序進行了猜測。 

  甲猜：乙第 3，丙第 5；  

  乙猜：戊第 4，丁第 5；  

  丙猜：甲第 1，戊第 4；  

  丁猜：丙第 1，乙第 2；  

  戊猜：甲第 3，丁第 4。  

老師說每人的出賽順序都至少被一人所猜

中，則正確的出賽順序為何？  

 

簡答：丙→乙→甲→戊→丁  

 

【詳解】  

[方 法 一 ]將 每 人 猜 測的 出 賽 順 序列 表 如 下 ： 

 1 2 3 4 5 

甲  v  v   

乙   v v   

丙  v    v 

丁     v v 

戊     vv  

由於每人的出賽順序至少被一人猜中，戊

被猜測的兩個順序都是 4，故可確定戊是

第 4 位。這時丁不能第 4 位出賽，而丁的

順序至少被一人猜中，所以丁是第 5 位出

賽。繼續推得丙只能第 1 位出賽，甲為 3

位出賽，乙為第 2 位出賽。  
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出賽順序：丙→乙→甲→戊→丁。  

【方法二】將每人猜測的出賽順序列表如

下：  

 1 2 3 4 5 

甲  v  v   

乙   v v   

丙  v    v 

丁     v v 

戊     vv  

每人的出賽順序必被 1 人猜中，又五個人

剛才分到 5 個位置。換句話說，每個位置

被猜測的人中必有 1 個是正確的。  

第 2 位出賽的位置只有乙，故確定乙是第

2 位。這時乙不是第 3 位，則甲是第 3 位。

繼續推得丙是第 1 位，丁是第 5 位，戊為

第 4 位。  

出賽順序：丙→乙→甲→戊→丁。  

 

【解題評析】  

本題目是簡單的邏輯問題，將題目條

件用列表的方式整理是常用的方法。本題

有兩種觀點進行解題，第一種是每人出賽

順序被一人所猜中，也是多數人選用的方

式，另一種是每個位置被猜測的人中必有

1 個是正確的。以上兩種方式皆可順利的

解出答案。  

 

 

 

 

 

已知 7 7 方格表能被  

 

所示的圖形既無間隙又不重疊的完全覆

蓋。例如：  

 

 

設 n 為正整數，且 5n  ，證明： n n 方

格表能被  

 

所示的圖形既無間隙又不重疊的完全覆

蓋。  

 

【證明】  

(1) 當 5 9n  時，下面滿足題設，既無

間隙又不重疊的完全覆蓋。  
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(2) 當 10n  時，設 5n k r   

( 0 5r  , 2k  ,  k, rN)，  

則 ( ) 5( )5 1n k r    ，  

可把 n n 表格劃分為一個

( ) )5 5(r r   小方格表、  

一個 )5 1(n k  小方格表、一個

( ) ( )5 1 5k r   小方格表。  

由 (1) ( ) )5 5(r r   小方格表能被完

全覆蓋，因為 5a b 小方格表、

5c d 小方格表均能被 5 1 小方格完

全覆蓋，所以 )5 1(n k  小方格表和

( ) ( )5 1 5k r   小方格表均能被 5 1

小方格完全覆蓋，故 n n （當

5n  ）方格表能被完全覆蓋。  

 

 

【解題評析】  

關於覆蓋問題是數學上常討論的問題，生

活上也有許多的應用 ! 

這樣的覆蓋問題經由實際的操作，先解決

5 5 、 6 6 、 7 7 、8 8 、9 9 方格表的

覆蓋，當嘗試 10 10 、 11 11 、 12 12 …

方格表的覆蓋，發現在想要覆蓋的方格表

的一角留下 5 5 、6 6 、7 7 、8 8 、9 9
其中一種，其餘的部分都能被覆蓋，問題

因此迎刃而解。  

 

部 分 同 學 因 為 尚 未 解 決 所 有 的 n n

( 5n  )方格表其覆蓋問題，因此酌予扣分。 

 

 


