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中學生通訊解題第 123 期題目參考解答及評註 

臺北市立建國高級中學  數學科 

 

 

設 2016h k  , 已 知 方 程 式

2 0x hx k    的兩根為整數，試求此方

程式的解。  

 

簡答： 2, 2018 或 0, 2016  

 

【詳解】  

設 方 程 式 的 兩 根 為 ,  ， 則 有

,h k      ，  

則  2016  

1 1 1

  1 1 2017     (質數 ) 

 
 

1 1 2017 1 2017

1 2017 1 2017 1



  
  

 

求 得 方 程 式 兩 整 數 解 為 2, 2018 或

0, 2016  

 

【解題評析】  

    本題屬於簡易的數論問題，用到

2017 為質數的特性，有些同學沒有分解

出 2017 ( 1)( 2017)   這組，導致答案少

一組解。  

 

 

證明：在任意 105 個實數中可找到 ,a b  

使得  

2 2208 | | | 4 | (4 )(4 )a b ab a b       。  

 

【證明】  

2 2208| || 4 | (4 )(4 )a b ab a b      

2 2 2 2208| 4 4 | (4 )(4 )a b ab a b a b      

2 2 2 2208| (4 ) (4 ) | (4 )(4 )a b b a a b      

2 2

1
| |
4 4 208

a b

a b
  

 
 

設函數
2

( )
4

x
f x

x



， x R  

因為

2
2 4

2 | | 4
2

x
x x


 

2

| | 1

4 4

x

x
 


，

所以 ( )f x 的值域為
1 1

[ , ]
4 4

  

因此將
1 1

[ , ]
4 4

 分割為 104 個長度為
1

208

的區間  

故由抽屜原理得知在任意 105 個實數中可

找 到 ,a b使 得 ( ), ( )f a f b 在 同 一 個 區 間 內 ，
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即
1

| ( ) ( ) |
208

f a f b  ，得證  

 

【解題評析】  

    本題僅有 1 人參與徵答，得到 6 分，

該生利用反證法來找出矛盾進而得證，解

題過程闡明詳盡，敘事條理分明，值得讚

許，若能多加注意到新產生變數的範圍與

根式中有變數的化簡，整個解題過程會更

加完美；此題需從不等式的關係轉化為某

函數上相異兩點的距離關係，接著利用該

函數的值域與鴿籠原理即可得證，解題的

過程運用到許多觀念，難度頗高。  

 

 

 

 

ABC 中， 30B   ，且

2 2
BC AB AB AC   ，求 C 。  

簡答： 50  

 

【詳解 1】  

在 BA


上取一點 D，使得 AD AC ，  

2 2
BC AB AB AC    

2 2
BC AB AB AC    

    ( )AB AB AC    

    ( )AB AB AD   AB BD   

BC AB

BD BC
 ，又 B B  ，  

故 ~ (SAS)ABC CBD   

則 ACB D    

又 AD AC ，則 D ACD   ，則  

2 2BAC D ACD D ACB         

在 ABC 中，  

30 2 180ACB ACB        

50ACB     

A

B C

D

30
 

 

【詳解 2】  

2 2a c bc   

c

cb

bc

bcb

bc

acb
A

222
cos

2222 






  

C

CB

sin2

sinsin 
  

CACB sincos2sinsin   

)sin()sin( CACA   

)sin(sin CAC   

(1) 2 50C A C A C C        

(2) 180 180C A C A        
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【解題評析】  

          此題屬於幾何問題。每位投稿同學都

有 想 到 在 射 線 BA 上 取 一 點 D ， 使 得

AD AC ，再來只要利用 SAS 的相似定

理，或者圓冪定理，找出一個比 ABC 更

大的相似形 CBD ，接下來就可解出此題；

除了廖同學 ，他反而是 在線段 AB 上取 一

點 D，使得 ADB BAC  ，找到一個比

ABC 更小的相似形 DBA ，接下來也

可解出此題。此次投稿同學全部都有算出

正確解答，都可獲得 7 分的滿分。但是老

師還是要提醒一下，有些同學在證明過程

中的彼此因果關係不夠嚴謹，且符號標示

不夠清楚，這是稍微美中不足之處；但因

為此題並非證明題，上述小瑕疵還可被原

諒，將來書寫其它幾何證明題時，必須多

加注意才可。  

 

 

 

 

在以下的小方格中填上「  」、「 」號，如

果可使其和為 n，就稱數 n是「可表示出的

數」，否則稱 n是「不可表示出的數」  

（ 例 如 1 是 可 表 示 出 的 數 ， 因 為

1987654321  是 一

種方法。）  

□ 1 □ 2 □ 3 □  4 □  5 □ 6 □  7 □  8 □  9 

(1) 證明：11 是可表示出的數，而 10 是

不可表示出的數；  

(2) 求出 21 可被表示出的所有方法數。  

 

簡答： (1)見詳解。  (2) 12。  

 

詳解：  

(1) 因 11987654321   

，所以 11是可表示出的數。  

又 45987654321 

是奇數，而對任意兩個整數 ba, 。  

它們的和 ba  與差 ba  有相同的奇

偶性，因此，無論怎樣填「┼」、

「─」號，所得代數和一定是奇

數，所以偶數 10 是不可表示出的

數。  

(2) 設填「┼」號的數字和為 x，填

「─」號的數字和為 y ，則

21 yx 。  

又 45 yx ，解得 12,33  yx 。  

又 104321  ，故填「─」號

的數至少 2 個，至多 4 個。  

(a) 將 12 表示成 2 個不同正整數之和，

12=3+9=4+8=5+7，有 3 種方法； 

(b) 將 12 表示成 3 個不同正整數之和，  

12=1+2+9=1+3+8=1+4+7 

=1+5+6=2+3+7=2+4+6=3+4+5 ，

有 7 種方法；  

(c) 將 12 表示成 4 個不同正整數之和，  

12=1+2+3+6=1+2+4+5，有 2 種方

法。  

综上所述，21 可被表示出的不同方法有

12273  種。  
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【解題評析】  

    本題主要討論奇數與偶數的問題。其

中有 1 位同學使用 EXCEL 列出各種情形，

但討論起來相當花時間；有些同學使用奇

數與偶數加減分成四種情形討論；也有 6

位 同 學 使 用 如 詳 解 中 更 有 系 統 性 的 方 法

討論。  

 

 

 

 

在 一 個 正 多 邊 形 的 所 有 頂 點 及 所 有

對角線的交點都寫上 1，接下來的每一步

都 是 把 一 條 邊 或 對 角 線 上 的 所 有 數 都 改

變符號（即 1 變 1 ， 1 變 1)，試就下列

各情形討論 是否有機會 經過若干步 之後 ，

所有的數都變成 1 ？  

(1) 正三角形     (2) 正方形     

(3) 正五邊形     (4) 正六邊形  

 

 

詳解：  

(1) 不可以，三個數的乘積奇偶性不變  

(2) 可以，如下圖所示  

 

 

 

 

1

1 1

1 1

1

-1 1

1-1

-1

-1 -1

11

-1

-1 -1

-1 -1
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(3) 不 可 以 ， 頂 點 上 五 個 數 的 乘 積 奇 偶 性

不變  

(4) 不 可 以 ， 圖 示 中 有 編 號 的 九 個 數 的 乘

積奇偶性不變  

   

【解題評析】  

    這樣的題目主要的重點有兩個，第一

個重點是奇偶性的討論及算兩遍，如果考

慮所有點或線的兩種面向的算法，會產生

矛盾，就可以知道其不可行，如果不會矛

盾，則可以試著操作看看是不是可行，第

二個重點是，在一直嘗試下，都不可行，

就可以試著不要一次看全部的點或線，只

找部分的點或線，至於是找那些點或線，

就是透過嘗試，去感覺去歸納。有些同學

沒完全了解題意，希望在重新了解之後，

可以再重新嘗試。更進一步地，大家可以

嘗試找出那些正多邊形是可以達成，那些

不行；如果不是正多邊形，只是多邊形而

對角線除頂點處沒有三線共點，這樣的多

邊形有那些是可行的。  
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8

7
6

5

4

3

2
1


