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關於三道幾何題的另解 

連威翔  
自由作家  

壹、前言  

在中學時期學習數學的過程中，我們學到一些工具或技巧，除了可以幫助我們通過各

項考試之外，在經過一段歲月之後，如果發現這些工具還能夠持續用來幫我們解決問題，

便會覺得當初的學習是值得的。  

在本文中，筆者將介紹三道幾何問題的另解，其中將使用中學數學的技巧來解題。透

過本文的介紹，除了提供自己的解法供有興趣的讀者參考，也希望藉此分享中學數學可以

帶給我們的解題樂趣。  

 

貳、第一道幾何題  

在教育部高中數學學科電子報第 101 期的文章 [1]中，作者陳建燁老師介紹了一道有

趣的幾何題，該問題如下：  

問題 1：如圖，設Δܥܤܣ中，ܦܣതതതത	為ܥܤതതതത上的高。設ܲ	為ܦܣതതതത上一點，直線ܲܤ	交ܥܣ	於ܧ，直線

ܧܦܲ∠：試證。ܨ於	ܤܣ交	ܲܥ ൌ 。ܨܦܲ∠  

 

圖 1 

 

在 [1]中，作者使用 Ceva 與 Menelaus 定理證明了上述問題。  

我們知道，Ceva 與 Menelaus 定理在正規的中學數學課程中並未介紹，因此底下筆者

將透過兩種方法給出另證。第一種方法是使用國中課程中介紹的平面幾何方法來處理，第

二種方法則將透過坐標，並使用高中數學課程中介紹的斜率、分點坐標與三角函數的概念

給出另證。  

開始證明之前，注意圖 1 中當ܲ, 兩點重合時，問題	ܦ 1 中想證明的等式∠ܲܧܦ ൌ ܨܦܲ∠
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之中的符號∠ܲܧܦ, ,將失去定義，因此在底下的討論中，當ܲܨܦܲ∠ 兩點重合時我們特別	ܦ

改為證明∠ܧܦܣ ൌ 。其餘情況則不變，ܨܦܣ∠  

 

筆者對問題 1 的第一個證明如下：  

證明 1：圖 1 中，當ܲ, ,ܧ，兩點重合時	ܦ ,ܨ兩點重合且	ܥ 兩點也重合，因此有	ܤ  

ܧܦܣ∠ ൌ ܥܦܣ∠ ൌ 	90° ൌ ܤܦܣ∠ ൌ ；ܨܦܣ∠  

當ܲ, ,ܣ兩點重合時，因ܣ ,ܧ ,ܨ ܲ四點重合，可知有  

ܧܦܲ∠ ൌ 0° ൌ  .ܨܦܲ∠

所以，接下來我們只需處理ܲ不與ܦ,ܣ兩點重合的情況。  

 

當ܲ不與ܦ,ܣ	兩點重合時，在圖 1 中作ܩܧതതതത, തതതതܩܧതതതത，使ܪܨ ٣ തതതതܪܨ、ܩതതതത於ܥܤ ٣ 如下，ܪതതതത於ܥܤ

圖所示：  

 

圖 2 

在圖 2 中，假設  

തതതതܦܤ ൌ ܾ, തതതതܦܥ ൌ ܿ, തതതതܦܲ ൌ ݇, തതതതܦܪ ൌ ,ݏ തതതതܦܩ ൌ  .ݐ

因為ܦܣതതതത	平行ܩܧതതതത，且ܩܧതതതത	平行ܲܦതതതത，可證明有 	Δܦܣܥ~Δܩܧܥ	與 	Δܩܧܤ~Δܦܲܤ	(均為 AA 相似 )，

因此可知  

തതതതܦܣ

	തതതതܩܧ	
ൌ
തതതതܦܥ

	തതതതܩܥ	
,

തതതതܩܧ

	തതതതܦܲ	
ൌ

തതതതܩܤ

	തതതതܦܤ	
	. 

由上述兩式可知  

തതതതܦܣ ൌ
തതതതܦܥ

തതതതܩܥ
∙ തതതതܩܧ ൌ

ܿ
ܿ െ ݐ

∙
തതതതܩܤ

തതതതܦܤ
∙ തതതതܦܲ ൌ

ܿ
ܿ െ ݐ

∙
ܾ  ݐ
ܾ

݇.												 … ሺ1ሻ 

同理可證 	Δܦܣܤ~Δܪܨܤ	與 	Δܪܨܥ~Δܦܲܥ，因此有  

തതതതܦܣ

	തതതതܪܨ	
ൌ

തതതതܦܤ

	തതതതܪܤ	
,

തതതതܪܨ

	തതതതܦܲ	
ൌ
തതതതܪܥ

	തതതതܦܥ	
	. 
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由上述兩式可知  

തതതതܦܣ ൌ
തതതതܦܤ

തതതതܪܤ
∙ തതതതܪܨ ൌ

ܾ
ܾ െ ݏ

∙
തതതതܪܥ

തതതതܦܥ
∙ തതതതܦܲ ൌ

ܾ
ܾ െ ݏ

∙
ܿ  ݏ
ܿ

݇.											 … ሺ2ሻ 

此時由ሺ1ሻ, ሺ2ሻ兩式可知  

ܿሺܾ  ሻݐ

ܾሺܿ െ ሻݐ
݇ ൌ

ܾሺܿ  ሻݏ

ܿሺܾ െ ሻݏ
݇. 

將上式等號兩側的݇	消去，並改寫為  

ܿଶሺܾ  ሻሺܾݐ െ ሻݏ ൌ ܾଶሺܾ  ሻሺܾݐ െ  ,ሻݏ

展開上式兩側相乘的括號後得  

ܿଶሾܾଶ െ ሺݏ െ ሻܾݐ െ ሿݐݏ ൌ ܾଶሾܿଶ  ሺݏ െ ሻܿݐ െ  .ሿݐݏ

再經過整理後有  

ܾܿሺݏ െ ሻሺܾݐ  ܿሻ ൌ ሺܾଶݐݏ െ ܿଶሻ, 

消去上式等號兩邊的正項ܾ  ܿ，再同時除以正數ܾܿݐݏ，最後再移項可得  

1
ܾ

1
ݐ
ൌ
1
ܿ

1
ݏ
.										… ሺ3ሻ 

 

此時，先回頭觀察圖 2，再利用ሺ1ሻ, ሺ2ሻ兩式上方由相似形而得的比例關係，可知  

തതതതܩܧ ൌ
തതതതܩܤ

തതതതܦܤ
∙ തതതതܦܲ ൌ

ܾ  ݐ
ܾ

݇, തതതതܪܨ ൌ
തതതതܪܥ

തതതതܦܥ
∙ തതതതܦܲ ൌ

ܿ  ݏ
ܿ

݇, 

因此有  

തതതതܩܧ

തതതതܦܩ
ൌ
ܾ  ݐ
ݐܾ

݇ ൌ ൬
1
ܾ

1
ݐ
൰ ݇,									 … ሺ4ሻ 

തതതതܪܨ

തതതതܦܪ
ൌ
ܿ  ݏ
ݏܿ

݇ ൌ ൬
1
ܿ

1
ݏ
൰ ݇.									 … ሺ5ሻ 

利用ሺ3ሻ, ሺ4ሻ, ሺ5ሻ三式可知  

തതതതܩܧ

തതതതܦܩ
ൌ
തതതതܪܨ

തതതതܦܪ
	, 

接著配合∠ܦܩܧ ൌ ܦܪܨ∠ ൌ 90°	的條件，可證得Δܦܩܧ~Δܦܪܨ(SAS 相似 )，從而有∠ܩܦܧ ൌ

ܧܦܲ∠因此得，ܪܦܨ∠ ൌ 。證畢，ܨܦܲ∠  

接著，是筆者對問題 1 提出的第二種證明：  

證明 2：在證明 1 的一開始，我們已對ܲ與ܦ,ܣ重合的兩種情形給出證明，因此在本證明中

將會省略對此兩情形的討論，只看ܲ不與ܦ,ܣ兩點重合的情形。  
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在圖 1 中置入直角坐標，以ܦ為原點，並分別以ܥܦሬሬሬሬሬറ, 軸與	ݔ兩向量所指的方向為	ሬሬሬሬሬറܣܦ 	

：軸正向，則如下圖	ݕ  

 

圖 3 

在圖 3 中，我們假設ܣ, ,ܤ ,ܥ ܲ 的坐標分別為  

,ሺ0ܣ ܽሻ, ,ሺܾܤ 0ሻ, ,ሺܿܥ 0ሻ, ܲሺ0, ݇ሻ, 

其中有ܽ  0	與ܿ  0  ܾ。因為我們只考慮ܲ不與ܦ,ܣ兩點重合的情形，所以底下我們只對

0 ൏ ݇ ൏ ܽ	的情況進行討論。  

因為 ,ܧ	 分別在	ܨ ,തതതതܥܣ	 上，設	തതതതܤܣ തതതതܧܣ	 ൌ ,തതതതܥܣݏ തതതതܨܣ ൌ തതതത，其中ܤܣݐ 	0 ൏ ,ݏ ݐ ൏ 1，則有  

:തതതതܧܣ തതതതܥܧ ൌ :ݏ ሺ1 െ ,ሻݏ :തതതതܨܣ തതതതܤܨ ൌ :ݐ ሺ1 െ  .ሻݐ

使用分點公式，可將ܧ, ：的坐標寫成ܨ  

ܿݏሺܧ  ሺ1 െ ሻݏ ∙ 0, ݏ ∙ 0  ሺ1 െ ሻܽሻݏ ൌ ሺܿݏ, ሺ1 െ  ,ሻܽሻݏ

ܾݐሺܨ  ሺ1 െ ሻݐ ∙ 0, ݐ ∙ 0  ሺ1 െ ሻܽሻݐ ൌ ሺܾݐ, ሺ1 െ  .ሻܽሻݐ

圖 3 中，因為ܧܤതതതത, തതതത的斜率相同，即݉ாതതതതܲܤ ൌ ݉തതതത，可知有  

ሺ1 െ ሻܽݏ
ܿݏ െ ܾ

ൌ
݇
െܾ

.	 

利用上式，可寫下  

ݏ ൌ
ܾሺܽ െ ݇ሻ

ܾܽ െ ݇ܿ
.								… ሺ6ሻ 

又因為ܨܥതതതത, 的斜率相同，即݉ிതതതത	തതതതܲܥ ൌ ݉തതതത，可知有  

ሺ1 െ ሻܽݐ
ܾݐ െ ܿ

ൌ
݇
െܿ
. 

利用上式，可寫下  

ݐ ൌ
ܿሺܽ െ ݇ሻ

ܽܿ െ ܾ݇
.							… ሺ7ሻ 
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不難驗證，在ሺ6ሻ, ሺ7ሻ兩式中分式的分母處出現的ܾܽ െ ݇ܿ, ܽܿ െ ܾ݇	兩項均不為零。  

利用ሺ6ሻ, ሺ7ሻ兩式，我們可寫下ܧܦതതതത, തതതത的斜率，兩者分別為ܨܦ  

݉ாതതതത ൌ
ሺ1 െ ሻܽݏ

ܿݏ
ൌ
൬1 െ

ܾሺܽ െ ݇ሻ
ܾܽ െ ݇ܿ ൰ ܽ

ܾܿሺܽ െ ݇ሻ
ܾܽ െ ݇ܿ

ൌ
ܽ݇ሺܾ െ ܿሻ

ܾܿሺܽ െ ݇ሻ
, 

݉ிതതതത ൌ
ሺ1 െ ሻܽݐ

ܾݐ
ൌ
൬1 െ

ܿሺܽ െ ݇ሻ
ܽܿ െ ܾ݇ ൰ ܽ

ܾܿሺܽ െ ݇ሻ
ܽܿ െ ܾ݇

ൌ
ܽ݇ሺܿ െ ܾሻ

ܾܿሺܽ െ ݇ሻ
. 

由上兩式可知݉ாതതതത ൌ െ݉ிതതതത。又因為有  

݉ாതതതത ൌ tan∠ܧܦܥ ,				݉ிതതതത ൌ tanሺߨ െ ሻܨܦܤ∠ ൌ െ tan∠ܨܦܤ, 

可得  

tan∠ܧܦܥ ൌ ݉ாതതതത ൌ െ݉ிതതതത ൌ tan∠ܨܦܤ .						… ሺ8ሻ 

由於 	tan	函數在 	ቀ0, ߨ
2
	ቁ	上嚴格遞增，因此具有一一對應的特性，而 	0 ൏ ܨܦܤ∠,ܧܦܥ∠ ൏ ߨ

2
，

故由ሺ8ሻ式可知 ܧܦܥ∠	 ൌ 也因此得，ܨܦܤ∠ ܧܦܲ∠	 ൌ 。證畢，ܨܦܲ∠  

 

 

參、第二道幾何題  

本節中，筆者將介紹國立中山大學應數系雙週一題活動中一道與幾何有關的計算題，

該問題如下：  

問題 2：設正六邊形ܨܧܦܥܤܣ	的對角線ܥܣതതതത	及ܧܥതതതത	分別被點ܯ與ܰ分割，使得  

തതതതതܯܣ

തതതതܥܣ
ൌ
തതതതܰܥ

തതതതܧܥ
ൌ  ,ݎ

若ܯ,ܤ,ܰ	三點共線，求ݎ之值。  

此問題的公告解答，請參考 [2]。  

在 [2]的兩種解法中，均使用了高中課程中介紹的複數來處理，解法很特殊。其中的第

一種解法，還用上了在第貳節證明 2 中曾使用的分點公式。在 [2]中的兩種解法，應該比

較適合高中以上程度的學生來閱讀。  

對於問題 2，底下筆者也將介紹兩種方法來求解，第一種是使用國中平面幾何的解法，

而第二種則將使用高中數學會學到的向量工具來解題。第一種解法如下：  

解答 1：連接ܧܤതതതത	設交ܥܣതതതത	於ܳ，並作ܰܲതതതത ٣ ：於ܲ，如下圖	തതതതܥܣ  
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圖 4 

假設ܥܣതതതത ൌ തതതതܧܥ ൌ 1，則由題目所給的等式可知ܯܣതതതതത ൌ തതതതܰܥ ൌ തതതതܳܣ且，ݎ ൌ
ଵ

ଶ
。上圖中若ݎ ൏

ଵ

ଶ
，

則直線ܯܤ	與ܧܥതതതത	不相交，此結果違反題目假設，因此可知ݎ 
ଵ

ଶ
。  

注意，若ܯ,ܳ	兩點重合，可得ݎ ൌ തതതതܳܣ ൌ
ଵ

ଶ
，此時ܧ,ܰ兩點亦重合，得ݎ ൌ തതതതܧܥ ൌ 1，此

為矛盾，故ܯ,ܳ	兩點不重合；若ܥ,ܯ	兩點重合，同理亦可得出ݎ ൌ 1且ݎ ൌ 0	的矛盾，故ܥ,ܯ

兩點不重合。至此，可知ܯ落在ܳܥതതതത上且與ܥ, ܳ兩點相異，因此知
ଵ

ଶ
൏ ݎ ൏ 1。  

圖 4 中，不難證明Δܳܯܤ~Δܰܲܯ(AA 相似 )，因此可知 	

തതതതതܳܯ

തതതതܳܤ
ൌ
തതതതതܲܯ

ܰܲതതതത
	.		… ሺ9ሻ 

由於ܳܣതതതത ൌ
ଵ

ଶ
，且Δܳܤܣ, Δܰܲܥ	均為30° െ 60° െ 90°三角形，因此有  

തതതതܳܤ ൌ
1

2√3
, തതതതതܳܯ ൌ തതതതതܯܣ െ തതതതܳܣ ൌ ݎ െ

1
2
	, 

ܰܲതതതത ൌ
ݎ3√
2

, തതതതതܲܯ ൌ തതതതതܯܥ െ തതതതܲܥ ൌ 1 െ
ݎ3
2
	. 

將上述四個線段長代入ሺ9ሻ式，可得  

2√3 ൬ݎ െ
1
2
൰ ൌ ൬1 െ

ݎ3
2
൰
2

ݎ3√
	. 

上式可化簡為3ݎଶ ൌ 1，因ݎ  0	可解得ݎ ൌ
ଵ

√ଷ
，解題完畢。  

 

以上就是第一種解法。在開始介紹將會使用向量工具的第二種解法之前，我們先介紹

一個平面向量的性質如下：  

性質 1：已知 റܽ, ሬܾറ	是平面上的兩非零向量，且 റܽ, ሬܾറ	不平行。若已知實數ݏଵ, ,ଵݐ ,ଶݏ 滿足	ଶݐ  
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ଵݏ റܽ  ଵݐ ሬܾറ ൌ ଶݏ റܽ  ଶݐ ሬܾറ ,						… ሺ10ሻ 

則有ݏଵ ൌ ଵݐଶ且ݏ ൌ 。ଶݐ  

證明：使用反證法。首先，若ݏଵ ് ଶ，則由ሺ10ሻ式可知ݏ  

റܽ ൌ െ
ଵݐ െ ଶݐ
ଵݏ െ ଶݏ

ሬܾറ .							… ሺ11ሻ 

因為 	 റܽ	為非零向量，故由ሺ11ሻ式可知必然有 1ݐ	 ് 此時，ሺ11ሻ式顯示。2ݐ 	ሬܽሬറ	等於 	ሬܾሬറ	乘上一個

非零常數，因此 	ሬܽሬറ	平行 	ሬܾሬറ	，但此結果與 	ሬܽሬറ, ሬܾሬറ	不平行的前提矛盾，因此可知 1ݏ	 ് 。不成立	2ݏ  

接著，若ݐଵ ് ，同理可得	ଶݐ റܽ, ሬܾറ	兩向量平行的結果，但這再次抵觸 	ሬܽሬറ, ሬܾሬറ	不平行的前提，

故ݐଵ ് ଵݏଶ不成立。至此，因ݐ ് ଵݐ與	ଶݏ ് ଵݏ均不成立，可知	ଶݐ ൌ ଵݐ且	ଶݏ ൌ 。ଶ，證畢ݐ  

有了上述性質後，我們便可開始看問題 2 的第二種解法，如下：  

解答 2：請參考下圖：  

 

圖 5 

由題意可知ܯܣതതതതത:ܥܯതതതതത ൌ :ݎ ሺ1 െ ሻ，因此有ݎ  

ሬሬሬሬሬሬറܯܤ ൌ ሬሬሬሬሬറܥܤݎ  ሺ1 െ ሬሬሬሬሬറܣܤሻݎ .							… ሺ12ሻ 

回顧解答 1，我們知道 值滿足	ݎ	 	
ଵ

ଶ
൏ ݎ ൏ 1。因為ܱܣሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറ，所以有ܤܥ  

ሬሬሬሬሬറܣܤ ൌ ሬሬሬሬሬറܱܤ  ሬሬሬሬሬറܣܱ ൌ
1
2
ሬሬሬሬሬറܧܤ െ ሬሬሬሬሬറܥܤ ,							… ሺ13ሻ 

將ሺ13ሻ式代入ሺ12ሻ式後，可得  

ሬሬሬሬሬሬറܯܤ ൌ
1
2
ሺ1 െ ሬሬሬሬሬറܧܤሻݎ  ሺ2ݎ െ 1ሻܥܤሬሬሬሬሬറ. 

假設ܰܤሬሬሬሬሬሬറ ൌ ݐሬሬሬሬሬሬറ，其中ܯܤݐ  0，則有  

ሬሬሬሬሬሬറܰܤ ൌ
1
2
ሺ1 െ ሬሬሬሬሬറܧܤݐሻݎ  ሺ2ݎ െ 1ሻܥܤݐሬሬሬሬሬറ .							… ሺ14ሻ 

又因為ܰܥതതതത: തതതതܧܰ ൌ :ݎ ሺ1 െ ሻ，因此有ݎ  
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ሬሬሬሬሬሬറܰܤ ൌ ሬሬሬሬሬറܧܤݎ  ሺ1 െ ሬሬሬሬሬറܥܤሻݎ .						… ሺ15ሻ 

由ሺ14ሻ, ሺ15ሻ兩式可知  

1
2
ሺ1 െ ሬሬሬሬሬറܧܤݐሻݎ  ሺ2ݎ െ 1ሻܥܤݐሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܧܤݎ  ሺ1 െ  ,ሬሬሬሬሬറܥܤሻݎ

因為ܧܤሬሬሬሬሬറ, ሬሬሬሬሬറ是不平行的非零向量，利用性質ܥܤ 1，由上式可知  

1
2
ሺ1 െ ݐሻݎ ൌ ,ݎ ሺ2ݎ െ 1ሻݐ ൌ 1 െ  ,ݎ

從而可寫下  

ݐ ൌ
ݎ2
1 െ ݎ

ൌ
1 െ ݎ
ݎ2 െ 1

.						… ሺ16ሻ 

 

由ሺ16ሻ式的右半邊可得3ݎଶ ൌ 1，又因ݎ  0可得ݎ ൌ
ଵ

√ଷ
，解題完畢。  

最後，若我們將ݎ ൌ
ଵ

√ଷ
	代回ሺ16ሻ式，還可得ݐ ൌ √3  1，而 ݐ	  1	的結果也與圖 5 中呈

現出的條件 തതതതܰܤ	  相符。其實，此	തതതതതܯܤ 值也可由解法	ݐ	 1 算出，有興趣的讀者不妨試試。  

 

 

肆、第三道幾何題  

在教育部高中數學學科電子報第 104 期的文章 [3]中，作者陳建燁老師介紹了與三角

形之「布洛卡角」有關的一個性質，該性質是指底下的等式：  

cot߱ ൌ cot ܣ  cot ܤ  cot ܥ ,							… ሺ17ሻ 

其中ܣ, ,ܤ ：為三角形的三內角，߱ 則為布洛卡角，可參考下圖ܥ  

 

圖 6 

在上述仿照 [3]中參考圖形所繪製的圖 6 中，ܲ	點稱為「第一布洛卡點」，它所在的位

置其實可藉由尺規作圖畫出兩圓來交出。上圖中，只要作出過ܤ, 的	ܥ相切於	തതതതܥܣ兩點且與	ܥ

第一個圓，以及過ܣ, 點。讀者不	的第二個圓，則兩圓之交點即為ܲ	ܤ相切於	തതതതܥܤ兩點且與	ܤ
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妨先試著思考其中的原因，筆者將在文末的 [註 1]中給出簡單的說明。  

而陳老師在 [3]文中證明ሺ17ሻ式時，沒有走平面幾何的路線，反而透過高中數學的多項

式與三角等技巧來完成證明，過程頗為精彩，讀者不妨多多參考。而為何要介紹 [3]文呢？

在此先賣個關子，請讀者先看看底下的性質：  

 

性質 2：如下圖，圓ܱ是Δܥܤܣ的外接圓，試證：  

 

 
圖 7 

性質 2 是說明一個圓周角的度數等於其所對弧度數的一半，想必大家都不陌生 (註 2)。其

證明方式，通常是使用平面幾何的方法，有興趣的讀者可參考 [4]。  

底下，筆者將把性質 2 當成是一個有待證明的幾何題，並介紹一個使用坐標平面、向

量與三角函數的證法來證明它。對性質 2 提出另證，是想藉此呼應 [3]文使用高中數學工

具對平面幾何問題提出另解的精神。筆者的證法如下：  

證明：在圖 7 中，以圓心ܱ為原點建立坐標平面，如下圖所示：  

 

圖 8 
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上圖中，我們假設圓半徑為 1，並過 點作圓的切線。假設以	ܣ	 軸正向為始邊、射線	ݔ	

為終邊的三個廣義角大小分別為	ܥܱ,ܤܱ,ܣܱ	 ,ߙ	 ,ߚ 則我們有，ߛ  

ሺcosܣ ߙ , sin ,ሻߙ ሺcosܤ ߚ , sin ,ሻߚ ሺcosܥ ߛ , sin  .ሻߛ

不失一般性，假設 	0  ߙ ൏ ߚ ൏ ߛ ൏ 則從圖，ߨ2 8 的三角形外接圓與 ，軸正向之交點出發	ݔ	

以逆時針方向沿著外接圓繞一圈時，經過的三角形頂點依序為 ,ܣ	 ,ܤ 。ܥ  

此時，利用兩向量夾角的計算公式計算cos∠ܥܣܤ，我們可寫下  

cos ܥܣܤ∠ ൌ
ሬሬሬሬሬറܤܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ

หܤܣሬሬሬሬሬറหหܥܣሬሬሬሬሬറห
.						… ሺ18ሻ 

為了計算ሺ18ሻ的右式，我們先考慮ܤܣሬሬሬሬሬറ ∙ ,ܣ的計算。利用上面寫下的	ሬሬሬሬሬറܥܣ ,ܤ 坐標，再透過三ܥ

角函數的差角公式與和化積公式，可得如下的結果：  

ሬሬሬሬሬറܤܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ሺcos ߚ െ cos ߙ , sin ߚ െ sin ሻߙ ∙ ሺcos ߛ െ cos ߙ , sin ߛ െ sin  ሻߙ

ൌ cosଶ ߙ  sinଶ ߙ  ሺcos ߚ cos ߛ  sin ߚ sin  ሻߛ

െcos ߙ ሺcos ߚ  cos ሻߛ െ sin ߙ ሺsin ߚ  sin  ሻߛ

ൌ 1  cosሺߛ െ ሻߚ െ 2 cos ߙ cos
ߛ  ߚ
2

cos
ߛ െ ߚ
2

 

െ2 sin ߙ sin
ߛ  ߚ
2

cos
ߛ െ ߚ
2

 

ൌ 1  cosሺߛ െ ሻߚ െ 2 cos
ߛ െ ߚ
2

൬cos ߙ cos
ߛ  ߚ
2

 sin ߙ sin
ߛ  ߚ
2

൰ 

ൌ 1  cosሺߛ െ ሻߚ െ 2 cos
ߛ െ ߚ
2

cos ൬
ߛ  ߚ
2

െ …						.൰ߙ ሺ19ሻ 

再利用cos	函數的倍角公式，可知  

1  cosሺߛ െ ሻߚ ൌ 2 cosଶ
ߛ െ ߚ
2

	. 

將上式代入ሺ19ሻ式後，利用和差角公式，可得  

ሬሬሬሬሬറܤܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ 2 cos
ߛ െ ߚ
2

൬cos
ߛ െ ߚ
2

െ cos ൬
ߛ  ߚ
2

െ ൰൰ߙ

ൌ 2 cos
ߛ െ ߚ
2

൬cos ൬
ߛ െ ߙ
2

െ
ߚ െ ߙ
2

൰ െ cos ൬
ߛ െ ߙ
2


ߚ െ ߙ
2

൰൰

ൌ 4 cos
ߛ െ ߚ
2

sin
ߛ െ ߙ
2

sin
ߚ െ ߙ
2

.										… ሺ20ሻ 
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另一方面，為了計算ሺ18ሻ式中的 หܤܣሬሬሬሬሬറหหܥܣሬሬሬሬሬറห	這項，先計算 หܤܣሬሬሬሬሬറห	如下：  

หܤܣሬሬሬሬሬറห ൌ |ሺcos ߚ െ cos ߙ , sin ߚ െ sin |ሻߙ ൌ ඥሺcos ߚ െ cos ሻଶߙ  ሺsin ߚ െ sin  ሻଶߙ

ൌ ඥ2 െ 2ሺcos ߚ cos ߙ  sinߚ sin ሻߙ ൌ ඥ2 െ 2cosሺߚ െ  ሻߙ

ൌ ඨ2 െ 2൬1 െ 2 sinଶ
ߚ െ ߙ
2

൰ ൌ 2 ฬsin
ߚ െ ߙ
2

ฬ. 

因為0 ൏ ߚ െ ߙ ൏ 可知0，ߨ2 ൏
ఉିఈ

ଶ
൏ 因此sin，ߨ

ఉିఈ

ଶ
 0，故上式可化簡為  

หܤܣሬሬሬሬሬറห ൌ 2 sin
ߚ െ ߙ
2

.							… ሺ21ሻ 

同理，我們也可得sin
ఊିఈ

ଶ
 0，以及  

หܥܣሬሬሬሬሬറห ൌ 2 sin
ߛ െ ߙ
2

.							… ሺ22ሻ 

將ሺ20ሻ, ሺ21ሻ, ሺ22ሻ三式代入ሺ18ሻ式，即可得到  

cos∠ܥܣܤ ൌ cos
ߛ െ ߚ
2

.						… ሺ23ሻ 

觀察圖 8，可知ߛ െ 弧的度數，且滿足0ܥܦܤ就是ߚ ൏
ఊିఉ

ଶ
൏ 此外，由圖；ߨ 8 也可看出

,ܤ 之圓切線的同側，因此0ܣ兩點落在過ܥ ൏ ܥܣܤ∠ ൏ ,由於cos函數在區間ሺ0。ߨ ሻ上為嚴格ߨ

遞減，因此具有一一對應的特性，故我們由ሺ23ሻ式可知  

 

這樣就完成了性質 2 的證明。  

 

伍、結語  

本文只是簡單的心得分享，寫作日期是 2019 年 7 月初的夏天，同時間世大運正好在

義大利的拿坡里舉辦。寫作過程中，有時會從白天寫到晚上，也顧不得飯有沒有吃，好像

怕靈感跑掉的樣子。覺得寫得不順的時候，會選擇在晚上出門散步吹吹風、聽聽蟲鳴，在

身心放鬆的狀態下，也得到一些不錯的想法。  

筆者對問題 3 的證明，在本文寫作前約半年就已大致記錄在紙上，剛好因為看到 [3]

文，所以決定和問題 1 與問題 2 的另解一起提出來分享給大家。文章最後，筆者要感謝

[1],[3]文的作者陳建燁老師以及提供問題 [2]的雙週一題主辦單位，因為有他們所提供的珍
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貴的資料，才有本文的誕生。  

 

備註：  

註 1：當我們依照圖 6 底下所介紹的作法，在圖 6 中畫出所需要的兩個圓後，假設兩圓相

交於ܲ，則如下圖：  

 
圖 9 

 

上圖中，我們也畫出了兩圓的切線：直線 與直線	ܦܣ	 若問圓。ܧܥ	 9 中兩圓其圓

心的位置如何確定，首先，過 且垂直	ܥ	 之直線與	തതതതܦܣ	 中垂線的交點，就是圖	തതതതܥܤ	 9 下

方較大圓的圓心位置；而圖 9 左上方較小圓的圓心，則落在過 且垂直	ܤ	 之直線	തതതതܧܥ	

與 。中垂線的交點處	തതതതܤܣ	  

圖 9 中，因為∠ܦܥܤ, 的圓周角與弦切角，可知ܥܨܤ分別為對弧ܥܲܤ∠  

 

觀察Δܥܲܤ，因三角形內角和為ߨ，利用上式可知  

ܥܤܲ∠  ܤܥܲ∠ ൌ ߨ െ ܥܲܤ∠ ൌ ܣܥܤ∠ ൌ ܤܥܲ∠   ,ܣܥܲ∠

消去上式等號兩端的∠ܲܤܥ，即得  

ܥܤܲ∠ ൌ  .ܣܥܲ∠

接著，只要觀察圖 9 中的另一個圓，同理也可得出∠ܲܤܣ ൌ 這樣，我們就證。ܥܤܲ∠

出圖 6 中所標示之∠ܲܤܣ ൌ ܥܤܲ∠ ൌ 。的結果了	ܣܥܲ∠  

圖 9 中的ܲ，依據 [3]文的介紹，就稱為「第一布洛卡點」。至於 [3]文中介紹的



科學教育月刊 第 425 期 中華民國 108 年 12 月 

- 28 - 

「第二布洛卡點」，其作圖法亦與圖 9 類似，讀者若有興趣，不妨自行完成。  

註 2：性質 2 所想證明的結論，為何不寫成∠ܥܣܤ ൌ
ଵ

ଶ
呢？其中的一個原因，大概是	ܥܱܤ∠

因為當圖 7 中的ܥܦܤ	弧的度數大於平角時，我們對於∠ܥܱܤ	究竟是指ܥܦܤ	弧還是ܥܣܤ

弧會感到混淆。此時，若引入像∠ܥܱܤ െ ܥܱܤ∠與	ܣ െ 這兩個新的記號，就可以幫	ܦ

助我們區別，但這樣的記號就較不簡潔與自然。筆者認為，這就是我們以「弧度記

號 」取代「角度符號∠」來標示圓心角的主因。  
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