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圓內接多邊形頂角的合分角正弦 
與餘弦函數值關係方程式(下) 
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2. 圓內接五邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式    

[2.1]. 展示  圓內接五邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式  

 

                圖 16                                  圖 17 

參考圖 16.，取 5n 並根據歸納出 3 個綜合法則的規範搜尋：由法則 [1]得
15

1cos

VV

A
項，

由 法 則 [2] 得 
145

4cos

dV




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


， 由 法 則 [3] (3-1). 得 分 式 項 分 母 部 份 為

2
14

2
1315 ddVV ，由(3-2).得分子部份的 4 個組合模式；[第一組合模式 ]裡由 15VV 乘積領

軍，此模式下有( 4n )=5-4=1 種情況組合，就是 case 1.下的 2 種組合，此組合為 15VV

[
2

13d +
2

14d ]。[第二組合模式 ]裡由  25VV 乘積領軍，此模式下有( 4n )=1 種項式組合，

此組合為 14325 dVVV 。[第三組合模式 ]裡由  41VV 乘積領軍，此模式下有( 4n )=1 種項

式組合，此組合為 341 VVV 13d 。[第四組合模式 ]裡由 42VV 乘積引領的單一項為 42VV 14d

13d  。將以上搜尋到的所有項式按規範集合起來，得下式； 
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15

1cos

VV

A
 = 

145

4cos

dV




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


  

            2
14

2
1315

1314421334114325
2

14
2

1315 ][

ddVV

ddVVdVVVdVVVddVV 
         (3) 

方程式  (3)式為法則規範的圓內接五邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！ 

檢視 (3)式的毎一個別項式運算量綱都是長度的負 2 次方！ 

[2.2]. 驗證證明： 在上圖 17.中，令對角線長 2442 dAA  ； 

見上圖 17.，先選取圓內接四邊形 5421 AAAA ，並引用方程式  (2)式，得  

15

1cos

VV

A
= 

145

4cos

dV






114

23 )cos(

Vd


2

1415

42415

dVV

VdVV 
 ，再選取圓內接四邊形 4321 AAAA ，  

得  
114

23 )cos(

Vd

 

1314

3cos

dd




113

2cos

Vd




2
13114

32114

dVd

VVVd 
  ，代入前式，排列成下式；  

   
15

1cos

VV

A
= 

145

4cos

dV



1314

3cos

dd



113

2cos

Vd




2
13114

32114

dVd

VVVd 


2
1415

42415

dVV

VdVV 
          (3*) 

這 (3*)式 的 末 項 裡 有 424Vd 的 乘 積 項 需 要 被 轉 換 ， 再 參 考 上 圖 17.的 圓 內 接 四 邊 形

4321 AAAA ，引用托勒密公式，得 142312413 dVVVdd     
13

14231
24 d

dVVV
d


  ， 

則   42415 VdVV 15VV 4
13

14231 V
d

dVVV



  =

13

14423411315

d

dVVVVVdVV 
 代入 (3*)式  

，得 
15

1cos

VV

A
= 

145

4cos

dV



1314

3cos

dd



113

2cos

Vd




2
13114

32114

dVd

VVVd 


13
2

1415

14423411315

ddVV

dVVVVVdVV 
  

 = 
145

4cos

dV




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


2

14
2

1315

1314421334114325
2

14
2

1315 ][

ddVV

ddVVdVVVdVVVddVV 
  

到此為止，已完成證明方程式  (3)式。其等號右側總計有 825
2 C  項數。 

 

3. 圓內接六邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式     

[3.1]. 展示  圓內接六邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式   
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圖 18 

參考圖 18.，取 6n 並根據歸納出 3 個綜合法則的規範搜尋：由法則 [1]得
16

1cos

VV

A
項，

由法則 [2]得 
156

5cos

dV




1415

4cos

dd




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


，由法則 [3] (3-1).得分式項分母部份為

2
15

2
14

2
1316 dddVV ，由(3-2).得分子部份的 4 個組合模式；[第一組合模式 ]裡由 16VV 乘積

領軍，此模式下有( 4n )=6-4=2 種情況組合，就是包括：case 1.下的( 3n )=6-3=3 項

組合，相加的 3 項組合式為 (16VV 2
14

2
13 dd 2

15
2

14 dd 2
13

2
15 dd )。case 2.的( 5n )=6-

5=1 乘積項式為  16VV 43VV 13d 15d  。總計有 4 項式。 

[第 二 組 合 模 式 ]裡 由  26VV 乘 積 領 軍 ， 此 模 式 下 有 ( 4n )=2 個 項 式 組 合 ， 此 組 合 為

26VV [ 143dV
2

15d + 4V 13d 14d 15d ]  。[第三組合模式 ]裡由  51VV 乘積領軍，此模式下有

( 4n )=2 個項式組合，此組合為 51VV [
2

13144 ddV + 1514133 dddV ]  。[第四組合模式 ]裡

由 52VV 乘積引領的單一項式為  52VV 15d 13d
2

14d   。現在，將以上搜尋到的所有項式

按規範集合起來如下；  
16

1cos

VV

A
= 

156

5cos

dV




1415

4cos

dd




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


    

{
)(

1
2

15141316 dddVV
[(16VV 2

14
2

13 dd 2
15

2
14 dd 2

13
2

15 dd )+ 43VV 13d 15d ]  +  26VV

[ 143dV
2

15d + 4V 13d 14d 15d ] + 51VV [
2

13144 ddV + 1514133 dddV ]+ 52VV 15d 13d
2

14d }     (4) 

方程式  (4)式為法則規範的圓內接六邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！ 
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方程式  (4)式其公式等號右側總計有 1326
2 C  項數目。 

[3.2]. 驗證證明：略。請參考九邊形的證明。    

 

4. 圓內接七邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式      

[4.1]. 展示  圓內接七邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式   

 

圖 19. 

參考圖 19.，取 7n 並根據歸納出 3 個綜合法則的規範搜尋：由法則 [1]得
17

1cos

VV

A
項，

由法 則 [2]得  
167

6cos

dV




1516

5cos

dd




1415

4cos

dd




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


，由法 則 [3] (3-1).得分 式 項

分母部份為
2

16
2

15
2

14
2

1317 ddddVV ，由(3-2).得分子部份的 4 個組合模式；[第一組合模

式 ]裡由 17VV 乘積領軍，此模式下有( 4n )=7-4=3 種情況組合，就是包括：case 1.下

的( 3n )=7-3=4 項組合，相加的 4 項組合式為 [(17VV 2
151413 )ddd ()( 2

161514 ddd

2
131615 )ddd + ])( 2

141316 ddd  。  case 2. 的 ( 5n )=7-5=2 乘 積 項 式 為  17VV 43VV 13d

2
1615dd + 17VV 53VV 13d 161514 ddd  。 case 3.的( 6n )=7-6=1 乘積項式為   17VV 54VV 14d

16d
2

13d   。此 [第一組合模式 ] 裡總計有 7 項式。 

[第 二 組 合 模 式 ]裡 由  27VV 乘 積 領 軍 ， 此 模 式 下 有 ( 4n )=3 個 項 式 組 合 ， 此 組 合 為
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27VV [ 143dV 2
1615 )( dd + 4V 13d 14d 2

1615dd + 5V 15d 16d
2

1413dd ]  。 [第 三 組 合 模 式 ]裡 由  

61VV 乘 積 領 軍 ， 下 有 ( 4n )=3 個 項 式 組 合 ， 此 組 合 為  61VV [
2

1413155 )( dddV +

161514
2

134 ddddV +
2

151413163 ddddV ]  。[第四組合模式 ]裡由 62VV 乘積引領的單一項式

為  62VV 16d 13d 2
1514 )( dd   。將以上搜尋到的所有項式按規範集合起來如下； 

17

1cos

VV

A
= 

167

6cos

dV




1516

5cos

dd




1415

4cos

dd




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


   {

)(

1
2

1615141317 ddddVV
[(17VV  

2
151413 )ddd ()( 2

161514 ddd 2
131615 )ddd + 2

141316 )( ddd ( 43VV 13d 2
1615dd + 53VV 13d

161514 ddd )+ 54VV 14d 16d
2

13d ]  +  27VV [ 143dV 2
1615 )( dd + 4V 13d 14d 2

1615dd + 

5V 15d 16d
2

1413dd ]  +  61VV [
2

1413155 )( dddV + 161514
2

134 ddddV +
2

151413163 ddddV ] 

+ 62VV 16d 13d 2
1514 )( dd }                                            (5) 

方程式  (5)式為法則規範的圓內接七邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！ 

方程式  (5)式其公式等號右側總計有 1927
2 C  項數目。 

[4.2]. 驗證證明：略。請參考九邊形的證明。    

 

5. 圓內接八邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式      

[5.1]. 展示  圓內接八邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式   

同理，參考圖 20.，取 8n 並根據歸納出 3 個綜合法則的規範搜尋，得下式；  

 

圖 20 
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A
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dV




1617
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dd




1516

5cos

dd




1415

4cos

dd




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


 2

171615141318 )(

1

dddddVV

{ [(18VV 2
16151413 )dddd ()( 2

17161514 dddd 2
13171615 )dddd  + 2

14131716 )( dddd  

2
15141317 )( dddd 43VV 13d 2

171615 )( ddd + 53VV 13d 2
17161514 dddd + 63VV 13d 2

15171614 dddd + 

54VV 14d 16d 2
1713 )( dd + 64VV 14d 2

13171615 dddd + 65VV 2
14131715 )( dddd ]  +  

28VV [ 143dV 2
171615 )( ddd + 4V 13d 14d 2

171615 )( ddd + 5V 13d 15d 2
171416 )( ddd +  

6V 13d 16d 2
151417 )( ddd ] + 71VV [ 2

151413166 )( ddddV +
2

14131716155 )( dddddV + 

6V 13d 16d 2
151417 )( ddd ] + 71VV [

2
161413166 )( ddddV +

2
14131716155 )( dddddV + 

2
16131715144 )( dddddV +

2
16151413173 )( dddddV ]+ 72VV 17d 13d 2

161514 )( ddd }         (6) 

方程式  (6)式為法則規範的圓內接八邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！ 

方程式  (6)式其公式等號右側總計有 2628
2 C  項數目。 

[5.2]. 驗證證明：略。請參考九邊形的證明。 

 

6. 圓內接九邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式      

[6.1]. 展示  圓內接九邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式  

 
圖 21. 

參考圖 21.，取 9n 並根據 3 個綜合法則的規範搜尋：由法則 [1]得
19

1cos

VV

A
項，由  

法則 [2]得  
189

8cos

dV




1718

7cos

dd




1617

6cos

dd




1516

5cos

dd




1415

4cos

dd




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


，由法則 [3] 

(3-1).得分式項分母部份為
2

18
2

17
2

16
2

15
2

14
2

1319 ddddddVV ，由(3-2).得分子部份的 4 個組

合模式；[第一組合模式 ]裡由 19VV 乘積領軍，此模式下有( 4n )=9-4=5 種情況組合，
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就是包括：case 1.下的( 3n )=9-3=6 項組合，相加的 6 項組合式為 

19VV (
2

17
2

16
2

15
2

14
2

13 ddddd +
2

18
2

17
2

16
2

15
2

14 ddddd +
2

13
2

18
2

17
2

16
2

15 ddddd +

2
14

2
13

2
18

2
17

2
16 ddddd +

2
15

2
14

2
13

2
18

2
17 ddddd +

2
16

2
15

2
14

2
13

2
18 ddddd )。    

case 2.的 ( 5n )=9-5=4 乘 積 項 式 相 加 為  19VV ( 43VV 13d 15d
2

18
2

17
2

16 ddd + 53VV 13d

14d 15d
2

18
2

1716 ddd + 63VV 13d 14d 2
15

2
181716 dddd  + 73VV 13d 14d 2

16
2

151817 dddd )。    

case 3.的 ( 6n )=9-6=3 乘 積 項 式 相 加 為  19VV ( 54VV 14d 16d
2

18
2

17 dd + 64VV 14d 15d
2

13
2

181716 dddd + 74VV 14d 15d
2

16
2

131817 dddd )。  

case 4.的 ( 7n )= 9-7= 2 乘積項式相加為   19VV ( 65VV 15d 17d
2

14
2

13
2

18 ddd + 75VV 15d

2
14

2
13181716 ddddd )。   

case 5.的單一乘積項式為 19VV 76VV 16d 18d
2

15
2

14
2

13 ddd  。此 [第一組合模式 ] 裡總計

16 項式。  

[第 二 組 合 模 式 ]裡 由  29VV 乘 積 領 軍 ， 此 模 式 下 有 ( 4n )=5 個 項 式 組 合 ， 此 組 合 為

29VV [ 143dV
2

18
2

17
2

16
2

15 dddd + 4V 13d 14d 2
18

2
17

2
1615 dddd + 5V 13d

2
14

2
18

2
171615 ddddd + 6V

13d
2

15
2

14
2

181716 ddddd + 7V 13d
2

16
2

15
2

141817 ddddd ]  。 [第 三 組 合 模 式 ]裡 由  81VV 乘 積

領 軍 ， 此 模 式 下 有 ( 4n )=5 個 項 式 組 合 ， 此 組 合 為 81VV [
2

16
2

15
2

14
2

13177 dddddV +

2
15

2
14

2
131817166 ddddddV +

2
17

2
14

2
131816155 ddddddV +

2
17

2
16

2
131815144 ddddddV +

2
17

2
16

2
151814133 ddddddV ]  。 [第四組合模式 ]裡由 82VV 乘積引領的單一項式為  

82VV 18d 13d
2

17
2

16
2

15
2

14 dddd  。將以上搜尋到的所有項式按規範集合起來如下； 
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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181716 dddd + 

73VV 13d 14d 2
16
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13
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2

13181716 ddddd ) + 

76VV 16d 18d
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13 ddd ]  + 29VV [ 143dV
2
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17
2

16
2
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2
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1615 dddd +
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181716 ddddd + 7V 13d
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141817 ddddd ] +  

81VV [
2

16
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2

13177 dddddV +
2
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2

131817166 ddddddV +
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17
2

14
2
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2
17

2
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131815144 ddddddV +

2
17

2
16

2
151814133 ddddddV ] + 82VV 18d 13d

2
17

2
16

2
15

2
14 dddd }   (7) 

方程式  (7)式為法則規範的圓內接九邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！ 

檢視 (7)式的毎一個別項式運算量綱都是長度的負 2 次方！ 

方程式  (7)式其公式等號右側總計有 3429
2 C  項數目。 

[6.2]. 驗證證明： 

6.2a). 先證明：圓內接 n 邉形頂角的合分角正弦函數值關係方程式  (L1)式。 

i. 對圓內接四邊形 4321 AAAA 言，有引理 1.的托勒密公式： 1324dd = 1342 VVVV  ， 

由引理 2.知  22 sin2 RV  ， 33 sin2 RV  ， 124 sin2 ARd  ，代入公式化簡 

  113 sin Ad 31 sinV 24 sinV      
14

1sin

VV

A

134

3sin

dV




113

2sin

Vd


            (8) 

方程式  (8)式就是圓內接四邊形頂角的合分角正弦函數值關係方程式！ 
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方程式  (8)式比之於方程式  (2)式的餘弦值方程式更要簡潔漂亮得多！兩者的差異

性很大， (2)式多出了這一項；   
2

1314

3214

dVV

VVVV 
     。 

ii. 對圓內接五邊形 54321 AAAAA 言， 見下圖 22.與 23.，應用 (8)式可得 

 

圖 22.                                圖 23 

 

    
15

1sin

VV

A
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4sin
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113

2sin

Vd


                (9) 

方程式  (9)式就是圓內接五邊形頂角的合分角正弦函數值關係方程式！ 

方程式  (9)式也比方程式  (3)式的餘弦值方程式更要簡潔漂亮許多！  

iii. 繼續依樣推演圓內接六邊形、七邊形、八邊形、… … … 直到 n 邊形； 

iv. 對半徑 R 的圓內接 n 邉形 nnn AAAAAAA 124321  言， 見下圖 24， 

 
圖 24. 
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應用 (8)式可得  
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      (L1) 

 

圓內接 n 邉形頂角的合分角正弦函數值關係方程式  (L1)式敘述證明完成。 

方 程 式  (L1)式 比 之於 方 程 式  (1)式 的 餘 弦值 方 程 式 更要 簡 潔 漂 亮對 稱 ！ 兩 者的 差 異

性非常驚人。而兩者毎一個別項式的量綱都是長度的負 2 次方！ 

6.2b). 證明 圓內接九邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式  (7)式： 見圖 25.， 

 

      

圖 25                            圖 26 

(b.1). 選取圓內接四邊形 9821 AAAA ，引用方程式  (2)式得餘弦值關係方程式；  
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   ，再選取圓內接四邊形

8721 AAAA ，圖 26.，得  
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  ，代入前式，得  
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2
1819

82819

dVV

VdVV 


2
17118

727118

dVd

VdVd 
   。 

(b.2). 繼續這同樣的推演運算，… … … ，最後得下列方程式 (7.1)式； 
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18171615141319 ddddddVV
( 2

171615141382819 ))( dddddVdVV  + 918
2

16151413 )( Vddddd  

)( 727118 VdVd  + )( 626117 VdVd  917
2

18151413 )( Vddddd  + 916
2

18171413 )( Vddddd

)( 525116 VdVd  + )( 424115 VdVd  915
2

18171613 )( Vddddd  + 914
2

18171615 )( Vddddd  

)( 32114 VVVd  }                                                   (7.1) 

(b.3). 在這  (7.1)式中請注意末項最大分式項的分子部份，令此分子部份的所有項式

組合為 N； 經展開運 算 後，得  N = 2
171615141319 )( dddddVV + 2

1716151413828 )( dddddVd +

19VV 2
1615141318 )( ddddd + 2779 dVV 18

2
16151413 )( ddddd + 19VV 2

1514131817 )( ddddd + 

2669 dVV 17
2

18151413 )( ddddd + 19VV 2
1413181716 )( ddddd + 2559 dVV 16

2
18171413 )( ddddd + 19VV

2
1318171615 )( ddddd + 2449 dVV 15

2
18171613 )( ddddd + 19VV 2

1817161514 )( ddddd + 14329 dVVV

2
18171615 )( dddd   。在 N 的 12 項式中，位於第 2、第 4、第 6、第 8、第 10 項處  

看到 5 個特別的乘積成份； 171615141328 dddddd ， 1615141327 ddddd ， 15141326 dddd ， 

141325 ddd ， 1324dd  。因 28d , 27d , 26d , 25d , 24d 這 5 個長度不是給定的已知量，要被轉

換成已知量，接下來的敘述導證過程就是要做轉換推演； 
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圖 27.                           圖 28. 

i. 見圖 27.，由四邊形 4321 AAAA 可得出；   1324dd = 13142 VVdV          (7.1.1) 

ii. 見圖 28，取 5n ，由五邊形 54321 AAAAA 及引理 3.可得出； 
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   141325 ddd = 1314 dVV 1513 dVV + 15142 ddV                    (7.1.2) 

 

     

圖 29                          圖 .30 

iii. 見圖 29.，取 6n ，由六邊形 654321 AAAAAA 及引理 3.可得出；   
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   ，再由引理 2.得  
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  15141326 dddd = 141315 ddVV 161314 ddVV + 161513 ddVV + 1615142 dddV   (7.1.3) 

iv. 見圖 29.，取 7n ，由七邊形 7654321 AAAAAAA 及引理 3.與引理 2.可得出； 
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1615141327 ddddd = 15141316 dddVV 17141315 dddVV 17161314 dddVV + 17161513 dddVV + 

 

                   171615142 ddddV                                 (7.1.4) 

v. 見圖 30.取 8n ，由八邊形 87654321 AAAAAAAA 及引理 3.與引理 2.可得出； 
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171615141328 dddddd = 1615141317 ddddVV 1815141316 ddddVV 1817141315 ddddVV  

            1817161314 ddddVV + 1817161513 ddddVV + 18171615142 dddddV        (7.1.5) 

 

(b.4). 轉換完成。將 (7.1.5)式、 (7.1.4)式、 (7.1.3)式、 (7.1.2)式、 (7.1.1)式依序代入 N

的各對應項式中，再運算組合，移項重整，按順序排列好，再代入 (7.1)式中末項最

大分式項的分子部份，再組合、整理、排列，最後即得證出 (7)式。 

 

7. 圓內接十邊形以後 ( 10n )的所有多邊形都能仿效此九邊形的驗證過程被完整無瑕

地證明出來，縱然公式項式極其龐大，也必整齊規則有序地被排列出來！  

 

參、結論  

1. 上述全文證明出的結果顯示正弦值與餘弦值關係方程式差異性極大無比，最鮮明差異

就是餘弦值關係方程式增多出一巨大的非角度分式項；雖然多項繁複，卻也能有規律

地被逐一整合、完美歸納出正確方程式來。本文也因此得到兩者的延伸推廣一般化方
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程式  (L1)式與 (1)式，使得多邊形領域裡多出 2 組方程式。 

2. 在推理演繹證明過程中，須注意到並掌握任一項式的運算總量綱概念；巨大分式項的

分 子 內 任 何 單 一 項 的 運 算 量 綱 都 是 長 度 的  ( 62 n )次 方 ！ 而 分 母 的 運 算 量 綱 是 長 度

的  ( 42 n )次方，組合起來的運算總量綱就成為負 2 次方！有量綱概念在演算歸納過

程中始能推理搜尋到毎一項式的正確表示式。\ 

3. 方程式  (8)式與方程式  (2)式和托勒密公式都是最基本公式，以此可適度地擴充推廣到

一般化方程式  (L1)式與 (1)式。所以，(L1)式與 (1)式必涵蓋統一了 (8)式與  (2)式和托

勒密公式，使它們都成為特例。 

4. 原本多邊形裡有遠古著名的圓內接四邊形托勒密公式，而本文推證出的一般化方程式  

(L1)式與 (1)式及  (8)式與  (2)式更是豐富了圓內接多邊形多樣化內涵，再為多邊形邊

長與角度關係補進兩塊拼圖，在處置有關多邊形問題時，增闢了多個思考引證路線。

多邊形領域裡潛藏的內涵豐盛寬廣，有待挖掘探索，本文為自我發想的創作，期盼在

數學世界的發展裡能讓多邊形的星空多一點燦爛！ 
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