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以微積分的方法證明 
任意三角形外角和為 360∘ 

連威翔  
適園有限公司  

壹、前言  

在數學傳播 27 卷 4 期的《以微積分的方法求四邊形面積公式》一文當中，作者透過

微積分的手法，重新證明了可表示出四邊形面積的 Bretschneider 公式，其證明過程請參

考 [1]。根據作者在 [1]中所言，其證明的想法是來自微積分基本定理，而作者計算微分時

所用的參數，是四邊形的其中一個角度。  

或許是受到 [1]文的影響，筆者也找出了一種透過微積分手法來證明任意三角形的 外

角和為360°(從而可知任意三角形的內角和為180°)。不過，與 [1]文不同的地方是，筆者將

引入坐標與向量來進行證明，且計算微分時所用的參數是長度。底下第二節中，筆者將會

介紹自己的證明過程。  

 

貳、筆者的證明  

對於任意的三角形，我們先以逆時針方向沿著三角形邊界繞一圈，繞圈的同時也為三

角形的三個頂點命名為ܣ, ,ܤ 為三點命名後的結果，下圖的兩個三角形，顯示出其中兩。ܥ

種可能：  

 

圖 1 

 

我們以上圖中左邊的Δܥܤܣ為例，設∠ܤܥܣ ൌ തതതതܥܣ，ߠ ൌ ܽ。接著，我們以ܥ為原點、射線

：所在的平面建立坐標系，則如下圖ܥܤܣ軸正向，在Δݔ的方向為 ܣܥ  
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圖 2 

 

注意點ܤ將在ݔ軸上方。為了研究上圖中Δܥܤܣ的外角，我們在上圖中畫出射線ܤܥ，並在該

射線上取一動點ܲ。接著，連接另一個射線ܲܣ後，則如下圖：   

 

圖 3 

 

上圖中，我們也假設了Δܥܲܣ的三個外角為ߙ, ,ߚ 。ߛ  

在圖 3 中，筆者想證明無論動點ܲ的位置為何，都將滿足Δܥܲܣ之外角和為360°，即證

明圖 3 中有  

ߙ ൅ ߚ ൅ ߛ ൌ 						ߨ2 … ሺ1ሻ 

的結果。證明ሺ1ሻ式之後，只要取動點ܲ的位置為圖 3 中的ܤ點，這樣就證明了Δܥܤܣ的外角

和為360°，從而也證出Δܥܤܣ的內角和為180°。  

所以，接下來準備介紹的證明中，最重要的第一步將放在如何證明ሺ1ሻ式。筆者的證明

如下：  
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證明：圖 3 中，假設ܲܥതതതത ൌ 則ܲ點坐標可表為，ݐ  

ܲሺݐ cos ߠ , ݐ sin  ሻߠ
因為有ܣሺܽ, 0ሻ，可知  

ሬሬሬሬሬറܲܥ ൌ ሺݐ cos ߠ , ݐ sin  ሻߠ

ሬሬሬሬሬറܣܲ ൌ ሺܽ െ ݐ cos ߠ , െݐ sin  ሻߠ

ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ሺെܽ, 0ሻ 

圖 3 中，ܲܣሬሬሬሬሬറ ∙ 我們可透過內積的定義計算cos，ߙሬሬሬሬሬറ 兩向量的夾角ܥܣ ：之值如下ߙ  

cos ߙ ൌ
ሬሬሬሬሬറܣܲ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ

หܲܣሬሬሬሬሬറหหܥܣሬሬሬሬሬറห
ൌ

െܽ ൅ ݐ cos ߠ

√ܽଶ ൅ ଶݐ െ ݐ2ܽ cos ߠ
						… ሺ2ሻ 

至於cosߚ的計算，同理也有  

cos ߚ ൌ
ሬሬሬሬሬറܲܥ ∙ ሬሬሬሬሬറܣܲ

หܲܥሬሬሬሬሬറหหܲܣሬሬሬሬሬറห
ൌ

ܽ cos ߠ െ ݐ

√ܽଶ ൅ ଶݐ െ ݐ2ܽ cos ߠ
						… ሺ3ሻ 

因為0 ൏ ߙ ൑ 可知sin，ߨ 非負，因此利用ߙ (2)式計算後可得  

sin ߙ ൌ ඥ1 െ cosଶ ߙ ൌ
ݐ sin ߠ

√ܽଶ ൅ ଶݐ െ ݐ2ܽ cos ߠ
						… ሺ4ሻ 

接著，因為0 ൏ ߚ ൏ 可知sin，ߨ 為正，因此利用ߚ (3)式計算後可得  

sin ߚ ൌ ඥ1 െ cosଶ ߚ ൌ
ܽ sin ߠ

√ܽଶ ൅ ଶݐ െ ݐ2ܽ cos ߠ
						… ሺ5ሻ 

為了底下計算的方便，我們先分別利用ሺ2ሻ, ሺ3ሻ兩式求出  

݀ cos ߙ
ݐ݀

ൌ
ݐܽ sinଶ ߠ

ሺܽଶ ൅ ଶݐ െ ݐ2ܽ cos ሻߠ
ଷ
ଶ

					… ሺ6ሻ 

݀ cos ߚ
ݐ݀

ൌ
െܽଶ sinଶ ߠ

ሺܽଶ ൅ ଶݐ െ ݐ2ܽ cos ሻߠ
ଷ
ଶ

						… ሺ7ሻ 

此時，若將ሺ2ሻ式的等號左端的cosߙ對ݐ微分，利用微分連鎖規則可得  

݀ cos ߙ
ݐ݀

ൌ
݀ cos ߙ
ߙ݀

∙
ߙ݀
ݐ݀

ൌ െ sin ߙ ∙
ߙ݀
ݐ݀
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因此有  

ߙ݀
ݐ݀

ൌ െ
1

sinߙ
∙
݀ cos ߙ
ݐ݀

								… ሺ8ሻ 

將ሺ4ሻ, ሺ6ሻ兩式代入上式，可知  

ߙ݀
ݐ݀

ൌ
െܽ sin ߠ

ܽଶ ൅ ଶݐ െ ݐ2ܽ cos ߠ
									… ሺ9ሻ 

另一方面，仿照ሺ8ሻ式的求法，將ሺ3ሻ式的等號左端的cosߚ對ݐ微分，利用連鎖規則處理後再

移項得  

ߚ݀
ݐ݀

ൌ െ
1

sinߚ
∙
݀ cos ߚ
ݐ݀

									… ሺ10ሻ 

將ሺ5ሻ, ሺ7ሻ兩式代入上式，可知  

ߚ݀
ݐ݀

ൌ
ܽ sin ߠ

ܽଶ ൅ ଶݐ െ ݐ2ܽ cos ߠ
							… ሺ11ሻ 

至此，將ሺ9ሻ, ሺ11ሻ兩式相加，可得  

݀ሺߙ ൅ ሻߚ
ݐ݀

ൌ 0 

因此可知圖 3 中的ߙ ൅ 無關，即與ܲ的位置無關。可假設ݐതതതത 的長度ܲܥ之值與 ߚ  

ߙ ൅ ߚ ൌ 							ܭ … ሺ12ሻ 
其中ܭ為與ݐ無關的待定常數。  

圖 3 中，取ܲܥതതതത ൌ ݐ ൌ 0時，ܥ, ܲ兩點重合，此時由圖 3 可知有  

ߙ ൌ  ߨ

ߚ ൌ ߠ ൌ ߨ െ  ߛ

將上述ߙ, 之值代入ሺ12ሻ式後，可得ߚ  

ܭ ൌ ߙ ൅ ߚ ൌ ߨ2 െ  ߛ

而在將上式中的ߛ移項之後，即得  

ߙ ൅ ߚ ൅ ߛ ൌ  ߨ2

至此我們就證得ሺ1ሻ式，即圖 3 中無論ܲ的位置為何，Δܥܲܣ的外角和恆為360°。  

 

最後，若取動點ܲ為圖 3 中的ܤ點的位置，即可證明了圖 3 中Δܥܤܣ的外角和為360°，

也因此可推論出Δܥܤܣ的內角和為180° 
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參、證明之後的反思  

在一個證明之中，通常會在某些假設之下進行一些推論。在第二節的證明中，讀者是

否有看出筆者用上了哪些重要的假設呢？  

在數學傳播 27 卷 2 期的《三角形內角和等於180°與畢氏定理》一文當中，作者在畢

氏定理成立的條件下，證明了任意三角形內角和等於180°，其證明過程請參考 [2]。  

然而在本文第二節的最後，我們也證明了任意三角形內角和等於180°。請注意本文第

二節中，當我們計算ሺ4ሻ, ሺ5ሻ兩式時，用上了三角恆等式  

cosଶ ߠ ൅ sinଶ ߠ ൌ 1							 … ሺ13ሻ 
其中ߠ是廣義角，因為0 ൏ ߠ ൏ ：關於廣義角三角函數的定義，請參考下圖。ߨ  

 
圖 4 

 

其中設ܱܲതതതത ൌ ：透過上圖，我們可定義底下的廣義角正、餘弦函數值。ݎ  

cos ߠ ൌ
ݔ
ݎ
, sin ߠ ൌ

ݕ
ݎ

 

圖 4 中，設ܦ在ݔ軸上且ܲܦതതതത ٣ തതതതଶܦതതതത。在畢氏定理成立的條件下，將有ܲܦܱ ൅ തതതതଶܦܱ ൌ ，ଶݎ

又因為ܱܦതതതത ൌ ,|ݔ| തതതതܦܲ ൌ  因此可知，|ݕ|

ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ  ଶݎ

上式同除ݎଶ後，即得ሺ13ሻ式。因此，ሺ13ሻ式是在畢氏定理成立之下才有的結果。  

至此，若回顧第二節的證明過程，可發現當我們以廣義角三角函數中的恆等式ሺ13ሻ算

出ሺ4ሻ, ሺ5ሻ兩式的結果時，其實就已經悄悄假設畢氏定理成立。因此，就「假設畢氏定理成

立」這點而言，本文第二節的證明與 [2]文的證明是一樣的，即使兩個證明看起來是如此不

同。  
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肆、結語  

從參考資料 [1]的有趣內容，到本文第二節所介紹的探討過程，我們可發現高等數 學

的基礎科目之一的微積分，也有著許多的初等應用。仍在高中階段就讀的同學們，若能好

好學習微積分，相信對於日後的應用也會有許多助益。 

最後，要藉此機會謝謝台大數學系王藹農退休教授與莊武諺教授熱心提供意見供筆者

參考。 
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