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圓內接多邊形頂角的合分角正弦 
與餘弦函數值關係方程式(上) 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

壹、前言  

在完整探討了圓內接多邉形頂角的合分角正弦函數值關係方程式後，就自然直覺想到

是否 還存 在 有另 一組 頂 角的 合分 角 餘弦 函數 值 關係 方程 式 ？筆 者旋 即 進行 拓展 那 新一 組

相呼應的合分角餘弦值關係方程式的研發。請參閱下圖 1.，  

 
圖 1 

給 定 一 個 半 徑 R 的 圓 內 接 n邉 形 nnn AAAAAAA 124321  ， 令 邉 長 線 段 1 iii AAV ， 

ni 1 ，  11 AAn  ；  11  iii AAA ， 12  ni ； 對 角 線 長  jj AAd 11   , 

13  nj  ，頂角 1234321 ...   nnnA  ，則有下列方程式； 
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 (L1) 

方程式  (L1)式稱為圓內接 n邉形頂角的合分角正弦函數值關係方程式。如今眾所皆知；三

角形的正弦定理與餘弦定理兩者的方程式內涵是有很明顯的差異；平面凸多邊形面積的正

弦式表示式與餘弦式表示式更是有極大的不同。所以，現在要透過詳盡的研究推演證明，

以得證出圓內接多邉形頂角的合分角餘弦值關係方程式，並施以對照比較而釐清出此兩方

程式在型態結構上的區別！  

在推 證 演 繹 的過 程 中 也 細膩 周 詳 地 比對 圓 內 接 四邉 形 、 圓 內接 五 邉 形 、圓 內 接六邉
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形、…、圓內接九邉形等等圖形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式的各式內容，發現到

這所有公式彼此之間都存在著共同一致規律特性；即毎一公式中的各項式組合皆遵守著特

定規則，而所有項式集體結合其來就形成整齊秩序排列的方程式！因此，特地再將它們彙

整、歸納，進而編著成圓內接 n邊形一般化公式中各項式依序排列完整的 3 個綜合法則。

遵循著這 3 法則的指引，學習者都可以精準美妙的書寫出任一個圓內接 n邊形完備特有的

正確方程式！  

 

貳、本文  

在本文一系列敘述解說的導證過程中，將詳盡列舉、闡述出圓內接多邊形頂角的合分

角餘弦值關係方程式的 3 個綜合法則。當在理論驗證時必頻繁引用到方程式  (L1)式與圓

內接 多邊 形 各圓 周角 的 正弦 定理 公 式以 及平 面 幾何 學中 慣 常應 用到 的 輔助 線幾 何 圖形 作

圖法來達成推理實證的演繹工作。同時，在下列撰文推理引證的運算過程中，需應用對照

到下述已知的 3 個基本數學性質；  

 

一、基本數學性質—引理： 

引理 1. 圓內接四邊形的托勒密公式： 圖 2. 圓內接四邊形 4321 AAAA ，對角線  

 
圖 2. 

長 1331 dAA   , 2442 dAA   ，則托勒密定理為； 

1324dd = 1342 VVVV     (Ptolemy theorem ) (L2) 

證明：略。 

 

引理 2. 圓內接多邊形各圓周角的正弦定理：        圖 3. 

給定半徑為 R的圓內接 n邊形 nnn AAAAAAA 124321  ，令邉長線段 21AA = 1V ， 
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圖 3 

32AA = 2V ， 43AA = 3V ，…， 12  nn AA = 2nV ， nn AA 1 = 1nV ， 1AAn = nV ，而邉長

1V 所對應的圓周角為 1 ， 2V 所對應的圓周角為 2 ， 3V 所對應的圓周角為 3 ，…，

2nV 所對應的圓周角為 2n ， 1nV 所對應的圓周角為 1n ， nV 所對應的圓周角為

n ，則此多邊形各邉長所對應的圓周角的正弦定理方程式為下列  (L3)式： 
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證明：由等弦對應等圓周角及直角三角形的正弦值關係即可證明(略)。  

 

引理 3. 圓內接 n邉形頂角的合分角正弦函數值關係方程式為前言中的  (L1)式  

證明：詳見本文內文 (二 ).之 6.內 6.2a).中的證明。  

 

二、圓內接多邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式 

(一) 歸納圓內接多邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式的綜合法則 

以下就是透過比對研究歸納出的 3 個綜合法則，用來指引如何搜尋頂角的合分角餘

弦值與邊長及對角線長的乘積組合，再編列出此圓內接多邊形頂角的合分角餘弦函數值關  

係方程式。半徑 R的圓內接 n邉形 nnn AAAAAAA 124321  ，請看圖 1.，承續前言所列的 

各邊長與對角線長度，理論上求證計算這些公式時，由圖形的一般性，直觀的選取頂點 1A

作為定點，再由此定點 1A 引出( 3n )段對角線長，這些對角線都集中相交在定點 1A 處而

不再有其它相互的交點，定點處的頂角 1A， 1234321 ...   nnnA  ，故頂角  

1A 是合角，而 2 、 3 、 4 、…、 3n 、 2n 、 1n 等等各圓周角都是頂角 1A 的分角，則 

這被 預先 歸 納列 舉出 的 每一 個圓 內 接多 邊形 頂 角的 合分 角 餘弦 函數 值 關係 方程 式 公式 的

法則是；  
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綜合法則 [1]. 所證公式的等號左側內容是單一個分式項，由定點處的頂角 1A 合角取 餘弦

值形成分子，而分母則由頂角 1A 的兩側邊長長度乘積形成。所以這個單一分式項的完整  

內容為；  
1

1cos

VV

A

n

 。  

綜合法則 [2].  所求公式的等號右側內容要區分成兩組相異部份；第一組內容是由( 2n )

個不同分式項相加而成。毎一個分式項都型如法則 [1].的結構；是由各分角取餘弦值形成

分子，而分母則由各分角的兩側邊長長度乘積形成的。然後將各分式項依序由 1n 、 2n 、 

3n 、…、 4 、 3 、 2 排列相加而成，這一組的完整內容為； 
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。到目前為止，由觀察所述的公式內容型態是 

與正弦值的方程式 (L1)式相類似，但兩者最大的不同處就在於下列法則 [3].的第二組法則

內涵裡。  

綜合法則 [3].  所求公式的等號右側第二組內容是一非常巨大的單一個分式項；  

(3-1) 請續見圖 1.，這碩大分式項的分母是由頂角 1A 的兩側邊長長度與由此定點 1A 引出的

所有  ( 3n )段對角線長其各長度的平方相乘積而得。因此，此項分母的完整內容為； 

2
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2
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2
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2
16

2
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2
131  nnnnn ddddddddVV    。檢視此項分母完整乘積內容  

的量綱 (dimension)是長度的  ( 42 n )次方！由長度量經過冪次乘積運算而得出的因

次量就稱為量綱 (dimension)。再比對逐一觀察法則 [1].與法則 [2].的各分式項式所顯

示的運算量綱是長度的負 2 次方！如此可推演出這碩大分式項分子裡的毎一項其運

算量綱必是長度的  ( 62 n )次方！ 

(3-2) 這碩大分式項的分子部份裡其組成內容總計有下列詳盡的 4 個組合模式： 

 

[第一組合模式 ]：由  1VVn 乘積領軍，此模式下有( 4n )種情況組合敘述於下； 

case 1.在所有  ( 3n )段對角線長中任取  ( 4n )段對角線長，使被選取到的毎一對角線長

度先各自平方後再相乘而得一乘積組合式，此情況計有  ( 3n )項，再全部依序相

加起來，得   
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此處，上述毎一項其運算量綱都是長度的  ( 82 n )次方！  

case 2.此情況由  3V 領軍，見圖 4.， 3V 分別要和 4V , 5V , 6V , … , 4nV , 3nV , 2nV 各邊  

 
圖 4 

長相乘形成 43VV , 53VV , 63VV , … , 43 nVV , 33 nVV , 23 nVV 的乘積，由圖 4.看到與第 1 乘

積項 43VV 的兩邊長在圖形上有直接連結的對角線長是 13d , 14d , 15d ，而 14d 被夾在中

間， 14d 是屬於與 3V , 4V 各有直接連結但重疊的對角線，此 14d 必須被扣除掉，僅需

保留取 13d , 15d 的各單一值。而其餘對角線 16d , 17d , 18d , … , )3(1 nd , )2(1 nd , )1(1 nd 等

都和 3V , 4V 沒有直接連結要取平方值。因此，這 43VV 乘積組合的一項正確式為  

43VV 13d 15d
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

17
2

16  nn ddddd        。 

請謹慎觀察試算這一項的運算量綱也是長度的  ( 82 n )次方！ 

其次要看第 2 乘積項 53VV 的兩邊長在圖形上有直接連結的對角線長是 13d , 14d , 15d ,

16d ，見下圖 5，這 4 段對角線完全沒有重疊都須被單獨取到，而其餘對角線 17d ,

18d , … , )3(1 nd , )2(1 nd , )1(1 nd 等都和 3V , 5V 沒有直接連結要取平方值。因此，這 53VV

乘積組合的一項其正確式為  53VV 13d 14d 15d
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

1716  nn ddddd     。 

再詳予觀察這一項的運算量綱也是長度的  ( 82 n )次方！ 
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圖 5 

再繼續看第 3 乘積項 63VV 的兩邊長在圖形上有直接連結的對角線長是 13d , 14d ,

16d , 17d ，見下圖 6，這 4 段對角線完全沒有重疊都須被單獨取到，而其餘對角線 

18d , 19d , … , )3(1 nd , )2(1 nd , )1(1 nd , 15d ,等 都 和 3V , 5V 沒 有 直 接 連 結 要 取 平 方 值 。 這

63VV 組合的一項其正確式為  63VV 13d 14d
2
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2
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2

181716 ddddddd nn    。  

 

圖 6 

持續仿效上述歸納思考理念，續得第 4 乘積項 73VV 的正確乘積組合式為  
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2
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… … … … 

延續這樣的歸納整理，直到尋獲第( 6n )乘積項 33 nVV 的正確乘積組合式為  
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鍥而不捨，最後再尋獲第( 5n )乘積項 23 nVV 的正確乘積組合式為  
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此處由  3V 領軍的情況總計有( 5n )乘積項，再按順序將其全部相加起來，得  
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case 3.此情況由  4V 領軍，見圖 7.， 4V 分別要和 5V , 6V , 7V , … , 4nV , 3nV , 2nV 各邊長相乘

形成 54VV , 64VV , … , 44 nVV , 34 nVV , 24 nVV 的乘積，由圖 7.看到與第 1 乘積項 54VV

的兩邊長在圖形上有直接連結的對角線長是 14d , 15d , 16d ，而 15d 被夾在中間， 15d 是

屬於與 4V , 5V 各有直接連結但重疊的對角線，此 15d 必須被扣除掉。而其餘對角線  

13d , 17d , 18d , … , )3(1 nd , )2(1 nd , )1(1 nd 等都和 4V , 5V 沒有直接連結要取平方值。因此， 

這 54VV 乘積組合的一項正確式為 54VV 14d 16d
2
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2

18
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17 ddddd nn    。量綱

也是長度的  ( 82 n )次方！ 

 

圖 7. 

同理，繼續仿效 case 2.的歸納思緒做法，得 64VV 乘積組合的一項正確式為  

64VV 14d 15d
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再得 74VV 乘積組合的正確式為  74VV 14d 15d
2
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量綱也是長度的  ( 82 n )次方！  

… … … … 

延續這樣的歸納整理，直到尋獲第( 7n )乘積項 34 nVV 的正確乘積組合式為  
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秉著鍥而不捨，最後再尋獲第( 6n )乘積項 24 nVV 的正確乘積組合式為  
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此處由  4V 領軍的情況總計有上述的  ( 6n )乘積項，再依序全部相加起來，得 
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圖 8. 

case 4. 此情況由  5V 領軍， 5V 分別要和 6V , 7V , 8V ,… , 4nV , 3nV , 2nV 各邊長相乘形成 65VV ,

75VV ,… , 45 nVV , 35 nVV , 25 nVV 的乘積，仿效上述完整的歸納思路過程，再整理出由  

5V 領軍的情況總計有下述的  ( 7n )乘積項，再依順序全部相加起來，得 
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case 5. 由  6V 領軍的情況總計有下述的  ( 8n )乘積項，依序全部相加起來，得 

76VV 16d 18d
2

15
2

14
2

13
2

)1(1
2

)2(1
2

)10(1
2

19 ddddddd nn   + 

86VV
2

15
2

14
2

13
2

)1(1
2

)11(1
2

)10(119181716 dddddddddd n  + 

96VV
2

18
2

15
2

14
2

13
2

)1(1
2

)12(1
2

)11(1)10(1191716 ddddddddddd n   + … … + 

36 nVV 16d 17d
2

)4(1
2

)5(1
2

)6(1
2

18
2

15
2

14
2

13
2

)1(1)2(1)3(1   nnnnnn dddddddddd   + 

26 nVV 16d 17d
2

)3(1
2

)4(1
2

)5(1
2

)6(1
2

18
2

15
2

14
2

13)1(1)2(1   nnnnnn dddddddddd   
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case 6. … … … … 持續上述相同的歸納操作程序，… … … … ….    

      

      

 

圖 9 

case ( 6n ).由  5nV 領軍的情況總計有下述的  3 乘積項，依序相加起來，得 

45  nn VV )5(1 nd )3(1 nd
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13
2

)1(1
2

)2(1  nnnnn dddddddd  + 

35  nn VV )5(1 nd )4(1 nd )3(1 nd )2(1 nd
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13
2

)1(1  nnnn ddddddd  + 

25  nn VV )5(1 nd )4(1 nd )2(1 nd )1(1 nd
2

)3(1
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13  nnnn ddddddd   

case ( 5n ).由  4nV 領軍的情況總計有下述的  2 乘積項，依序相加起來，得 

34  nn VV )4(1 nd )2(1 nd
2

)5(1
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13
2

)1(1  nnnnn dddddddd  + 

24  nn VV )4(1 nd )3(1 nd )2(1 nd )1(1 nd
2

)5(1
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13  nnnn ddddddd   

case ( 4n ).由  3nV 領軍的情況總計只有  1 乘積項，它的正確乘積組合式為  

23  nn VV )3(1 nd )1(1 nd
2

)4(1
2

)5(1
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13  nnnnn dddddddd   

 

綜上所述就是 [第一組合模式 ] 下的所有( 4n )種情況組合局部內容。這個組合模式

內 總 計 出 現 的 項 式 有 ；  1+2+3+…+( 8n )+( 7n )+( 6n )+( 5n )+( 3n ) = 

)4()3)(2(
2

1
 nnn  項。所有這些項式要依序全部相加起來，然後將相加的總和再乘

上此組合模式的領軍項 1VVn 就得到[第一組合模式 ]中的完整項式內涵。此處，也能檢視出

這組合模式裡的毎一項量綱都是長度的  ( 62 n )次方！ 
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[第二組合模式 ]：由  2VVn 乘積領軍，此模式下有( 4n )項式組合，敘述於下； 

 

圖 10 

見圖 10.，此  2VVn 乘積分別要和 3V , 4V , 5V , 6V , … , 4nV , 3nV , 2nV 各邊長相乘形成

32VVVn , 42VVVn , 52VVVn , 62VVVn , … , 42 nn VVV , 32 nn VVV , 22 nn VVV  的 乘 積 ， 第 1 乘 積 項

32VVVn 裡 2V 與 3V 的兩邊長在圖形上有直接連結的對角線長是 13d , 14d  ，而 13d  是屬於 與

2V , 3V 各有直接連結但重疊的對角線，此 13d 必須被扣除掉，僅保留取 14d 的單一值。而其 

餘對角線 15d , 16d , 17d , 18d , … , )3(1 nd , )2(1 nd , )1(1 nd 等都和 2V , 3V 沒有直接連結要取平方值。 

因此，歸納搜尋出這 32VVVn 乘積組合的一項正確式為  

32VVVn 14d
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

17
2

16
2

15  nn dddddd   。 

仔細觀察這一項的運算量綱也是長度的  ( 62 n )次方！ 

同理，第 2 乘積項 42VVVn 仿效前述取值的歸納策略，可得出正確乘積組合式為    

42VVVn 13d 14d
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

17
2

1615  nn dddddd       。 

同理，再得第 3 乘積項 52VVVn 的正確乘積組合式為  

52VVVn 13d
2

14
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

171615 ddddddd nn         。 

… … … … 
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同理，再得第 ( 5n )乘積項 32 nn VVV 的正確乘積組合式為  

32 nn VVV 13d )3(1 nd )2(1 nd
2

)1(1
2

)4(1
2

)5(1
2

18
2

17
2

16
2

15
2

14  nnn dddddddd       。 

同理，最後再得第 ( 4n )乘積項 22 nn VVV 的正確乘積組合式為  

22 nn VVV )2(1 nd )1(1 nd 13d
2

)3(1
2

)4(1
2

)5(1
2

18
2

17
2

16
2

15
2

14  nnn dddddddd      。 

以上敘述就是 [第二組合模式 ] 下的所有( 4n )個項式完整組合內容。這個組合模式

內總計出現的項式有 ( 4n )項。所有這些項式要依序全部相加起來，就得到這[第二組合

模 式 ]中 的 完 整 項 式 內 涵 。 此 處 ， 也 能 檢 視 出 這 組 合 模 式 裡 的 毎 一 項 量 綱 都 是 長 度 的  

( 62 n )次方！ 

[第三組合模式 ]：由  11 nVV 乘積領軍，此模式下有( 4n )項式組合，敘述於下；  

 

圖 11 

見 圖 11. ， 此 11 nVV 乘 積 分 別 要 和 2nV , 3nV , 4nV , … , 6V , 5V , 4V , 3V  各 邊 長 相 乘 形 成

211  nn VVV , 311  nn VVV , 411  nn VVV , … , 611 VVV n , 511 VVV n , 411 VVV n , 311 VVV n 的乘積，第 1 乘

積項 211  nn VVV 裡 1nV 與 2nV 的兩邊長在圖形上有直接連結的對角線長是 )1(1 nd , )2(1 nd ，而

)1(1 nd 是 屬 於 與 1nV , 2nV 各 有 直 接 連 結 但 重 疊 的 對 角 線 ， 此 )1(1 nd 必 須 被 扣 除 掉 ， 僅 取

)2(1 nd 的值。而其餘對角線 13d , 14d , 15d , 16d , … , )5(1 nd , )4(1 nd , )3(1 nd 等都和 1nV , 2nV 沒有

直接連結要取平方值。因此，這 211  nn VVV 乘積組合的一項為  
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 211  nn VVV )2(1 nd
2

)3(1
2

)4(1
2

)5(1
2

16
2

15
2

14
2

13  nnn ddddddd   。 

仔細觀察這一項的運算量綱也是長度的  ( 62 n )次方！  

同 理 ， 第 2 乘 積 項 311  nn VVV 仿 效 前 述 取 值 的 歸 納 策 略 ， 可 得 出 正 確 乘 積 組 合 式 為   

311  nn VVV )3(1 nd )2(1 nd
2

)4(1
2

)5(1
2

15
2

14
2

13)1(1   nnn dddddd   。 

同理，再得第 3 乘積項 411  nn VVV 的正確乘積組合式為  

411  nn VVV )4(1 nd )3(1 nd
2

)2(1
2

)5(1
2

15
2

14
2

13)1(1   nnn dddddd   。 

… … … … 

同理，再得第 ( 5n )乘積項 411 VVV n 的正確乘積組合式為  

411 VVV n 14d 15d )1(1 nd
2

)2(1
2

)3(1
2

)4(1
2

18
2

17
2

16
2

13  nnn ddddddd   。 

同理，最後再得第 ( 4n )乘積項 311 VVV n 的正確乘積組合式為  

311 VVV n )1(1 nd 13d 14d
2

)2(1
2

)3(1
2

)4(1
2

18
2

17
2

16
2

15  nnn ddddddd   。  

以上敘述就是 [第三組合模式 ] 下的所有( 4n )個項式完整組合內容。這個組合模式

內總計出現的項式有 ( 4n )項。所有這些項式要依序全部相加起來，就得到這[第三組合

模 式 ]中 的 完 整 項 式 內 涵 。 此 處 ， 也 能 檢 視 出 這 組 合 模 式 裡 的 毎 一 項 量 綱 都 是 長 度 的  

( 62 n )次方！  

[第四組合模式 ]：由 12 nVV 乘積引領的單一項，見圖 12.，與 1nV , 2V 各有直接連結的對角  

 

圖 12 
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線為 )1(1 nd 與 13d ，兩者都不重疊，都各取單一值。而其餘對角線 14d , 15d , 16d , … , )4(1 nd ,

)3(1 nd , )2(1 nd 等都和 1nV , 2V 沒有直接連結要取平方值。因此，這 12 nVV 乘積組合的唯一項

完整正確式為  

12 nVV )1(1 nd 13d
2

)2(1
2

)3(1
2

)4(1
2

18
2

17
2

16
2

15
2

14  nnn dddddddd       。  

仔細觀察這一項的運算量綱也是長度的  ( 62 n )次方！  

敘述到目前為止，4 個組合模式的所有個別項式都被歸類搜尋完成。這 4 個組合模式裡的

乘積組合總項式數目為   [ )4()3)(2(
2

1
 nnn ] + ( 4n ) + ( 4n ) +1 = )3(

2
n

n
 = 

nn
n

 )1(
2

 = 
nn CC 12   項，且在此處任何單一項的運算量綱都是長度的  ( 62 n )次方！

這
nn CC 12  項數的各項式要依順序排列成串，再全數相加起來才能構成巨大分式項的分子

部份所擁有的完整項式。 

現在，就將上述綜合法則 [1]. [2]. [3].指示的規則下所尋獲的各項式依順序排列，編輯

整合成：  法則 [1]的項  = 法則 [2]的總項式  減去  法則 [3]的巨大分式項式，如此即尋得完

整精確的圓內接 n邊形頂角的合分角餘弦值關係方式 )5( n ！  

1

1cos

VV

A

n

= 




)1(1

1cos

nn

n

dV








)2(1)1(1

2cos

nn

n

dd








)3(1)2(1

3cos

nn

n

dd


 …  + 

1415

4cos

dd




1314

3cos

dd



113

2cos

Vd


   




12
)1(1

2
)2(1

2
)3(1

2
)4(1

2
16

2
15

2
14

2
131 ][ nnnnn ddddddddVV  { 1VVn [( 

2
)2(1

2
)3(1

2
15

2
14

2
13  nn ddddd  +

2
)1(1

2
)2(1

2
16

2
15

2
14  nn ddddd  + 

2
13

2
)1(1

2
)2(1

2
)3(1

2
16

2
15 dddddd nnn  +

2
14

2
13

2
)1(1

2
)2(1

2
18

2
17

2
16 ddddddd nn  + … + 

2
)5(1

2
)6(1

2
15

2
14

2
13

2
)1(1

2
)2(1

2
)3(1  nnnnn dddddddd  +

2
)4(1

2
)5(1

2
14

2
13

2
)1(1

2
)2(1  nnnn dddddd  +

2
)3(1

2
)4(1

2
)5(1

2
14

2
13

2
)1(1  nnnn dddddd   ) + ( 43VV 13d 15d

2
)1(1

2
)2(1

2
17

2
16  nn dddd  + 

53VV 13d 14d 15d
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

1716  nn ddddd  + 
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63VV 13d 14d
2

15
2

)1(1
2

)2(1
2

19
2

181716 ddddddd nn   + 

73VV 13d 14d
2

16
2

15
2

)1(1
2

)2(1
2

)10(1
2

191817 dddddddd nn   + … … + 

33 nVV 13d 14d
2

)4(1
2

)5(1
2

)6(1
2

17
2

16
2

15
2

)1(1)2(1)3(1   nnnnnn ddddddddd  + 

23 nVV 13d 14d
2

)3(1
2

)4(1
2

)5(1
2

)6(1
2

17
2

16
2

15)1(1)2(1   nnnnnn ddddddddd   ) + ( 

54VV 14d 16d
2

13
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

17 ddddd nn   + 64VV 14d 15d
2

13
2

)1(1
2

181716 ddddd n  +  

74VV 14d 15d
2

16
2

13
2

)1(1
2

)2(1
2

191817 ddddddd nn    + … … + 

34 nVV 14d 15d
2

)4(1
2

)5(1
2

)6(1
2

17
2

16
2

13
2

)1(1)2(1)3(1   nnnnnn ddddddddd   + 

24 nVV 14d 15d
2

)3(1
2

)4(1
2

)5(1
2

)6(1
2

17
2

16
2

13)1(1)2(1   nnnnnn ddddddddd   ) +  

… … … + ( 45  nn VV )5(1 nd )3(1 nd
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13
2

)1(1
2

)2(1  nnnnn dddddddd  + 

35  nn VV )5(1 nd )4(1 nd )3(1 nd )2(1 nd
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13
2

)1(1  nnnn ddddddd  + 

25  nn VV )5(1 nd )4(1 nd )2(1 nd )1(1 nd
2

)3(1
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13  nnnn ddddddd   ) + ( 

34  nn VV )4(1 nd )2(1 nd
2

)5(1
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13
2

)1(1  nnnnn dddddddd  + 

24  nn VV )4(1 nd )3(1 nd )2(1 nd )1(1 nd
2

)5(1
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13  nnnn ddddddd   ) + ( 

23  nn VV )3(1 nd )1(1 nd
2

)4(1
2

)5(1
2

)6(1
2

)7(1
2

)8(1
2

15
2

14
2

13  nnnnn dddddddd   )]  + [ 

32VVVn 14d
2

)1(1
2

)2(1
2

16
2

15  nn dddd  + 42VVVn 13d 14d
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

17
2

1615  nn dddddd   

+ 52VVVn 13d
2

14
2

)1(1
2

)2(1
2

18
2

171615 ddddddd nn   + … … … + 

32 nn VVV 13d )3(1 nd )2(1 nd
2

)1(1
2

)4(1
2

)5(1
2

18
2

17
2

16
2

15
2

14  nnn dddddddd  + 

22 nn VVV )2(1 nd )1(1 nd 13d
2

)3(1
2

)4(1
2

)5(1
2

18
2

17
2

16
2

15
2

14  nnn dddddddd   ] +  

[ 211  nn VVV )2(1 nd
2

)3(1
2

)4(1
2

)5(1
2

16
2

15
2

14
2

13  nnn ddddddd   + 

311  nn VVV )3(1 nd )2(1 nd
2

)4(1
2

)5(1
2

15
2

14
2

13)1(1   nnn dddddd   + 
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411  nn VVV )4(1 nd )3(1 nd
2

)2(1
2

)5(1
2

15
2

14
2

13)1(1   nnn dddddd   + … … … + 

411 VVV n 14d 15d )1(1 nd
2

)2(1
2

)3(1
2

)4(1
2

18
2

17
2

16
2

13  nnn ddddddd   + 

311 VVV n )1(1 nd 13d 14d
2

)2(1
2

)3(1
2

)4(1
2

18
2

17
2

16
2

15  nnn ddddddd   ] +  

12 nVV )1(1 nd 13d
2

)2(1
2

)3(1
2

)4(1
2

18
2

17
2

16
2

15
2

14  nnn dddddddd   } (1) 

 

方程式  (1)式就是歸納出的圓內接 n邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！ 

這 頂 角 的 合 分 角 餘 弦 值 方 程 式 (1) 式 等 號 右 側 的 總 項 式 數 目 為  ( 2n )+ )3(
2

n
n

=

)4(
2

1 2  nn = 2)1(
2

n
n

= 22 
nC  項數。此處 (1)式裡的  n需要 5n   。 

 

(二) 展示歸納的圓內接多邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式與驗證  

1. 首先證明：圓內接四邊形頂角的合分角餘弦函數值關係方程式  

      

圖 13                          圖 14 

見圖 13.，半徑為 R的圓內接四邉形 4321 AAAA ，令其邉長線段 21AA = 1V， 32AA = 2V ，

43AA = 3V ， 14AA = 4V ，對角線 1331 dAA  ，頂角 231  A ， 3 是弧長 43AA 的圓

周角， 2 是弧長 32AA 的圓周角，而 3 與 2 則是頂角 1A 的分角。  

[1.1]. 作幾何輔助線圖： 

(a) 請看圖 14. 通過頂點 2A 作一直線平行對角線 31AA 且與圓周交於 B 點， 

(b) 連接線段 BA1 、 4BA 、 3BA ，得一新構的四邉形 321 ABAA ，檢視這圖形的幾何
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意義，得知其恰為一個等腰梯形，因此又得 BA1 = 32AA = 2V ， 21AA = 1V 3BA ， 

(c) 見圖 14.，再通過頂點 1A 作一直線 CA1 平行線段 4BA  。再參閱下圖 15.， 

 

圖 15 

(d) 通過頂點 3A 作一直線 DA3 垂直於直線 CA1 ，使相交於垂直點 D，且 DA3 又與

4BA 垂直相交於 E 點。另通過頂點 4A 作一直線 CA4 垂直於直線 CA1 ，使相交於

垂直點 C，所有相對應的圓周角皆標示在圖中的正確適當位置。輔助線作圖完

成。 

[1.2]. 圖 15. 輔助線圖形的餘弦式幾何意義： 

(a) 下圖 15.，就直角三角形 DAA 31 言，斜邊長  1331 dAA  ，得一股線段長  

cos(311 AADA  )23   cos(13d )23   113 cosAd  。  

(b) 就直角 CAA 41 言，斜邊長 4V ，線段長 CA1 24 cosV  。   

(c) 就直角 EBA3 言，斜邊長 3BA 1V ，線段長 cos1VBE 31 cosV  。  

(d) 線段長 BEBAEACD  44 ，由線段長 DA1 = CA1 CD = CA1 + BABE 4  ，

參閱圖 15.，圓內接四邊形 431 ABAA 的邉長與對角線中有引理 1.的托勒密公式：

143431314 AABAAABAAABA       4132134 VVVVdBA     
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13

3214
4 d

VVVV
BA


   ，將此 4BA 長度代入線段長 DA1 的線段關係式中，   

由  DA1 = CA1 + BABE 4    113 cosAd 31 cosV 24 cosV
13

3214

d

VVVV 
      

   
14

1cos

VV

A

134

3cos

dV




113

2cos

Vd




2
1314

3214

dVV

VVVV 
                   (2) 

方程式  (2)式就是被證明出的圓內接四邊形頂角的合分角餘弦值關係方程式！ 

而  (2)式的特別處是各餘弦項的分母皆為該角度兩側的邉長乘積，整體各項內容裡的

角度、邉長、對角線長都是有規則性分佈的！ 

 

【待嬻】 

 


