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平面凸七邊形內中央兩相鄰交叉對角線 
長度乘積方程式 

李輝濱  
嘉義市輔仁中學退休教師  

壹、前言  

首先 來 探 討 一個 受 規 範 的圓 內 接 七 邊形 的 特 例 情況 ： 即 任 意給 定 一 個 圓內 接 七邊形

7654321 AAAAAAA ，令其各邉線段長 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA

= 5V ， 76 AA = 6V ， 17 AA = 7V ， 見 下 圖 1.， 在 圖 形 中 央 任 意 選 定 兩 相 鄰 交 叉 對 角 線 長 

1441 dAA  ， 2552 dAA   的組合，也還有其它多種組合；如； 2552 dAA  ， 3663 dAA   的

組合及 3663 dAA  與 4774 dAA  的組合，……等。  

   
圖 1                        圖 2. 

(a) 連接對角線長 1551 dAA  ， 2442 dAA  ，使形成一圓內接四邊形 5421 AAAA ，見上

圖 2.，由托勒密定理 Ptolemy theorem 得 1524412514 ddVVdd   (1) 

(b) 圖 2.中，令角度  651 AAAm  ，角度 517 AAAk  ，對四邊形 7651 AAAA 言 

可得；  15d mV cos5 + )](cos[ 66 AmV   + kV cos7  

          = )cos( 75 AV  + )]()cos[( 676 AAV   + )cos( 67 AV   

          = 75 cos AV + )cos( 766 AAV  67 cos AV  (b-1) 

再令角度  243 AAAx  ，角度 324 AAAy  ，對三角形 432 AAA 言可得； 
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 24d yV cos2 + xV cos3  ，因對六邊形 765421 AAAAAA 言，可得下列頂角關係； 

          2)( 641 AxAA 527 )( AyAA       

         xAAA  2641   且   yAAA  2752   ，代入  24d  中，得  

         24d )cos( 7522 AAAV  + )cos( 6413 AAAV   (b-2) 

將方程式 (b-1)與 (b-2)一起代入方程式 (1)，經演算後，整理，得下列方程式； 

2514dd 41VV )cos(cos 752752 AAAAVV  + )cos()cos( 7527662 AAAAAVV   

       )cos(cos 752672 AAAAVV  )cos(cos 641753 AAAAVV   

           + )cos()cos( 6417663 AAAAAVV  )cos(cos 641673 AAAAVV   (2) 

(c) 再對四邊形 7651 AAAA 言，有下列的邉長與頂角正弦值關係式； 

   0 = mV sin5 + )](sin[ 66 AmV   kV sin7 = mV sin5 )sin( 66 AmV  kV sin7  

    0 = 75 sin AV )sin( 766 AAV  67 sin AV  (c-1) 

又對三角形 432 AAA 言，可得；  0 = yV sin2 xV sin3     

    0 = )sin( 7522 AAAV  )sin( 6413 AAAV   (c-2) 

將方程式 (c-1)與  (c-2)式相乘，經演算後，整理，得下列方程式；  

   0 = )sin(sin 752752 AAAAVV  + )sin()sin( 7527662 AAAAAVV   

          )sin(sin 752672 AAAAVV  )sin(sin 641753 AAAAVV   

          )sin()sin( 6417663 AAAAAVV  + )sin(sin 641673 AAAAVV   (3) 

(d) 將方程式 (2)減去方程式 (3)，再經運算，化簡整理後，得下列方程式；  

2514dd 41VV )cos( 5252 AAVV  + )cos( 65262 AAAVV   

      )cos( 765272 AAAAVV  )cos( 764153 AAAAVV   

      + )cos( 74163 AAAVV  )cos( 4173 AAVV   (4) 

這方程式 (4)就是圓內接七邊形內中央兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式的 面

積型量綱公式，因為公式裡的各項量綱都是長度的平方。  

(e) 再將方程式 (b-2)與  (c-1)式相乘，得下列方程式；   

0 = )cos(sin 752752 AAAAVV  + )cos()sin( 7527662 AAAAAVV   

   )cos(sin 752672 AAAAVV  + 753 sin AVV )cos( 641 AAA   

   )sin( 7663 AAVV  )cos( 641 AAA  673 sin AVV )cos( 641 AAA   (e-1) 

再將方程式 (b-1)與  (c-2)式相乘，得下列方程式； 

0 = )sin(cos 752752 AAAAVV  + )cos( 7662 AAVV  )sin( 752 AAA   

   672 cos AVV )sin( 752 AAA  + 753 cos AVV )sin( 641 AAA   

   )cos( 7663 AAVV  )sin( 641 AAA  + 673 cos AVV )sin( 641 AAA   (e-2) 



科學教育月刊 第 417 期 中華民國 108 年 4 月 

- 20 - 

將方程式 (e-1)與  (e-2)式兩式相加，經演算後，整理，得下列方程式； 

0 = )sin( 5252 AAVV  + 62VV )sin( 652 AAA  72VV )sin( 7652 AAAA   

   + 53VV )sin( 7641 AAAA  63VV )sin( 741 AAA  + 73VV )sin( 41 AA   (5) 

(f) 比較方程式  (4)式與  (5)式，見到兩者的 cos 項與 sin 項的係數與角度組合均對應相

同，可將兩者相組合；今將兩式的等號兩側各自完全平方後，再相加，並經一連串

三角函數角度的和差轉換公式運算，化簡，先得到下列方程式； 

2
25

2
14 dd 2

4
2

1 VV +
2

5
2

2 VV +
2

6
2

2 VV +
2

7
2

2 VV +
2

5
2

3 VV +
2

6
2

3 VV +
2

7
2

3 VV
2

5322 VVV 3cos A  

       3
2

632 cos2 AVVV 3
2

732 cos2 AVVV )cos(2 525421 AAVVVV   

       + )cos(2 6526421 AAAVVVV  )cos(2 76527421 AAAAVVVV   

       )cos(2 76415431 AAAAVVVV  + )cos(2 7416431 AAAVVVV   

       )cos(2 417431 AAVVVV  665
2

2 cos2 AVVV + )cos(2 7675
2

2 AAVVV   

       )cos(2 754216532 AAAAAVVVV  + )cos(2 54217532 AAAAVVVV   

       776
2

2 cos2 AVVV + )cos(2 366532 AAVVVV  + )cos(2 737632 AAVVVV   

)cos(2 3767532 AAAVVVV  + )cos(2 377632 AAVVVV   

       665
2

3 cos2 AVVV + )cos(2 7675
2

3 AAVVV  776
2

3 cos2 AVVV  (6) 

對 (6)式再作角度轉換，繼續運算化簡，並重新整理排列後，得下列方程式； 

2
25

2
14 dd  

2
4

2
1 VV +[

2
5

2
2 VV +

2
5

2
3 VV

2
5322 VVV 3cos A ] 

     +[
2

6
2

2 VV +
2

6
2

3 VV 3
2

632 cos2 AVVV ]+[
2

7
2

2 VV +
2

7
2

3 VV 3
2

732 cos2 AVVV ] 

)cos(2 525421 AAVVVV  + )cos(2 6526421 AAAVVVV   

)cos(2 76527421 AAAAVVVV  + )cos(2 5325431 AAAVVVV   

)cos(2 65326431 AAAAVVVV  )cos(2 417431 AAVVVV   

+[ 665
2

2 cos2 AVVV + )cos(2 7675
2

2 AAVVV  776
2

2 cos2 AVVV ] 

+[ 665
2

3 cos2 AVVV + )cos(2 7675
2

3 AAVVV  776
2

3 cos2 AVVV ] 

+ 636532 coscos4 AAVVVV )cos(cos4 7637532 AAAVVVV   

+ 737632 coscos4 AAVVVV  (7) 
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這方程式 (7)就是圓內接七邊形內中央兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式的 面

積平方型量綱公式，因為公式裡的各項量綱都是長度的四次方。事實上，方程式 (7)與方程

式 (4)是等價方程式，兩者都是同樣在描述圓內接七邊形內中央兩相鄰交叉對角線長度乘

積一般化方程式。又因為圓內接七邊形各內角的任意加法組合無特定關係值，除了七個內

角和恰為5π外，所以根據此觀點可以作一個猜想：即此方程式 (7)應當也是平面凸七邊形

內中央兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式的面積平方型量綱公式。 

再重新檢視方程式 (6)的原型式，將其與平面八邊形面積型餘弦公式作一個項式相 對

應的比對，可發覺到兩者之間呈現極高度融合相關性，這微妙特徵令人思索到可用餘弦定

理公 式與 新 構圖 出的 平 面八 邊形 之 間作 一個 完 美縝 密的 連 結！ 進而 應 用此 關連 性 嚴謹 的

推導出平面凸七邊形方程式 (7)式。  

接下來，要尋求適切方法特以證明出這預想的平面凸七邊形內中央兩相鄰交叉對角線

長度乘積一般化方程式的面積平方型量綱公式。並將推證出的公式與方程式 (7)作一個完

整的對照比較，即能呼應出先自圓內接七邊形的規則特例思考起較容易，然後逐步規劃分

析擴展到繁複的一般化平面凸七邊形的研究情形。  

 

貳、本文  

在研 析 推 導 廣義 的 平 面 凸七 邊 形 內 中央 兩 相 鄰 交叉 對 角 線 長度 乘 積 一 般化 方 程式之

前，為了要完整且有條理地導證出應得的型態關係式，則必在下列撰文推理演繹的運算過

程中，需應用或對照到下述已知的幾個數學應用性質；  

 

一、數學應用性質─引理 

引理 1. 平面四邉形餘弦定理  : 在平面上給定一個凸四邊形 4321 AAAA ，如圖 3。 

    

                                   

令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 14 AA = 4V ， 

則此凸四邊形的面積型餘弦公式為  

圖 3 圖 4
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2

4V =
2

1V +
2

2V + 2
3V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV + 2 1V  323 cos AAV   (L-1) 

因上列公式中各項的量綱都是邊長的平方，故稱為面積型餘弦公式。  

 

證明：幾何作圖；連接圖 3.的兩個頂點 1A 與 3A 形成一對角線 13 AA 。  

(1) 見下圖 3A. 令 mAAA  431  ，對角線長  dAA 31 ，對 321 AAA 言，可得三角形餘

弦定理；
2d = 2

1V + 2
2V －2 221 cos AVV ，又對 431 AAA 言，可得餘弦公式為  

2
4V = 2d + 2

3V －2 mdV cos3   2
4V = 2

1V + 2
2V + 2

3V －2 221 cos AVV －2 mdV cos3  (1-

1) 

  
 

(2) 現在要證明方程式 (1-1)的最末項中 md cos 在圖形上的幾何意義；上圖 3B。  

(i) 延長線段 43 AA ，使成直線 CAA 34 ，通過頂點 2A 作一直線 DA2 平行直線 CAA 34 。 

(ii) 通過頂點 2A 作一直線 CA2 垂直於直線 CAA 34 ，使 C 點為垂足點。 

(iii) 再通過頂點 1A 作一直線 BA1 垂直於直線 CAA 34 ，使 B 點、D 點為垂足點。 

(iv) 由 直 角 BAA 31 性 質 知 md cos  的 值 恰 為 投 影 線 段 長  BA3 ， 同 理 2V 在 直 線 

CAA 34 上 的 投 影 線 段 長 為 CA3 ， 而 線 段 長 CA3 恰 等 於 )cos( 32 AV  =

32 cos AV 。 

 (v) 1V 在 直 線  CAA 34 上 的 投 影 線 段 長 為 CBDA 2 線 段 ； 因 DA2 平 行 CB ， 令

kDAA  21 ，則頂角 3A 與 2A 的關係為 3A + ( 2A -k) =   3A + 2A = + k，而線

段長 DA2 恰等於 kV cos1 ，但由  321 cos AAV  =  kV cos1 = kV cos1 ，得

線段長 DA2 = kV cos1 =  321 cos AAV  。 

(vi) 因此，由 BA3 + CA3 = CB = DA2 ，得 md cos = 32 cos AV  321 cos AAV  。 

 

(3) 最後將此 md cos 的值代入方程式(1-1)，即得證出方程式(L-1) 。 

   事實上，方程式(L-1)不僅適用於圖 3.凸四邉形，也適用於如圖 4.的凹四邉形；只

圖 3A 圖 3B
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要仿效上述構圖要領即可完整證明出平面凹四邉形餘弦定理為方程式(L-1)。  

 

引理 2. 平面五邉形餘弦定理：先參考下圖 5.的平面凹五邊形。 

 

       圖 5.        

 

任給一個平面凹五邊形 54321 AAAAA ，假設選取 4A 頂角為優角，優角意指其角度是

大於  但小於 2 ，令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 

15 AA = 5V ，則此五邊形的面積型餘弦公式為  

2
5V =

2
1V +

2
2V + 2

3V + 2
4V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

    +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV  －2 )cos( 43241 AAAVV   (L -2 )  

 

證明：下圖 7 連接兩頂點 1A 與 4A 形成對角線長 dAA 41 ，令 mAAA  541 ，  

           

 

(1) 對圖 7 中的部份四邉形 4321 AAAA 言，由引理 1.有平面四邉形餘弦公式為 

2d =
2

1V +
2

2V + 2
3V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV +2 1V  323 cos AAV   

又對 541 AAA 言，可得三角形餘弦公式為 
2

5V =
2d + 2

4V －2 mdV cos4    

圖 5 圖 6

圖 7 圖 8
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  2
5V =

2
1V +

2
2V + 2

3V + 2
4V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV + 2 1V  323 cos AAV   

          －2 mdV cos4   (2-1) 

(2) 仿效引理 1.的幾何作圖法，作出圖 8.，即延長線段 54 AA 使形成一直線 54 ACA ，另作

三綠色直線 EA3 、 BA2 與 DA1 相互平行且皆與直線 54 ACA 相垂直。使得 B 、 D 、 E

三點都是垂足點。再通過頂點 2A 作一直線 GA2 平行直線 54 ACA ，使 G 點為垂足點。 

(3) 圖 8 中，由直角 DAA 41 性質知 md cos  的值恰為投影線段長 DA4 ，同理 3V 在直

線 54 ACA 上的投影線段長為 EA4 ，恰等於 )cos( 43 AV = 43 cos AV 。 

(4) 2V 在 直 線 54 ACA 上 的 投 影 線 段 長 為 BE ， 恰 等 於 )](cos[ 432  AAV =

)cos( 432 AAV   。  

(5) 1V 在 直 線 54 ACA 上 的 投 影 線 段 長 為 BD = GA2 線 段 長 ， 因 BD 平 行 GA2 ， 令

tGAA  21 ，由圖 8.中知 x= 3A + ( )4 A  且 x+ (  )2 tA  ，則 2A + 3A + 4A  =

t2     4321 cos AAAV  =  tV 2cos1 = tV cos1 = GA2 = BD 。 

(6) 在直線 54 ACA 上，線段長 BD =線段長 DA4 + EA4 + BE，故得 DA4 = BD － EA4 － BE  

  md cos =  4321 cos AAAV  )cos( 432 AAV  + 43 cos AV  。 

(7) 將此 md cos 關係式直接代入方程式(2-1)中，即得證出方程式(L-2) 。 

 

事實上，方程式(L-2)不僅適用於凹五邉形，也適用於凸五邉形；只要仿效上述引理 1.

與引理 2.構圖要領即可完整證明出平面凸五邉形餘弦定理為方程式(L-2)。若換成選取頂

角 3A 為優角如圖 6. ，則同樣可推證得方程式(L-2) 。 

 

 

引理 3. 平面六邉形餘弦定理  : 在平面上給定一個凸六邊形 654321 AAAAAA ，令 線段長 

21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 16 AA = 6V ，則此六

邊形的面積型餘弦公式為：  
2

6V =
2

1V +
2

2V + 2
3V + 2

4V + 2
5V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

    －2 554 cos AVV +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV   

     +2 3V  545 cos AAV  －2 )cos( 43241 AAAVV   

    －2 )cos( 54352 AAAVV  +2 )cos( 543251 AAAAVV   (L-3) 

 

證明：方程式(L-3)也適用於凹六邉形，以頂角 3A 為優角的凹六邉形來推證之；參見下圖

9. 連接兩頂點 1A 與 5A 形成一對角線，使對角線長度 dAA 51 ， 
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(1) 令 mAAA  651  ，對圖 9.中的部份凹五邉形 54321 AAAAA 言，有餘弦公式為 

2d =
2

1V +
2

2V + 2
3V + 2

4V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

   +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV  －2 )cos( 43241 AAAVV   

又對 651 AAA 言，可得三角形餘弦公式為  
2

6V =
2d + 2

5V －2 mdV cos5    
2

6V = 2
1V +

2
2V + 2

3V + 2
4V + 2

5V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

  －2 mdV cos5 +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV   

－2 )cos( 43241 AAAVV   (3-1) 

(2) 仿 效 引 理 1.與 2.的 幾 何 作 圖 法 ， 作 出 圖 10.， 其 中 四 直 線 HA2 、 GLA3 、 FA4 與

BACA 65 相互平行，另四綠色直線 CA4 、 DA3 、 GEA2 與 FBHA1 相互平行且皆與直

線 HA2 、 GLA3 、 FA4 與 BACA 65 相垂直。而 B 、 C 、 D 、 E 、 F 、 G 、 H 七點都

是垂足點。故四邉形 CBFA4 、 DEGA3 、 EFHA2 皆為長方形。 

(3) 對直角 BAA 51 言， md cos  的值恰為投影線段長 BA5 ，同理 4V 在直線 BACA 65 上的

投影線段長為 CA5 ，恰等於 )cos( 54 AV  = 54 cos AV = CA5  。 

(4) 由 FA4 平行 BACA 65 ，令 xDAA  43 ，得 4A + 5A = x ，而 3V 在直線 FA4 上的投

影線段長為 DA4 ，恰等於 )cos(cos 5433 AAVxV  = DA4  。 

(5) 由 FA4 平行 GLA3  ，令 tGAA  32  ，得  x + tA 3 =  ，故 3A + 4A + 5A = t2  ，

而  2V 在 直 線 GLA3 上 的 投 影 線 段 長 為 GA3 = DE ， 恰 等 於 tV cos2 =

)cos( 5432 AAAV  = GA3 = DE  。  

(6) 由 HA2 平行 GLA3  ，令 zHAA  21  ，得  z + tA 2 =  ，故 z = 3 ( 2A 3A

+ 4A + 5A ) ，而邉長 1V 在直線 HA2 上的投影線段長為 HA2  。再由圖 10 知 HA2 =

EF = zV cos1 =  54321 cos AAAAV    。 

(7) 因 四 邉 形 CBFA4 為 長 方 形 ， 得 CA5 + BA5 = CB = FA4 = DA4 + DE + EF ， 故 BA5 =

md cos = DA4 + DE + EF CA5 = )cos( 543 AAV  + )cos( 5432 AAAV 

 54321 cos AAAAV  54 cos AV  。至此找到 md cos 的完整值。 

圖 9 圖 10
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(8) 將此 md cos 的完整值直接代入方程式(3-1)中，即得證出方程式(L-3)。方程式(L-3)不

僅適用於凹六邉形，也適用於凸六邉形；只要仿效上述引理 1.與引理 2.及引理 3.構

圖要領即可完整證明出平面凸六邉形餘弦定理為方程式(L-3) 。凹六邉形有各樣不同

型態；如另有頂角 2A 是單一優角情形，頂角 4A 是單一優角情形， 2A 與 4A 同為優角

情形(其餘頂角為劣角)，…等。只需仿效上述作圖要領，這所有型態的凹六邉形其具

有的餘弦定裡皆為方程式(L-3) 。 

 

 

引理 4. 平面七邉形餘弦定理：在平面上給定一個凸七邊形 7654321 AAAAAAA ，令其各邉

線段長 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 76 AA = 6V ，

17 AA = 7V ，見下圖 11.，則此七邊形的面積型餘弦公式為： 

 

                               圖 11 

2
7V =

2
1V +

2
2V + 2

3V + 2
4V + 2

5V + 2
6V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

    －2 554 cos AVV －2 665 cos AVV +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV   

   +2 3V  545 cos AAV  +2 4V  656 cos AAV  －2 )cos( 43241 AAAVV   

  －2 )cos( 54352 AAAVV  －2 )cos( 65463 AAAVV   

   +2 )cos( 543251 AAAAVV  +2 )cos( 654362 AAAAVV   

    －2 )cos( 6543261 AAAAAVV    (L-4) 

證明：略。方程式(L-4)不僅適用於凸七邉形，也適用於凹七邉形；只要仿效上述引理 3.

構圖要領即可完整證明出所有平面七邉形餘弦定理為方程式(L-4)。  

 

 

引理 5. 平面八邉形餘弦定理：在平面上給定一個凸八邊形 87654321 AAAAAAAA ，令線段

長 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 76 AA = 6V ， 87 AA

= 7V ， 18 AA = 8V ，見下圖 12a.，則此八邊形的面積型餘弦公式為： 
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2
8V =

2
1V +

2
2V + 2

3V + 2
4V + 2

5V + 2
6V + 2

7V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

－2 554 cos AVV －2 665 cos AVV －2 776 cos AVV +2 1V  323 cos AAV   

+ 2 2V  434 cos AAV  +2 3V  545 cos AAV  +2 4V  656 cos AAV   

+ 2 5V  767 cos AAV  －2 )cos( 43241 AAAVV  －2 )cos( 54352 AAAVV   

－2 )cos( 65463 AAAVV  －2 )cos( 76574 AAAVV  +2 )cos( 543251 AAAAVV   

+ 2 )cos( 654362 AAAAVV  +2 )cos( 765473 AAAAVV   

－2 )cos( 6543261 AAAAAVV  －2 )cos( 7654372 AAAAAVV   

+ 2 )cos( 76543271 AAAAAAVV    (L-5) 

證明：略。方程式(L-5)不僅適用於凸八邉形，也適用於圖 12b.凹八邉形；只要仿效引理

3.構圖要領即可完整證明出所有平面八邉形餘弦定理為方程式(L-5)。 

 

 

二、平面凸七邊形內中央兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式  

平面上給定一個凸七邊形 7654321 AAAAAAA ，令線段長 21 AA = 1V， 32 AA = 2V ， 43 AA

= 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 76 AA = 6V ， 17 AA = 7V ，見下圖 13，在圖形中央選定兩相

鄰交叉對角線長 1441 dAA  ， 2552 dAA   的組合，則此平面凸七邉形內中央兩相鄰交

叉對角線長度乘積一般化方程式為下列型 (7a)式； 

 

圖 12a 圖 12b

圖 13
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2
25

2
14 dd  

2
4

2
1 VV +[

2
5

2
2 VV +

2
5

2
3 VV

2
5322 VVV 3cos A ] 

+[
2

6
2

2 VV +
2

6
2

3 VV 3
2

632 cos2 AVVV ]+[
2

7
2

2 VV +
2

7
2

3 VV 3
2

732 cos2 AVVV ] 

)cos(2 525421 AAVVVV  + )cos(2 6526421 AAAVVVV   

)cos(2 76527421 AAAAVVVV  + )cos(2 5325431 AAAVVVV   

)cos(2 65326431 AAAAVVVV  )cos(2 417431 AAVVVV   

+[ 665
2

2 cos2 AVVV + )cos(2 7675
2

2 AAVVV  776
2

2 cos2 AVVV ] 

+[ 665
2

3 cos2 AVVV + )cos(2 7675
2

3 AAVVV  776
2

3 cos2 AVVV ] 

+ 636532 coscos4 AAVVVV )cos(cos4 7637532 AAAVVVV   

+ 737632 coscos4 AAVVVV  (7a) 

 

證明：連接兩頂點 1A 與 5A 形成對角線長 1551 dAA  ，再連接另兩頂點 2A 與 4A 形成對角

線長 2442 dAA  ，於此建立四邊形 5421 AAAA ，如下圖 14.，透過幾何作圖法在此

四邊形邉長 51 AA 內部作一個三角形 TAA 51 ，使得 TAA 51 452 AAA (互為相似

形) 且 24515 AAATAA  。並繼續連接 T 與 4A 兩點，使形成線段 4TA ，得一

新三角形構圖的 41 ATA ，現在要找出線段長 1TA 與 4TA 所表示的內涵意義； 

 

 

(1) 由兩相似三角形對應邊長必成正比例關係，得  452412515 ::: VTAdTAdd   

  可得 425515 :: VdTAd  ，再由 251 AAA = 45 ATA  及兩對應邉長成正比例與

其夾角相等的相似形性質，可得知另兩相似形關係 45251 ATAAAA  ，因此可得 

215 AAA = 45TAA ，且有另ㄧ組正比例關係為 TAVVdTAd 41425515 :::  。 

圖 14
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(2) 在上述 (1).的兩組正比例關係式中可求得輔助三角形 41 ATA 的兩個邉長； 

由 452412515 ::: VTAdTAdd      2524151 /)( dddTA   (8) 

及 TAVVdTAd 41425515 :::       25414 /)( dVVTA   (9) 

，而另外在頂點 T 處四周圍的角度關係可知； 41TAA = 51452 TAATAA   

= 2452152 AAAAAA   = 421 AAA + 451 AAA  

    41TAA  = 421 AAA + 451 AAA  (10) 

，此處對四邊形 5421 AAAA 言，其四個頂角總和為 2 ，  

(3) 繼續要使圖 14.中的 432 AAA 以相似形結構黏附在 41 ATA 的邉長 1TA 上；此需藉由下

述幾合作圖法來完成此首要目標三角形輔助相似形的製作；在圖 14 的三角形 邉 長

1TA 外側作一個三角形 TBA1 ，使 TBA1 243 AAA (互為相似形)，且 

4321 AAATBA  ，如下圖 15，三角形中令 角度 r= 1423 BTAAAA  ， 

且角度 t= TBAAAA 1243  ，則得出 

 312412 ::: VBAdTAVBT      2412 /)( dTAVBT 25152 /)( ddV    (11) 

   和     2515324311 /)(/)( ddVdVTABA   (12) 

 

 

 

(4) 接 下 來 要 將 七 邉 形 (圖 15.)中 另 外 部 份 四 邉 形 7651 AAAA 以 相 似 形 結 構 分 別 黏 附 在

1TBA 的兩邉長 TB與 1BA 上；此仍需藉由下列幾合作圖法來完成輔助相似形的構圖

製作；令角度 z= 156 AAA ，角度 w= 517 AAA ，如下圖 16。 

圖 15
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(i) .在邉長 TB的上方向外側作四邉形 7651 AAAA 的相似四邊形 BTCD，如上圖 17，由

相 似 四 邊 形 對 應 邉 長 成 正 比 例 性 質 得   765 ::: VDBVCDVTC 15: dBT 且 各

對應角必相等；頂角 C=頂角 6A ，頂角 D=頂角 7A ，角度 z 與 w 標註於圖形內。則  

 5(VTC 15/) dBT = 2552 /)( dVV   (13) 

         6(VCD 15/) dBT = 2562 /)( dVV   (14) 

         7(VDB 15/) dBT = 2572 /)( dVV   (15) 

(ii) 同理，在圖 17 裡自線段 1BA 左外側再作出四邉形 7651 AAAA 對應的第二個相似四邊

形 BEFA1 ，如下圖 18.，再由兩相似四邊形對應邉長成正比例性質得；   

 

 

圖 16 圖 17

圖 18 
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 7165 ::: VFAVEFVBE 151 : dBA  且各對應角必相等；頂角 E=頂角 6A ，頂角

F=頂角 7A ，角度 z 標註於圖形內。則此四邊形相似形的各邉長內涵；   

 5(VBE 151 /) dBA = 2553 /)( dVV   (16) 

 6(VEF 151 /) dBA = 2563 /)( dVV   (17) 

 71 (VFA 151 /) dBA = 2573 /)( dVV   (18) 

到這裡，兩相似四邉形外圍的六個邉長內涵名目都一一全數有序的被尋獲了。它們

的長度數值明顯地分別由原凸七邉形的各邉長以比例式關係構成！ 

 

(5) 經由以上幾何作圖推證，已成功地將原凸七邉形的七個邉長以比例式關係縮 減成 圖

18 中的平面凹八邊形 TCDBEFAA 41 裡七個邉 長 的新構圖！ 這新構的凹 八邊形有兩

個頂角 TCA4 與 DBE 同為優角，如下圖 19.，這兩優角的值為； 

 
 

 

優 角 TCA4 = 14TAA +  CTBTBA1 14TAA + r + z ， 而 (10)式 ； 41TAA  = 

421 AAA + 451 AAA  ，再參考圖 16.，得優角 TCA4 = 421 AAA + 451 AAA + r + z= 

2A (頂角)+ 5A (頂角)  。另一優角 DBE = w + 1TBA + z = 3A + 62 A 7A 。 

(6) 另外由四邉形相似形性質知；相似形的各對應角必完全相等，所以得下列關係；頂角

C=頂角 6A ，頂角 D=頂角 7A ，頂角 E=頂角 6A ，頂角 F=頂角 7A 。 

(7) 參考新構圖 19.是有兩優角的凹八邉形；新構的平面凹八邊形 TCDBEFAA 41 裡，各邉

長與所需的各頂角都推求到了，應用引理 5.平面凹八邊形的餘弦定理方程式(L-5)，

可完整敘述出此凹八邊形 TCDBEFAA 41 所屬的餘弦定理公式，得 

2

41 AA =
2

4TA +
2

TC +
2

DC +
2

DB +
2

BE +
2

EF +
2

1FA －2 )cos( 44 TCATCTA   

－2 CCDTC cos －2 DDBCD cos －2 )cos( DBEBEDB   

圖 19 圖 16
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－2 EEFBE cos －2 FFAEF cos1 +2 CDTA 4  CTCA  4cos  

+2 DBTC   DC cos +2 BECD   DBED cos +2 EFDB   EDBE cos  

+2 1FABE   FE cos －2 )cos( 44 DCTCADBTA   

－2 )cos( DBEDCBETC  －2 EFCD   EDBED cos  

－2 )cos(1 FEDBEFADB  +2 )cos( 44 DBEDCTCABETA   

+2 EFTC   EDBEDC cos +2 1FACD   FEDBED cos  

－2 )cos( 44 EDBEDCTCAEFTA   

－2 1FATC   FEDBEDC cos  

+2 )cos( 414 FEDBEDCTCAFATA   (19) 

 

方程式  (19)式共計有 28 項，今將前述方程式  (9)式，(13)式， (14)式， (15)式，(16)

式， (17)式， (18)式以及各對應頂角角度一起同步代入方程式  (19)式，得；  
2

14d =
2

2541 ]/)[( dVV +
2

2525 ]/)[( dVV +
2

2526 ]/)[( dVV +
2

2527 ]/)[( dVV +
2

2535 ]/)[( dVV  

    +
2

2536 ]/)[( dVV +
2

2537 ]/)[( dVV －2 ]/)[( 2541 dVV ]/)[( 2525 dVV )cos( 52 AA   

    －2 ]/)[( 2525 dVV ]/)[( 2526 dVV 6cos A －2 ]/)[( 2526 dVV ]/)[( 2527 dVV 7cos A  

    －2 ]/)[( 2527 dVV ]/)[( 2535 dVV cos ( 3A + 62 A 7A ) 

    －2 ]/)[( 2535 dVV ]/)[( 2536 dVV 6cos A －2 ]/)[( 2536 dVV ]/)[( 2537 dVV 7cos A  

    +2 ]/)[( 2
256421 dVVVV  652cos AAA  +2 ]/)[( 2

25
2

275 dVVV  76cos AA   

    +2 ]/)[( 2
256532 dVVVV cos ( 3A + 62 A )+2 ]/)[( 2

257632 dVVVV cos ( 3A + 72 A ) 

    +2 ]/)[( 2
25

2
375 dVVV  76cos AA  －2 ]/)[( 2

257421 dVVVV )cos( 7652 AAAA   

   －2 ]/)[( 2
25

2
532 dVVV 3cos A －2 ]/)[( 2

25
2

632 dVVV 3cos A －2 ]/)[( 2
25

2
732 dVVV 3cos A  

    +2 ]/)[( 2
255431 dVVVV  532cos AAA  +2 ]/)[( 2

256532 dVVVV )cos( 63 AA   

    +2 ]/)[( 2
257632 dVVVV )cos( 73 AA  －2 ]/)[( 2

256431 dVVVV )cos( 6532 AAAA   

   －2 ]/)[( 2
257532 dVVVV  763cos AAA   

   +2 ]/)[( 2
257431 dVVVV )cos( 76532 AAAAA          

將上式運算展開後，在等號兩側同乘以 
2

25d ，再化簡，整裡，最後得下式； 

2
25

2
14 dd =

2
41 )( VV +

2
52 )( VV +

2
62 )( VV +

2
72 )( VV +

2
53 )( VV +

2
63 )( VV +

2
73 )( VV  

   －2 421 VVV 5V )cos( 52 AA  －2 65
2

2 VVV 6cos A －2 76
2

2 VVV 7cos A  

   －2 7532 VVVV cos ( 3A 6A 7A )－2 65
2

3 VVV 6cos A －2 76
2

3 VVV 7cos A  
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    +2 6421 VVVV  652cos AAA  +2 75
2

2 VVV  76cos AA  +2 6532 VVVV cos ( 3A 6A ) 

    +2 7632 VVVV cos ( 3A 7A )+2 75
2

3 VVV  76cos AA   

   －2 7421 VVVV )cos( 7652 AAAA  －2
2

532 VVV 3cos A －2
2

632 VVV 3cos A  

   －2
2

732 VVV 3cos A +2 5431 VVVV  532cos AAA  +2 6532 VVVV )cos( 63 AA   

    +2 7632 VVVV )cos( 73 AA  －2 6431 VVVV )cos( 6532 AAAA   

   －2 7532 VVVV  763cos AAA  +2 7431 VVVV )cos( 76532 AAAAA   (20) 

 

這 方 程 式  (20)式 裡 有 3 組 兩 兩 係 數 相 同 的 項 ， 它 們 就 是  6532 VVVV 、 7532 VVVV 、

7632 VVVV ，將其全部分別展開運算，組合化簡，最後整理成下列方程式； 

2
25

2
14 dd =

2
41 )( VV +

2
52 )( VV +

2
62 )( VV +

2
72 )( VV +

2
53 )( VV +

2
63 )( VV +

2
73 )( VV  

     －2 421 VVV 5V )cos( 52 AA  －2 65
2

2 VVV 6cos A －2 76
2

2 VVV 7cos A  

      +2 75
2

2 VVV  76cos AA  －2 65
2

3 VVV 6cos A －2 76
2

3 VVV 7cos A  

      +2 75
2

3 VVV  76cos AA  +2 6421 VVVV  652cos AAA   

     －2 7421 VVVV )cos( 7652 AAAA  －2
2

532 VVV 3cos A －2
2

632 VVV 3cos A  

   －2
2

732 VVV 3cos A +2 5431 VVVV  532cos AAA  －2 6431 VVVV )cos( 6532 AAAA   

－2 7431 VVVV )cos( 41 AA  + 636532 coscos4 AAVVVV  

+ 737632 coscos4 AAVVVV )cos(cos4 7637532 AAAVVVV   (21)  

 

方 程 式  (21)式 即 為 得 證 出 的 平 面 凸 七 邊 形 內 中 央 兩 相 鄰 交 叉 對 角 線 長 度 乘 積 一 般

化方程式的面積平方型量綱公式。此方程式真的由應用平面凹八邊形的餘弦定理公

式推證而來。今比較 (21)式與  (7a)式和  (7)式三者完全相等，也確實嚴謹的證明出此

先前在前言裡所作的猜想、預測是完全正確真實的。 

 

三、檢驗  

自圓內接七邉形的特例圖形思考起，經演繹推導出方程式 (7)；而  (7)式的結果又誘導

出美妙的猜測與聯想，藉著應用平面多邊形餘弦定理以及適切的幾何輔助作圖法，終能將

猜想與期望微妙整合而推證得方程式 (21)式來對應 (7)式。  

方程式(21)的結構型態中毎一項式內涵裡表徵的邉長與頂角排列型式都呈現出秩序、

規律、條理。縱然如此，仍須透過下列詳盡的檢驗以強化其正確性。  

1. 若令 07 V ，使頂點 7A 趨近於頂點 1A ，頂角 7A = 0 ，則平面凸七邊形退化成平面

凸六邊形 654321 AAAAAA ，如圖 20.，方程式(21)式隨即縮減退化成下式； 
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圖 20                       圖 21. 

 2
63

2
623

2
532

2
53

2
52

2
41

2
2514 )()[(]cos2)()[()()( VVVVAVVVVVVVVVdd  

         54213
2

632 2]cos2 VVVVAVVV  )cos( 52 AA  + )cos(2 1641543 AAAVVVV   

        64212 VVVV )cos( 652 AAA  )cos(2 414316 AAVVVV  665
2

2 cos2 AVVV  

        636532665
2

3 coscos4cos2 AAVVVVAVVV   (22) 

方程式(22)即為平面凸六邊形內中央兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式。 

2. 若圖 20.令頂點 6A 趨近至 1A ，使 06 V ，則六邉形退化成五邉形 54321 AAAAA ，見

圖 21. 而使得方程式 (22)縮減成下式；     

]cos2)()[()()( 3
2

532
2

53
2

52
2

41
2

2514 AVVVVVVVVVdd   

          54212 VVVV )cos( 52 AA  + )cos(2 5321543 AAAVVVV        

2
2514 )( dd 2

53
2

52
2

41 )()()( VVVVVV  54212 VVVV )cos( 52 AA   

         )cos(2 411543 AAVVVV  3
2

532 cos2 AVVV  (23) 

此方程式 (23)式就是凸五邉形兩相鄰交叉對角線長度乘積的一般化方程式！ 

 

3. 在圖 20.六邉形方程式 (22)中，若令頂點 6A 趨近至 1A ，使 06 V ，同時再令頂點 3A

趨近至 4A ，使 03 V ，則六邉形退化成四邉形 5421 AAAA ，見下圖 22. 令 42 AA = 2V ，

54 AA = 4V ， 15 AA = 5V ，而使得方程式 (22)縮減成下式； 

    
2

52
2

41
2

2514 )()()( VVVVdd  54212 VVVV )cos( 52 AA   (24) 
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                  圖 22                     圖 23 

此方程式 (24)式就是凸四邉形兩交叉對角線長度乘積的一般化方程式！ 

4. 在圖 20.六邉形方程式 (22)中，若讓此六邉形內接於一圓，並令頂點 6A 趨近至 1A ，使

06 V ，同時再令頂點 3A 趨近至 4A ，使 03 V ，則此圓內接六邉形退化成圖 23 的

圓內接四邉形 5421 AAAA ，且因  52 AA ，而使得方程式 (22) 

退化縮減成下式；      52412514 VVVVdd    (25)  

此方程式 (25)即為名傳遐邇的圓內接四邉形托勒密公式！  

 

參、結論  

1. 初始以圓內接多邉形特例圖形所推論出的面積形量綱方程式 (4)為雛型，再以圖形配

合三角函數運算而導證出另一面積平方型量綱公式 (7)，並根據公式 (7)與多邉形餘弦

定理的奇妙關聯繼續推廣至一般凸七邉形相對應的普遍化方程式 (21)式，此思路情況

的分析立論明顯地在前言與本文的敘述內容中屢見一斑。所以先自圓內接圖形研究

探秘起，當能更容易尋找到複雜的一般形圖形對應方程式。  

2. “圖 形 內 中 央 兩 相鄰 交 叉 對 角線 ”與“圖 形 內 臨 近 周邊 兩 相 鄰 交叉 對 角 線”是 兩 類 相 異

的主題。就輔助幾何作圖言；前者在多邉形內所作出的新構凹多邉形必較原多邉形多

出一個邉，而後者所作出的新構凹多邉形必較原多邉形減少一個邉、非常有趣！這需

要實際親自演練始能深刻體會，也必有牢固心得。  

3. 整篇論述中提出一套實際且亮眼的輔助線幾何作圖法；應用繪製幾何圖形法在理論

推證過程中佔著一席重要且決定性的地位，藉著其直覺作為可以巧妙地證明出未知

修正量與已知量的相關結合等式關係，並因此而具體地知悉這些未知量在圖形結構

上的實質內涵意義，它的應用真是非常的有價值且高效率。  

4. 方程式 (21)式、(7)式是個廣義型公式，它統一涵蓋了平面凸七邉形、圓內接七邉形、
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平面凸六邉形、圓內接六邉形、平面凸五邉形、圓內接五邉形、平面凸四邊形及托勒

密定理等相對應的方程式。而所有這些方程式的型態內涵在每一項的邉長與角度組

合上都呈現有秩序地規律性分佈！   

5. 由證明檢驗的成果，全文提供了一套標準程序作業模式來擴展到六、七、八、九、… 

等所有多邉形其“中央”與“鄰近周邉”的兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程

式之求解情形，都能以仿效本文之推證演繹處理流程來實現！自平面凸五邊形起至

凸六邊形，作者先直接以幾何作圖法在圖形內依角度組合結構一一作出各邊長對應

的適切輔助線，這些輔助直線段恰形成兩組相互垂直的平行線段，再由這些輔助直線

段所結合成的長方形構圖中找到正確的各邊長項組合關係式，因而證明出兩相鄰交

叉對角線長度乘積一般化方程式。  

接著從證明出的凸五邊形、凸六邊形方程式的型態結構內涵中，發現其公式形式恰符

合多邊形餘弦定理公式；因此興起了詳細檢視這些餘弦公式裡各個項式所對應的新

構多邊形各邊長相關位置關係，始理解到先要自兩相鄰交叉對角線所屬的四邊形作

起，再逐次先作出一個新三角形，再由此三角形的兩個新邊長外側分別作出所需要的

對應相似多邊形，終而形成一滿足所有條件的新構凹多邊形。本文凸七邊形的完成即

來自此精緻巧妙構想。  

根據上述論點，平面凸八邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式

及平面凸八邊形內中央兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式、凸九邊形、凸十邊形、…

等等全系列 n 邊形的兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式均可由上述兩作圖法證明

出來。但因八邊形以後所證得的公式其項式眾多，此處不在贅述。讀者可仿效上述兩相異

方法嚐試證明出凸八邊形公式。  
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