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拉格朗日的奧義： 
插值多項式的展開式係數 

陳建燁  
臺北市立第一女子高級中學  

壹、前言  

現行高中課程的多項式除法，循序漸進地介紹了除法原理、餘式定理、因式定理。大

家都知道：多項式 ( )f x 除以 x a 的餘式是 ( )f a 。  

進一步地，試問：設 , ,a b c全相異，則多項式 ( )f x 除以 ( )( )( )x a x b x c   的餘式為

何？此一問題，課程中已給出了回答：  

設餘式為 ( )R x ，即 ( )f x ( )( )( ) ( ) ( )x a x b x c Q x R x       

( ) ( )R a f a  ， ( ) ( )R b f b ， ( ) ( )R c f c ，且 deg ( ) 2R x  ，  

由「拉格朗日插值多項式」，可得  

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

x b x c x a x c x a x b
R x f a f b f c

a b a c b a b c c a c b

     
     

     
。  

以上的事實，不妨稱為「推廣的餘式定理」，以此而言，呈現出了拉格朗日插值多項

式在代數上的意義與重要性，在多項式的體系中，是不可或缺的一環。  

另一方面，在「商式定理」[1]一文中，探討多項式除法所得的商式係數，特別地，可

得如下的事實：
3nx   除以 ( )( )( )x a x b x c   的商式係數，正是 , ,a b c三變數構成的完全

齊次對稱多項式 ( , , )jh a b c ，其中下標 j由 0 到 n。也可用算式表達：  

3nx  ( )( )( )x a x b x c    1
0 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )n n

n nh a b c x h a b c x h a b c x h a b c
         

3 3 3( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
n n nx b x c x a x c x a x b
a b c

a b a c b a b c c a c b
       

     
     

。  

在本篇文章，將聚焦於餘式，令  

3 ( )R x  3 3 3( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
n n nx b x c x a x c x a x b
a b c

a b a c b a b c c a c b
       
    

     
2Ax Bx C   。  

由於 3 ( )R x 對於三個變數 , ,a b c是對稱的，可以想像 3 ( )R x 的展開式係數 , ,A B C，應該能
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用 , ,a b c的「對稱多項式」加以表達。問題： , ,A B C如何用對稱多項式加以表達？  

更一般地，由參考資料 [1]，設 2p  ，且 1 2, , , pa a a 為 p個兩兩相異的變數。當
n px   

除以 1 2( )( ) ( )px a x a x a   時，有  

n px  
1

( )i
i p

x a
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
 

 
 

1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 




 



 

。  

將其中的餘式

1

1
1

( )

( )
( )

i
i pp

i jn p
p j

j j i
i p

i j

x a

R x a
a a

 



 




 



 

 展開，可令  

1 2
1 2 1( ) p p

p p pR x A x A x A x A 
      。試問：將 1 2 1, , , ,p pA A A A  用 1 2, , , pa a a 的

對稱多項式加以表達，則表達式為何？經過一番探索之後，得到如下的答案：  

當 0n  ， 2p  時，
1

0

( 1)
p j

j i
j j i n i

i

A e h


 
 



  ，其中 1, 2, ,j p  ，且  

 j ie  代表 1 2( , , , )j i pe a a a  ， n ih   代表 1 2( , , , )n i ph a a a  。  

 

貳、本文  

一、記號、定義與已知公式： 

1. 完全齊次對稱多項式 (Complete Homogeneous Symmetric Polynomial)：   

定義： 1 2( , , , )k nh a a a 1 2

1 2

1 2

1 2

, , , 0

( )n

n

n

n
k

a a a  

  
  
   



 




 ，稱為「變數 1 2, , , na a a 的 k次完全齊

次對稱多項式」。特別地，有 0 1 2( , , , ) 1nh a a a  ，與 ( ) k
kh a a 。 

例： 2 1 2 3( , , )h a a a 31 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3
2

, , 0

( )a a a  

  
  
  



  2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1a a a a a a a a a      。 

例： ( , )nh  
, 0

( )i j

i j n
i j

 
 


  1 1n n n n          。 
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2. 拉格朗日插值型式  

定義： 1 2( , , , )k nL a a a
1

1

( )

kn
i

i i j
j n

j i

a

a a
 



 

，稱為「變數 1 2, , , na a a 的 k次拉格朗日插值型

式」。  

註：以分子的次方來定義 L的下標。 

 

例： 6 1 2( , )L a a
62

1
1 2

( )
i

i i j
j

j i

a

a a
 



 

6 6
1 2

1 2 2 1

a a

a a a a
 

 
， 

2 1 2 3( , , )L a a a
23

1
1 3

( )
i

i i j
j

j i

a

a a
 



 

22 2
31 2

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2( )( ) ( )( ) ( )( )

aa a

a a a a a a a a a a a a
  

     
。  

例：  6 ( , , , )L a b c d =

6

( )( )( )

a

a b a c a d  

6

( )( )( )

b

b a b c b d


  

6

( )( )( )

c

c a c b c d


  
 

6

( )( )( )

d

d a d b d c


  
。  

 

 

3. h L 轉換公式： 1 2( , , , )k nh a a a 1 1 2( , , , )k n nL a a a   ，其中 2n  ， 0k  。  

(參考資料 [2]) 

說明：此一公式，可將「完全齊次對稱多項式」與「拉格朗日插值型式」互相轉換。  

由 於 L 與 h 的 下 標 之 差 ， 恰 為 變 數 個 數 減 1 ， 因 此 h L 轉 換 公 式 ， 也 可 寫 成 ：

1 2( , , , )k nL a a a ( 1) 1 2( , , , )k n nh a a a   ，其中 1k n  。  

例： 11 1 2 3 4( , , , )L a a a a 11 (4 1) 1 2 3 4( , , , )h a a a a  8 1 2 3 4( , , , )h a a a a 。  

在 1 1 2( , , , )k n nL a a a   1 2( , , , )k nh a a a  中，取 3n  ， 1a a ， 2a b ， 3a c ，  

得 2 ( , , )kL a b c ( , , )kh a b c ，再令 k n ，可得 2 ( , , )nL a b c ( , , )nh a b c 。  

 

 

4. 基本對稱多項式  (Elementary Symmetric Polynomial) 
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定義： 1 2( , , , )k ne a a a 1 2

1 2

1 2

1 2

0 , , , 1

( )n

n

n

n
k

a a a  

  
  
   
 

 



 ，稱為「變數 1 2, , , na a a  的 k  次基本

對稱多項式」。  

例： 2 1 2 3( , , )e a a a 31 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3
2

0 , , 1

( )a a a  

  
  
  
 

  1 2 2 3 3 1a a a a a a   。 

例： 0 ( , , ) 1e a b c  ， 1( , , )e a b c a b c   ， 2 ( , , )e a b c ab bc ca   ， 3 ( , , )e a b c abc 。  

例： ( )( )( )x a x b x c   3 2
1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x e a b c x e a b c x e a b c    。 

例：
1

( )i
i p

x a
 

 1 2( )( ) ( )px a x a x a    1
1 ( 1) ( 1)p p j p j p

j px e x e x e           

 
0

( 1)
p

j p j
j

j

e x 



  ，其中 1 2( , , , )j j pe e a a a  。 

 

 

5. 對稱多項式的「 e h 恆等式」： (參考資料 [3]) 

0

( 1) 0
m

k
k n k

k

e h 


   ，其中 n m ， 

亦即  1 1 ( 1) ( 1) 0k m
n n k n k m n mh e h e h e h           。 

(其中 1 2( , , , )k k me e a a a  ， 1 2( , , , )k k mh h a a a  ) 

說明：此式刻劃了基本對稱多項式與完全齊次對稱多項式的關聯性。 

例：當 3m  ， 3n  時，有
3

3
0

( 1) 0k
k k

k

e h 


   ，即  

0),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,( 0312213  cbahcbaecbahcbaecbahcbaecbah 。  

 

二、主要工作： 

(一 ) 直接展開求 3 ( )R x  3 3 3( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
n n nx b x c x a x c x a x b
a b c

a b a c b a b c c a c b
       
    

     
 

令
2

3 1 2 3( )R x A x A x A   ，事實上，透過直接展開 3 ( )R x ，可得  

1A 
3 3 3

( )( ) ( )( ) ( )( )

n n na b c

a b a c b a b c c a c b
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 3 ( , , )nL a b c 1( , , )nh a b c  (由 h L 恆等式 ) 

2A 
3 3 3( ) ( ) ( )

[ ]
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n na b c b a c c a b

a b a c b a b c c a c b

    
  

     
 

3 3 3[( ) ] [( ) ] [( ) ]

( )( ) ( )( ) ( )( )

n n na a b c a b a b c b c a b c c

a b a c b a b c c a c b

          
   

     
   

3 3 3

( ) [ ]
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n na b c
a b c

a b a c b a b c c a c b

  

      
     

   

          

4 4 4

[ ]
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n na b c

a b a c b a b c c a c b

  

  
     

 

1 3 4( , , ) ( , , ) ( , , )n ne a b c L a b c L a b c      (由 h L 恆等式 ) 

1 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )n ne a b c h a b c h a b c      

3A 
3 3 3

( )( ) ( )( ) ( )( )

n n na bc b ac c ab

a b a c b a b c c a c b

    
 

     
 

2 2 2

[ ]
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n na b c
abc

a b a c b a b c c a c b

  

   
     

 

3 2( , , ) ( , , )ne a b c L a b c   

3 ( , , ) ( , , )ne a b c h a b c   (由 h L 恆等式 ) 

 

至此，得 1 1nA h  ， 2 1 1 2n nA e h h     ， 3 3 nA e h  ，已將 1 2 3, ,A A A 用 , ,a b c的「基本對

稱多項式」與「完全齊次對稱多項式」加以表達。 

 

討論：在上述的過程中，雖然順利求得答案，但是系統性不足，各項係數只能各個擊破，

看不出共通模式，當變數個數增加時，此方法就難以為繼了。是否有不同的作法呢？

讓我們換個角度思考看看。  

 

(二 ) 將 ( )( )( )x a x b x c   1
0 1 1( )n n

n nh x h x h x h
     乘開，其中 3n  ： 

注意到 ( )( )( )x a x b x c   1
0 1 1( )n n

n nh x h x h x h
      

3 2
0 1 2 3( )e x e x e x e    1

0 1 1( )n n
n nh x h x h x h
      

可由如下方式乘開：  
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0e    1e     2e     3e  

--------------------------------- 

0h                        3
0 0( ) ne h x   

1h     0h                  2
0 1 1 0( ) ne h e h x    

2h     1h     0h            1
0 2 1 1 2 0( ) ne h e h e h x     

---------------------------------- 

3h     2h     1h      0h     0 3 1 2 2 1 3 0( ) ne h e h e h e h x     

4h     3h     2h      1h     1
0 4 1 3 2 2 3 1( ) ne h e h e h e h x      

             

             

1nh    2nh     3nh     4nh     4
0 1 1 2 2 3 3 4( )n n n ne h e h e h e h x        

nh    1nh     2nh     3nh     3
0 1 1 2 2 3 3( )n n n ne h e h e h e h x       

------------------------------------- 

      nh     1nh     2nh     2
1 2 1 3 2( )n n ne h e h e h x      

             nh    1nh      2 3 1( )n ne h e h x   

                   nh      3 ne h  

 

3 2
0 1 2 3( )e x e x e x e    1

0 1 1( )n n
n nh x h x h x h
      

3
0 0[( ) ne h x  2

0 1 1 0( ) ne h e h x   1
0 2 1 1 2 0( ) ]ne h e h e h x     

0 3 1 2 2 1 3 0[( ) ne h e h e h e h x     

1
0 4 1 3 2 2 3 1( ) ne h e h e h e h x      

            

3
0 1 1 2 2 3 3( ) ]n n n ne h e h e h e h x       

2
1 2 1 3 2[( )n n ne h e h e h x     2 3 1( )n ne h e h x  3 ]ne h  

3
0 0[( ) ne h x  2

0 1 1 0( ) ne h e h x   1
0 2 1 1 2 0( ) ]ne h e h e h x    1 3[0 0 0 ]n nx x x     

2
1 2 1 3 2[( )n n ne h e h e h x     2 3 1( )n ne h e h x  3 ]ne h  (由 e h 恆等式 ) 
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註：以上算式亦可寫成：
3 2

0 1 2 3( )e x e x e x e   1
0 1 1( )n n

n nh x h x h x h
      

2
3

0 0

( ( 1) )
j

i n j
i j i

j i

e h x  


 

  
3 3

3
0 0

( ( 1) )
n

i n j
i j i

j i

e h x



 

 

  
33

3

1 0

( ( 1) )
j

j i j
j i n i

j i

e h x


 
 

 

    

2
3

0 0

( ( 1) )
j

i n j
i j i

j i

e h x  


 

  
3

0

0
n

n j

j

x







33

3

1 0

( ( 1) )
j

j i j
j i n i

j i

e h x


 
 

 

    

2
3

0 0

( ( 1) )
j

i n j
i j i

j i

e h x  


 

  
33

3

1 0

( ( 1) )
j

j i j
j i n i

j i

e h x


 
 

 

   。 

 

(三 )  再 求 3 ( )R x  3 3 3( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
n n nx b x c x a x c x a x b
a b c

a b a c b a b c c a c b
       
    

     
， 其 中

3n  ：  

一方面，由上一段的乘開，可知  
3

0 0( ) ne h x  2
0 1 1 0( ) ne h e h x   1

0 2 1 1 2 0( ) ne h e h e h x     

( )( )( )x a x b x c    1
0 1 1( )n n

n nh x h x h x h
     2

1 2 1 3 2[( )n n ne h e h e h x     

2 3 1( )n ne h e h x   3 ]ne h       

另一方面，由 [1]，有  

3nx  ( )( )( )x a x b x c    1
0 1 1( )n n

n nh x h x h x h
      

3 3 3( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
n n nx b x c x a x c x a x b
a b c

a b a c b a b c c a c b
       

     
     

 

比較係數之後，即可得  

3
0 0( ) ne h x  2

0 1 1 0( ) ne h e h x   1
0 2 1 1 2 0( ) ne h e h e h x    3nx  以及 

3 ( )R x  3 3 3( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
n n nx b x c x a x c x a x b
a b c

a b a c b a b c c a c b
       
    

     
 

2
1 2 1 3 2( )n n ne h e h e h x    2 3 1( )n ne h e h x   3 ne h       

2
0 1ne h x 0 2 1 1( )n ne h e h x   3 ne h 2

1nh x 1 1 2( )n ne h h x    3 ne h   (由 e h 恆等式 ) 

至此，已得到和直接展開所得一模一樣的答案。可以看出，此模式可推廣到多個變數

的一般情形。  
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(四 ) 一般情形：求

1

1
1

( )

( )
( )

i
i pp

i jn p
p j

j j i
i p

i j

x a

R x a
a a

 



 




 



 

，其中 n p ： 

注意到  
1

( )i
i p

x a
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
 

 
   

0

[ ( 1) ]
p

j p j
j

j

e x 



 
0

( )
n

n j
j

j

h x 



   (乘開方式置於「附錄」) 

1

0 0

( ( 1) )
p j

i n p j
i j i

j i

e h x


 


 

  
0 0

( ( 1) )
n p p

i n j
i p j i

j i

e h x



 

 

  
1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


 
 

 

    

1

0 0

( ( 1) )
p j

i n p j
i j i

j i

e h x


 


 

  
0

0
n p

n j

j

x







1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


 
 

 

    (由 e h 恆等式 ) 

1

0 0

( ( 1) )
p j

i n p j
i j i

j i

e h x


 


 

    

1

( )i
i p

x a
 

 
  
 


0

( )
n

n j
j

j

h x 



  1

1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


  
 

 

    

又已知 
n px  

1

( )i
i p

x a
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
 

 
 

1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 




 



 

   

比較係數之後，即可得   
1

0 0

( ( 1) )
p j

i n p j
i j i

j i

e h x


 


 

  n px    以及 

1
1
p p j

j pA x A x A       ( )pR x 
1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 








 

1

1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


  
 

 

    

於是有
1

0

( 1)
p j

j i
j j i n i

i

A e h


 
 



  ，其中 1, 2, ,j p  。 

 

(五 ) 當 0 n p  ：  
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以上的討論，已得到當 n p 時，  

設 ( )pR x 
1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 








 

1
1
p p j

j pA x A x A       ，則有  

1

0

( 1)
p j

j i
j j i n i

i

A e h


 
 



  ，其中 1, 2, ,j p  。 

 

下一個問題是：當 0 n p  時，情形如何？以上的方法是否可行？  

舉個例子：設 5p  ， 2n  ，令 5 ( )R x 
1 55

2 5

1
1 5

( )

( )

i
i

i j
j

j j i
i

i j

x a

a
a a

 



 








 

4 3 2
1 2 3 4 5A x A x A x A x A     ，

求 1 2 3 4 5, , , ,A A A A A ？ 

注意到 1 2 3 4 5( )( )( )( )( )x a x a x a x a x a     2
0 1 2( )h x h x h    

5 4 3 2
0 1 2 3 4 5( )e x e x e x e x e x e      2

0 1 2( )h x h x h    

可由如下方式乘開：  

0e    1e     2e     3e    4e     5e  

------------------------------------------------------ 

0h                                        7
0 0( )e h x  

1h     0h                                  6
0 1 1 0( )e h e h x   

2h     1h     0h                            5
0 2 1 1 2 0( )e h e h e h x    

      2h     1h     0h                      4
1 2 2 1 3 0( )e h e h e h x     

            2h     1h     0h                3
2 2 3 1 4 0( )e h e h e h x    

                  2h     1h     0h          2
3 2 4 1 5 0( )e h e h e h x     

                        2h     1h           4 2 5 1( )e h e h x   

                              2h           5 2e h  
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可以看出，乘開的結構出現了三個斜排的 0h ， 1h 與 2h ，與 n p 時的結構不盡相同。  

特別地，可以只聚焦於乘開所得的「後段」 (註 )來比較：  

當 n p 時，例如： 3p  時， nh 的排列呈現倒三角形： 

0e    1e     2e     3e  

--------------------------------- 

      nh     1nh     2nh      2
1 2 1 3 2( )n n ne h e h e h x      

             nh    1nh       2 3 1( )n ne h e h x   

                   nh      3 ne h  

而當 0 n p  時，例如： 5p  ， 2n  時，若補上 1h 與 2h ，則 nh 的排列也呈現倒三角

形：  

0e    1e     2e     3e    4e     5e  

------------------------------------------------------ 

      2h     1h     0h     1h    2h        4
1 2 2 1 3 0( )e h e h e h x     

            2h     1h     0h     1h        3
2 2 3 1 4 0( )e h e h e h x    

                  2h     1h     0h         2
3 2 4 1 5 0( )e h e h e h x     

                        2h     1h         4 2 5 1( )e h e h x   

                              2h          5 2e h  

 

因此，可令 1h 2h 0 ，則 n p 與 0 n p  時的「後段」，就可以有相同的結構。 

註：此處所謂的「後段」，指的是
1

( )i
i p

x a
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
 

 
  乘開的展開式

中， x的次方小於 p的項的總和。  

例如：
3 2

0 1 2 3( )e x e x e x e   1
0 1 1( )n n

n nh x h x h x h
      

3
0 0[( ) ne h x  2

0 1 1 0( ) ne h e h x   1
0 2 1 1 2 0( ) ]ne h e h e h x    1 3[0 0 0 ]n nx x x     

2
1 2 1 3 2[( )n n ne h e h e h x     2 3 1( )n ne h e h x  3 ]ne h 之中，「後段」為  

2
1 2 1 3 2[( )n n ne h e h e h x    2 3 1( )n ne h e h x  3 ]ne h 。 
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現在考慮當 0 n p  時的一般情形： 

注意到 1 2( )( ) ( )px a x a x a   1 2
0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
  
 
   

0

[ ( 1) ]
p

j p j
j

j

e x 



 
0

( )
n

n j
j

j

h x 



   

可由如下方式乘開：  

0e  1e   … … 1
1( 1)n ne


 …… ( 1) p n p ne

 … ( 1) j je … ( 1) j i j ie


 … 1
1( 1) p pe


 ( 1) p pe  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

0h                                                                      n px 
 

1h  0h                                                                  1n px  
 

                                                                           

nh  1nh   ……  0h                                                           px  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

    nh  1nh  … 1h   0h    1h  2h     …  …                  ( 2)p nh    ( 1)p nh     1px   

        nh  1nh  … 1h    0h   1h     …  …                  ( 3)p nh    ( 2)p nh     2px 
 

                                                                         

                                                                         

                                                                         

                          nh  1nh    …  …                       0h   1h     1nx   

                              nh   1nh     ……                  1h    0h     nx  

                                                                          

                                                                          

                                         nh  1nh  …… n ih  …  ( 1)n p jh    ( )n p jh  
p jx   

                                                                          

                                                                          

                                                               nh   1nh    x  

                                                                    nh    1 

在其中令 1h 2h  ( 2)p nh   ( 1)p nh   0 ， 

即可得  
0

[ ( 1) ]
p

j p j
j

j

e x 




0

( )
n

n j
j

j

h x 
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0 0

( ( 1) )
jn

i n p j
i j i

j i

e h x  


 

  
1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


 
 

 

    

0 0

( ( 1) )
jn

i n p j
i j i

j i

e h x  


 

  
0

[ ( 1) ]
p

j p j
j

j

e x 



 
0

( )
n

n j
j

j

h x 



  1

1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


  
 

 

    

 

另一方面，由參考資料 [1]，仍然有 

n px  
1

( )i
i p

x a
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
 

 
 

1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 




 



 

 

比較係數後，再次得到  

1
1
p p j

j pA x A x A       ( )pR x 
1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 








 

1

1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


  
 

 

    

因此有
1

0

( 1)
p j

j i
j j i n i

i

A e h


 
 



  ，其中 1, 2, ,j p  。 

 

(六 ) 總結  

至此，已證明了當 n p 與 0 n p  時， ( )pR x 的展開式，有著一模一樣的形式。因

此，可總結為：  

當 0n  時，設 ( )pR x 
1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 








 

1
1
p p j

j pA x A x A       ，則有 

1

0

( 1)
p j

j i
j j i n i

i

A e h


 
 



  ，其中 1, 2, ,j p  。 

 

(七 ) 多項式除法根本定理  

回顧「商式定理」 (參考資料 [1])一文，可知：  

設 2p  ，且 1 2, , , pa a a 為 p個兩兩相異的變數。當
n px 

除以 1 2( )( ) ( )px a x a x a   時，
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有  n px  
1

( )i
i p

x a
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
 

 
 

1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 




 



 

。 

此一事實，說明了當
n px 

除以 1 2( )( ) ( )px a x a x a   時，所得的商式的係數，恰為

1 2, , , pa a a 構成的「完全齊次對稱多項式」 1 2( , , , )j ph a a a ，其中次數 j由 0 到 n。 

而在本文的工作中，進一步地，得到餘式的展開式：  

1

1
1

( )

( )

i
i pp

i jn p
j

j j i
i p

i j

x a

a
a a

 



 








 

1

1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


  
 

 

   ，因此有 

n px  
1

( )i
i p

x a
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
 

 
  1

1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


  
 

 

   ，在此式中， 

已將
n px 

除以 1 2( )( ) ( )px a x a x a   所得的商式與餘式，皆用 1 2, , , pa a a 構成的「完

全齊次對稱多項式」 1 2( , , , )j ph a a a 與「基本對稱多項式」 1 2( , , , )j pe a a a 加以表示，特

將此一事實，稱為「多項式除法根本定理」。  

 

參、結語：  

在現階段的高中數學課程中，「牛頓插值多項式」與「拉格朗日插值多項式」，是求餘

式的兩大方法，互相輝映。在參考資料 [4][5][6]中，已有關於牛頓插值多項式的係數的討

論；在本篇文章中，研究拉格朗日插值多項式的展開式係數，最後得到「多項式除法根本

定理」：設 0n  ， 2p  ，且 1 2, , , pa a a 為 p個兩兩相異的變數，則有 

n px  
1

( )i
i p

x a
 

 
  

 
 1 2

0

( , , , )
n

n j
j p

j

h a a a x 



 
 

 
  1

1 0

( ( 1) )
p p j

j i p j
j i n i

j i

e h x


  
 

 

   ， 

其中 j ie  代表 1 2( , , , )j i pe a a a  ， n ih  代表 1 2( , , , )n i ph a a a  。 
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附錄：  

前段：  

0e    1e     2e   … ( 1)i ie  … ( 1) j je   … 1
1( 1) p pe


   ( 1) p pe  

------------------------------------------------------------------------------------- 

0h                                                              0 0( ) n pe h x   

1h     0h                                                   1
0 1 1 0( ) n pe h e h x     

2h     1h     0h                                       2
0 2 1 1 2 0( ) n pe h e h e h x      

                                                                   

jh     1jh     2jh   …  j ih    …    0h                       
0

( ( 1) )
j

i n p j
i j i

i

e h x  




   

                                                                   

1ph    2ph     3ph   …  1p ih    …   …   …     0h       1 1
0 1 1( ( 1) )p n
p pe h e x 
      

------------------------------------------------------------------------------- 

中段：  

0e    1e     …  ( 1)i ie  … ( 1) j je  … 1
1( 1) p pe


   ( 1) p pe  

-------------------------------------------------------------------------------- 

ph     1ph    …     …      …     …      1h       0h   0 0( ( 1) )p n
p pe h e h x     

1ph     ph    …     …      …     …      2h       1h  1
0 1 1( ( 1) )p n
p pe h e h x 
     

             

p jh    1p jh    …   p j ih       ph    …      1jh       jh    
0

( ( 1) )
p

i n j
i p j i

i

e h x 
 



   

                

nh    1nh     …     …      …      …    1n ph      n ph   0( ( 1) )p p
n p n pe h e h x     

------------------------------------------------------------------------------ 
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後段：  

0e   1e    2e  … ( 1) j je  … ( 1) j i j ie


 …
1

1( 1) p pe


  ( 1) p pe  

---------------------------------------------------- 

     nh   1nh   …   …    …     …    2n ph     1n ph  
1

1 1( ( 1) )p p
n p n pe h e h x 

       

          nh  …   …    …     …    3n ph     2n ph  
2

2 2( ( 1) )p p
n p n pe h e h x 

      

                                                         

                nh    …   n ih    …  ( 1)n p jh     ( )n p jh     
0

( ( 1) )
p j

j i p j
j i n i

i

e h x


 
 



   

                                                      

                                    nh    1nh    
1

1 1(( 1) ( 1) )p p
p n p ne h e h x
      

                                        nh      np
P he)1(  


