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完全對稱式的「變數平移展開式」 

陳建燁  
臺北市立第一女子高級中學  

壹、前言  

定義 1 2( , , , )k nh a a a 1 2

1 2

1 2

1 2

, , , 0

( )n

n

n

n
k

a a a  

  
  
   



 




 ，稱為「變數 1 2, , , na a a 的 k次完全

齊次對稱多項式」。例如： 2 1 2 3( , , )h a a a 31 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3
2

, , 0

( )a a a  

  
  
  



   

2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1a a a a a a a a a      。特別地， ( , )nh a b 1 1n n n na a b ab b      。  

在以下的文章中，將「完全齊次對稱多項式」，簡稱為「完全對稱式」。  

本文從一個問題出發：對於 ( , )nh a b ，將變數 a與 b同時加上 x，所得的 ( , )nh x a x b 

的展開式為何？  

先來試試 2n  的特殊情形：  

2 ( , )h x a x b  2 2( ) ( ) ( ) ( )x a x a x b x b        2 2 23 3( ) ( )x a b x a ab b          

再試試 3n  的情形：  

3 ( , )h x a x b  3 2 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x a x a x b x a x b x b             

3 2 2 2 3 2 2 34 6( ) 4( ) ( )x a b x a ab b x a a b ab b           

4 3 4 2 4 4
1 2 1 3 2 4 3( , ) ( , ) ( , )C x C h a b x C h a b x C h a b        

注意到 3( , )h x a x b  對 x  展開的各項係數，恰好出現了「二項式係數」與「完全對

稱式」，這是怎麼一回事呢？一般性的規律是什麼呢？在繼續讀下去之前，建議讀者不妨

先自行嘗試看看。  

在本文接下來的工作中，將透過「  轉換公式」(參考資料 [1])與「二項式定理」，推導

出一般情形之下的公式：  

1 2( , , , )n mh x a x a x a   1
1 2

0

( , , , )
n

n m k
k n k m

k

C h a a a x 




   其中 1n  ， 1m  。 
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將此式稱為完全對稱式的「變數平移展開式」。當 1m  時，此公式即為一般所知的二項式

定理，由此而言，此公式可視為二項式定理的一個推廣。  

 

貳、本文：  

一、記號與已知公式： 

1.  完全齊次對稱多項式 (Complete Homogeneous Symmetric Polynomial)：   

定義： 1 2( , , , )k nh a a a 1 2

1 2

1 2

1 2

, , , 0

( )n

n

n

n
k

a a a  

  
  
   



 




 ，稱為「變數 1 2, , , na a a 的 k次完

全齊次對稱多項式」，簡稱為「完全對稱式」。特別地，有 0 1 2( , , , ) 1nh a a a  ，與

( ) k
kh a a 。  

 

2.  拉格朗日插值型式：  

定義： 1 2( , , , )k nL a a a
1

1

( )

kn
i

i i j
j n

j i

a

a a
 



 

，稱為「 n元 k次拉格朗日插值型式」。  

註：以分子的次方來定義。  

 

例： 2 1 2 3( , , )L a a a  

23

1
1 3

( )
i

i i j
j

j i

a

a a
 



 

22 2
31 2

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2( )( ) ( )( ) ( )( )

aa a

a a a a a a a a a a a a
  

     
 

例： 2 ( , , )L a b c
2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

a b c

a b a c b a b c c a c b
  

     
 

例：  

6 ( , , , )L a b c d
6 6 6 6

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

a b c d

a b a c a d b a b c b d c a c b c d d a d b d c
   

           
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3. h L 轉換公式： 1 2( , , , )k nh a a a 1 1 2( , , , )k n nL a a a   ，其中 2n  ， 0k  。  [1] 

說明：此一公式，可將「完全齊次對稱多項式」與「拉格朗日插值型式」互相轉換。

特別注意到， L與 h的下標之差，恰為變數個數減 1。 

例： 1( , )kL a b

1 1k ka b

a b b a

 

 
 

1 1k ka b

a b

 



1 1k k k ka a b ab b      ( , )kh a b ， 

此為 2n  的情形，其中 1a a ， 2a b 。 

例：對於 6 ( , , )L a b c
6 6 6

( )( ) ( )( ) ( )( )

a b c

a b a c b a b c c a c b
  

     
， 

有 3 個變數 , ,a b c，先看出 3n  。再由 ( 1) 6k n   ，得 4k  。於是有  

6 ( , , )L a b c 4 ( , , )h a b c ，其中 1a a ， 2a b ， 3a c 。 

 

一般地，對於 1 1 2( , , , )k n nL a a a  
1

1
1

( )

k nn
i

i i j
j n

j i

a

a a

 


 



 

，有 n個變數 1 2, , , na a a 。

1

1

( )

k n
i

i j
j n

j i

a

a a

 

 



的分母的次方是 1n ，分子的次方是 ( 1)k n  ，相減所得的次方 k，即

為化簡後所得的齊次式的次方，即 1 1 2( , , , )k n nL a a a   1 2( , , , )k nh a a a  。 

 

由於 L與 h的下標之差，恰為變數個數減 1，因此 h L 轉換公式，也可寫成： 

          1 2( , , , )k nL a a a ( 1) 1 2( , , , )k n nh a a a   ，其中 2n  ， 1k n  。 

 

4. 
1

1

( )

n
k

k k j
j n

j k

x

a a
 


 

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 1
1 1 1 1

2 2 1
2 2 2 2

2 2 1

1

1

1

1

1

1

n

n

n
n n n n

n n

n n

n n
n n n n

a a a x

a a a x

a a a x

a a a a

a a a a

a a a a







 

 

 







     







     



 (參考資料 [1]) 
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例：取 3n  ，則  

3

1
1 3

( )
k

k k j
j

j k

x

a a
 


 
1

( )( )

x

a b a c


 
2

( )( )

x

b a b c


 
3

( )( )

x

c a c b


 

1

2

3

2

2

2

1

1

1

1

1

1

a x

b x

c x

a a

b b

c c

  

(其中 1a a ， 2a b ， 3a c ) 

 

說明：此公式的特徵，是將各分式的分子 ix ，「放」到行列式的最右一行。 

 

 

二、主要工作： 

(一 ) 兩個變數的情形：  

1( , )nh x a x b    

( , )nL x a x b    ( h L 轉換公式 ) 

( ) ( )

( ) ( )

n nx a x b

x a x b

  


  
 (拉格朗日插值形式 ) 

0 0

n n
n n k k n n k k
k k

k k

C a x C b x

a b

 

 






 
 (二項式定理 ) 

0

( )
n

n n k n k k
k

k

C a b x

a b

 









 

0

n k n kn
n k
k

k

a b
C x

a b

 






  

1

0

n k n kn
n k
k

k

a b
C x

a b

 







n n n n

n n
n

a b
C x

a b

 



 

1

0

( , )
n

n k
k n k

k

C L a b x





  0  
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1

1
0

( , )
n

n k
k n k

k

C h a b x


 


   

 

將 n用 1n 代入，得 

( , )nh x a x b  1

0

( , )
n

n k
k n k

k

C h a b x




  。 

 

例：取 3n  ，有 

3 ( , )h x a x b 
3

4
3

0

( , ) k
k k

k

C h a b x


   

4
0 3 ( , )C h a b  4

1 2 ( , )C h a b x  4 2
2 1( , )C h a b x  4 3

3 0 ( , )C h a b x  ，印證了「前言」中的實

驗結果。  

 

(二 ) 三個變數的情形：  

 2 ( , , )nh x a x b x c     

( , , )nL x a x b x c     ( h L 轉換公式 ) 

( )

[( ) ( )][( ) ( )]

nx a

x a x b x a x c




     
( )

[( ) ( )][( ) ( )]

nx b

x b x a x b x c




     
 

( )

[( ) ( )][( ) ( )]

nx c

x c x a x c x b




     
 (拉格朗日插值形式 ) 

( )

( )( )

nx a

a b a c




 
( )

( )( )

nx b

b a b c




 
( )

( )( )

nx c

c a c b




 
 

0

( )( )

n
n n k k
k

k

C a x

a b a c




 


0

( )( )

n
n n k k
k

k

C b x

b a b c




 


0

( )( )

n
n n k k
k

k

C c x

c a c b




 


 (二項式定理 ) 

0

[ ]
( )( ) ( )( ) ( )( )

n k n k n kn
n k
k

k

a b c
C x

a b a c b a b c c a c b

  



  
       

2

0

[ ]
( )( ) ( )( ) ( )( )

n k n k n kn
n k
k

k

a b c
C x

a b a c b a b c c a c b

  



  
       (註 1) 



完全對稱式的「變數平移展開式」 

- 7 - 

2

0

( , , )
n

n k
k n k

k

C L a b c x





   (拉格朗日插值形式 ) 

2

2
0

( , , )
n

n k
k n k

k

C h a b c x


 


   ( h L 轉換公式 ) 

 

將 n用 2n 代入，得 

( , , )nh x a x b x c   2

0

( , , )
n

n k
k n k

k

C h a b c x




  。 

 

註 1：  

當 1k n  時，
( )( ) ( )( ) ( )( )

n k n k n ka b c

a b a c b a b c c a c b

  

 
     

 

( )( ) ( )( ) ( )( )

a b c

a b a c b a b c c a c b
  

      2

2

2

1

1

1
0

1

1

1

a a

b b

c c

a a

b b

c c

  。 (由「記號與已知

公式 4」 ) 

當 k n 時，
( )( ) ( )( ) ( )( )

n k n k n ka b c

a b a c b a b c c a c b

  

 
     

 

1 1 1

( )( ) ( )( ) ( )( )a b a c b a b c c a c b
  

      2

2

2

1 1

1 1

1 1
0

1

1

1

a

b

c

a a

b b

c c

  。 

 

(三 ) m個變數的情形 ( 2m  )：  

( 1) 1 2( , , , )n m mh x a x a x a      

1 2( , , , )n mL x a x a x a     ( h L 轉換公式 ) 
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1
1

( )

[( ) ( )]

nm
i

i i j
j m

j i

x a

x a x a
 





   
 (拉格朗日插值形式 ) 

1
1

( )

( )

nm
i

i i j
j m

j i

x a

a a
 





 
 

0

1
1

( )

n
n n k k
k im

k

i i j
j m

j i

C a x

a a






 






 

 (二項式定理 ) 

1 0
1

( )

n km n
n ki
k

i k i j
j m

j i

a
C x

a a



 
 



 

 

0 1
1

( )

n kn m
n ki
k

k i i j
j m

j i

a
C x

a a



 
 



 

 (算兩次原理 ) 

0 1
1

[ ]
( )

n kn m
n ki
k

k i i j
j m

j i

a
C x

a a



 
 


 
  

 

( 1)

0 1
1

[ ]
( )

n kn m m
n ki
k

k i i j
j m

j i

a
C x

a a

 

 
 


 
  

 (註 2) 

( 1)

1 2
0

( , , , )
n m

n k
k n k m

k

C L a a a x
 




    (拉格朗日插值形式 ) 

1

1 1 2
0

( , , , )
n m

n k
k n k m m

k

C h a a a x
 

  


    ( h L 轉換公式 ) 

 

至此，可得  

( 1) 1 2( , , , )n m mh x a x a x a    
1

1 1 2
0

( , , , )
n m

n k
k n k m m

k

C h a a a x
 

  


    

將 n用 1n m  代入，得 



完全對稱式的「變數平移展開式」 

- 9 - 

1 2( , , , )n mh x a x a x a   1
1 2

0

( , , , )
n

n m k
k n k m

k

C h a a a x 




   ，將此式稱為完全對

稱式的「變數平移展開式」。 

 

註 2：  

當 2n m k n    時，有 0 2n k m    ， 

此時
1

1

( )

n km
i

i i j
j m

j i

a

a a




 


 

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 1
1 1 1 1

2 2 1
2 2 2 2

2 2 1

1

1

1
0

1

1

1

m n k

m n k

m n k
m m m m

m m

m m

m m
m m m m

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 

 

 

 

 

 

 





     







     



 

(因為分子的行列式的最右一行，會和其左邊的 1m 行的其中某一行完全相同 )。 

 

(四 ) 回到單一變數：  

由二項式定理出發，有 ( )nx a
0

n
n n k k
k

k

C a x



   

注意到 ( ) ( )nnh x a x a   與 ( ) n k
n kh a a 
   

可得 ( )nh x a
0

( )
n

n k
k n k

k

C h a x


   

取 1a a ，得 1( )nh x a 1
0

( )
n

n k
k n k

k

C h a x


   

這說明了 1 2( , , , )n mh x a x a x a   1
1 2

0

( , , , )
n

n m k
k n k m

k

C h a a a x 




   此一等式，

當 1m  時也成立，以此而言，此式可以視為二項式定理的一種推廣。  
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參、結語：  

一開始，先從  

3 ( , )h x a x b  3 2 2 2 3 2 2 34 6( ) 4( ) ( )x a b x a ab b x a a b ab b          式子中的 4，6，

4，1，看出二項式係數，推測應該和二項式定理有關。  

接 著 運 用 h L 轉 換 公 式 ， 將 1( , )nh x a x b   轉 換 成 拉 格 朗 日 插 值 形 式

( , )nL x a x b 
( ) ( )

( ) ( )

n nx a x b

x a x b

  


  
，找到了使用二項式定理的機會，展開之後再合併，

再運用一次 h L 轉換公式，轉換回
1

1
0

( , )
n

n k
k n k

k

C h a b x


 


 ，此一模式，也適用於有三個以

上變數的情形，推導出：  

1 2( , , , )n mh x a x a x a   1
1 2

0

( , , , )
n

n m k
k n k m

k

C h a a a x 




   ，其中 1n  ， 1m  ，

就此回答了在本文開頭所提到的問題。本篇文章的問題提出與公式推導，皆為筆者自行發

想而完成，特此聲明。 
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