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平方和的探討 

蘇柏奇* 游淑媛  
苗栗縣立興華高級中學  

壹、前言  

我們在國中畢氏定理單元中學到了  的關係式，及諸如 (3, 4, 5)、(6, 8, 10)、(5, 12, 13)、

(7, 24, 25)、 (8, 15, 17)…等稱之為畢氏三元數的數對，所有的畢氏三元數 (x, y, z)可用  














lbaz

ably

lbax

)(

2

)(

22

22

,a,b,l 為整數來表示，如表 1。當三數互質時，此三數稱為本原畢氏三元數。  

表 1 

a 2 3 4 5 3 5 7 4 5 

b 1 1 1 1 2 2 2 3 3 

l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

x 3 8 15 24 5 21 45 7 14 

y 4 6 8 10 12 20 28 24 30 

z 5 10 17 26 13 29 53 25 34 

 

如果多加一個數呢？是否可以：  

找到 x1, x2, y1, y2 四個正整數，使得
2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx   ··················· 式 (1) 

或者：  

找到 x, y, z, w 四個正整數，使得
2222 wzyx   ······················ 式 (2) 

張文忠於基礎數論原理與題解一書第 267, 270 頁中給出式 (1)、式 (2)的所有解可由以

下參數解分別求得：  

1. 式 (1)
2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  的所有正整數解可由兩組解 kax  21 , 

* 為本文通訊作者  
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|)(|
22

2 kba
k

ba
x 


 , kby  21 , |)(|

22

2 kba
k

ba
y 


 求得，其中 a, b, 

k 為正整數，且
22| bak    

例如：由 (a, b, k)=(5,2,1)得 (x1, x2, y1, y2)=(9, 32, 4, 31)或 (9, 17, 3, 19)滿足  

2222 314329  、
2222 193179  . 

2. 式 (2)
2222 wzyx  的所有正整數解可表示為 |2| kax  , by 2 , 

||2
22

a
k

ba
z 


 , |2

)(2
|

22

ka
k

ba
w 


 ,其中 a, b, k 為正整數，且

22| bak  . 

例如：由 (a, b, k)=(3,2,1)得 (x, y, z, w)=(5, 4, 20, 21)滿足
2222 212045  . 

再如：由 (a, b, k)=(5,3,2)得 (x, y, z, w)=(8, 6, 24, 26)滿足
2222 262468  . 

 

本文將藉由 Excel 提供數據，給出滿足式 (1)的解，藉由探索這些解的規律，發現可以

利用兩個垂直向量得到滿足式 (1)的參數解，進而得到式 (2)及
2 2

1

n

i
i

x x


 的參數解。  

 

貳、探究等值平方和的規律  

本節先利用 Excel 求得符合式 (1)的許多組解，將這些數對標示到座標平面上後，我們

發現若將這些解適當的分組，則任一組解的點恰好都落在兩平行線上，若將負數也考慮進

來，原先落在兩平行線上的點變成了落在同一直線上，更進一步觀察到由相似直角三角形

在座標平面上堆疊所得的頂點座標提供滿足 (1)式的參數解。探討如下。  

利用 Excel 計算兩數平方和：
2 21 1 2  、

2 21 2 5  、
2 21 3 10  、…。節錄如表 2，

表格之中的數字為上方、左方兩平方數的和，因為交換律的關係，只考慮表格中的下半三

角形。  

從表 2 中發現滿足 (1)式的數對相當多，例如：  

2 2 2 21 7 5 5 50     

2 2 2 21 8 4 7 65     

2 2 2 22 9 6 7 85     

2 2 2 22 11 5 10 125     
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表 2 

 

表 3                                    表 4 

    

 

將找到的數對，依照平方和的大小順序整理節錄如表 3。我們發現經過適當的分組，

各組數對 (x1, x2), (y1, y2)分布的位置相當有規律（如表 4），將這些數對轉換成座標，並標

示至座標平面上，不難看出數對分布在平行直線上（如圖 1），相對於表 4 的向右下方延

伸，圖 1 的點會向右上方延伸。若將負整數也考慮進來，則圖 1 中的點可向左下方延伸，

如圖 2。  
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圖 1 圖 2 

觀察圖 2，M 上的 (1, 7)除了和 L 上  (5, 5)有關係之外，也和 L 上的 (-1, -7)有關 (如圖

3-1)：  

50)7()1(5571 222222  , 

相同的狀況也發生在其它的點：  

(0, 5)、 (4, 3)、 (0,-5)三點滿足： 25)5(03450 222222  ； (如圖 3-2) 

(-1, 3)、 (3, 1)、 (1,-3)三點： 10)3(1133)1( 222222  。 (如圖 3-3) 

  

圖 3-1 圖 3-2 圖 3-3 
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由上述討論得到 L 上之點的對應關係，從中發現這些對應的點分別落在 (2, -1)的兩邊，

如圖 4，進而發現這些點恰好都是直角三角形的頂點，如圖 5。  

 

圖 4 圖 5 

同樣的，我們也得到類似的結果，如圖 6。  

  

圖 6 
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進一步推得以下結果 (如圖 7-1 及 7-2)：  

)3,3( mnnm  、 )3,3( mnnm  滿足：
2222 )3()3()3()3( mnnmmnnm   

)3,3( mnsnms  、 )3,3( mnsnms  滿足：  

2222 )3()3()3()3( mnsnmsmnsnms  . 

  

圖 7-1 圖 7-2 

從以上的例子，我們得到：藉由相似直角三角形在座標平面上堆疊所得的三角形頂點

座標滿足式 (1)的解。  

 

參、等值平方和與圓、向量的關聯  

上節相似直角三角形堆疊的圖形讓我們聯想到弦與弦心距，如圖 8。在圖 8 中，由原

點 O(0, 0)出發至 P(m, n)後，沿著與 OP 垂直方向的兩端前進相同的距離，得 A(m-n, m+n)、

B(m+n, n-m)兩點落在同一個圓上，此時， AB 為弦、 OP 為弦心距， OA、 OB 為半徑 r，

由 222
rOBOA  得兩點的座標滿足 (1)式。同理，C(m-2n, m+2n)、D(m+2n, n-2m)兩點的

座標亦滿足 (1)式。  

一般而言，平面上任意直線 L，過原點 O 作直線 M 滿足 ML ，且兩直線 L、M 相

交 於 P 點 ， 若 L 上 任 意 兩 點 A(x1, x2)、 B(y1, y2)的 中 點 為 P， 則 此 兩 點 的 座 標 滿 足

2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  。若以向量觀點來表示，上述的說法可調整為：給定任意向量u ) ,( bsas ，
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取v ) ,( ab 滿足u v ，因為：  

| u   tv  | = | u  + tv  |，  

得 ： u  t v =(x1, x2) ) ,( atbsbtas  , u + t v =(y1, y2) ) ,( atbsbtas  滿 足

2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  得到以下結論：  

 
圖 8 

 

引理 1：  

  (x1, x2, y1, y2) ) ,, ,( atbsbtasatbsbtas  滿足
2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  . 

顯然，x1, x2, y1, y2 滿足式 (1)若且唯若 rx1, rx2, ry1, ry2 滿足式 (1)，不失一般性，僅討

論 x1, x2, y1, y2 互質的情形。另外，引理 1 之中，若 a, b 的最大公因數 d≠1, 則 d 為 x1, x2, 

y1, y2 的公因數（即四數不互質），故不妨令 a, b 互質。再者，令
2
2

2
1

2
2

2
1 yyxxs  ，

依 s 的奇偶性討論如下表，可知僅有 x1、x2 為一奇一偶且 y1、y2 為一奇一偶及四數皆為奇

數兩種情形。  

s x1、  x2 y1、  y2 討論  

奇數  一奇一偶 一奇一偶 如：
2222 1112316  。  

偶數  
皆為偶數 皆為偶數 四數不互質，矛盾！  

皆為偶數 皆為奇數 令 x1=2m, x2=2n, y1=2p+1, y2=2q+1, 
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得 )(4 222
2

2
1 nmxxs  是 4 的倍數；  

且 2)(4 222
2

2
1  qqppyys  不 是 4 的 倍

數，矛盾！  

皆為奇數 皆為偶數
同理，

2
2

2
1 xx  不是 4 的倍數、

2
2

2
1 yy  是 4 的倍數，

矛盾！  

皆為奇數 皆為奇數 如：
2222 117131  。  

以 下 探 討
2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  的 所 有 互 質 的 正 整 數 解 可 否 能 由

},{},{ 21 atbsbtasxx  ，求得（其中 a, b, s, t 為正整數且 a, b 互質）？我們的想法為：

對於任意滿足
2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  的四個互質的正整數 x1, x2, y1, y2（不妨令 x1=max{ x1, x2, 

y1, y2}），若必能找到四個正整數 a, b, s, t（a, b 互質），使得 },{},{ 21 xxatbsbtas  ，

},{},{ 21 yyatbsbtas  即可得證。不妨先設 ),,,(),,,( 2121 atbsbtasatbsbtasyyxx  ，

我們將具體給出 a, b, s, t 之值，分兩個階段討論如下：  

 

(1) 先檢驗 as, bs, at, bt 皆為正整數：  

由由
















2

1

2

1

yatbs

ybtas

xatbs

xbtas

化簡得





























2

2

2

2

11

22

22

11

yx
bt

xy
at

yx
bs

yx
as

 ；  

因 x1=max{ x1, x2, y1, y2}，即 x1> y1，由 02
1

2
1

2
2

2
2  yxxy 得 y2> x2，故得 as, bs, 

at, bt 皆為正數；再藉由前述所得 x1, x2, y1, y2 之奇偶性驗證得 as, bs, at, bt 皆為正整數（如

下表），另外，進而歸納 x1、y1 同奇偶性且 x2、y2 同奇偶性。  

項目  討論  

x1、x2 一奇一偶

y1、y2 一奇一偶  

依 x1 的奇偶數討論如下：  

 (1)當 x1 為偶數：先得 x2 為奇數，再令 y1 為偶數，則 y2 為奇數； 
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 (2)當 x1 為奇數：先得 x2 為偶數，再令 y1 為奇數，則 y2 為偶數； 

皆得 as, bs, at, bt 皆為正整數。  

x1、x2、y1、y2 皆

為奇數  
得 as, bs, at, bt 皆為正整數。  

（註：經由本段討論得知，當有四個正整數滿足式 (1)時，該如何決定 x1, x2, y1, y2 分別為

何？方法為：先令其中的最大值為 x1，同時得 x2，再依照 x1、y1 同奇偶性得 y1，同

時得 y2。而當四數皆為奇數時，則會有兩組 (x1, x2, y1, y2)。  

 

例如：已知
2222 1112316  時，令 x1 為 16, 3, 12, 11 中的最大值，故 x1=16，同時

得 x2=3；因 x1、y1 之奇偶性相同，故 y1=12，同時得 y2=11，故 (x1, x2, y1, y2) =(16,3,12,11)。  

再如：已知
2222 117131  時，先得 x1=13 再得  x2=1，由 x1、y1 的奇偶性得 y1=11

或 7 再得  y2=7 或 11, 故得 (x1, x2, y1, y2) =(13,1,11,7)或 (13,1,7,11)兩種情形。）  

 

(1) a, b, s, t 之值：  

因為 a, b 互質且 as, bs 為正整數，由  
















2

2

22

11

yx
bs

yx
as

，得 )
2

,
2

gcd( 2211 yxyx
s


 ； 

同理，因為 a, b 互質且 at, bt 為正整數，由
















2

2

11

22

yx
bt

xy
at

，得 )
2

,
2

gcd( 1122 yxxy
t


 ；  

再將 s 代入
















s

yx
b

s

yx
a

2

2

22

11

，得

)
2

,
2

gcd(

2
2211

11

yxyx

yx

a




 、

)
2

,
2

gcd(

2
2211

22

yxyx

yx

b




 ；  

其中，因為 )
2

,
2

gcd( 2211 yxyx 
是

2
11 yx 

和
2

22 yx 
的因數，故 a, b 皆為正整數。  

即得證：必能找到正整數 a, b, s, t 使得 ),,,(),,,( 2121 yyxxatbsbtasatbsbtas  。  



科學教育月刊 第 414 期 中華民國 107 年 11 月 

- 20 - 

（註：若將 t 代入
















2

2

11

22

yx
bt

xy
at

，得

)
2

,
2

gcd(

2
1122

22

yxxy

xy

a




 、

)
2

,
2

gcd(

2
1122

11

yxxy

yx

b




  

與將 s 代入兩式所得的 a, b 相同，詳細說明如附錄。）  

 

以實例說明如下：  

例：由
2222 1112316  ，根據前述結論令  

),,,()11,12,3,16(),,,( 2121 atbsbtasatbsbtasyyxx  ，則正整數 a, b, s, t

為何？  

解： 7)7,14gcd()
2

,
2

gcd( 2211 



yxyx

s ， 2)2,4gcd()
2

,
2

gcd( 1122 



yxxy

t  

2
7

14

)
2

,
2

gcd(

2
2211

11







yxyx

yx

a ， 1
7

7

)
2

,
2

gcd(

2
2211

22







yxyx

yx

b 即為所求。  

例：已知
2222 117131  ，根據前述結論令  

),,,()11,7,1,13(),,,( 2121 atbsbtasatbsbtasyyxx  ，則正整數 a, b, s, t 為

何？  

解： gcd(10,6) 2s   ， gcd(5,6) 1t   ，
10

5
2

a   ，
6

3
2

b   即為所求。  

因此得到：  

 

定理 2：  

2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  的 所 有 正 整 數 解 由 btasx 1 , atbsx 2 , btasy 1

atbsy 2 求得，x1=max{ x1, x2, y1, y2}、x1 與  y1 同奇偶性且 a, b, s, t 為正整數。  

（註：對於任意滿足式 (1)的四個正整數，當令 x1=max{ x1, x2, y1, y2}、x1 與  y1 同奇偶性

時 ， 必 有 四 個 正 整 數 a, b, s, t 滿 足 btasx 1 , atbsx 2 , btasy 1

atbsy 2 ，其中 bs at , as bt 皆 為 正 數 ， 故 定 理 2 中 無 須 令 2 | |x bs at  , 

1 | |y as bt  。）  
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以幾何方式說明上述結果：當四數滿足式 (1)時，根據 x1 為四數之中的最大值及 x1, y1

同奇偶性得 ),,,( 2121 yyxx ，進而得兩個格子點 ),( 21 xxA 及 ),( 21 yyB (註：x, y 座標皆為整

數的點稱為格子點 ) ，再由奇偶性得 AB 中點 )
2

,
2

( 2211 yxyx
M


亦為格子點。由點座標

計 算 得 1 1 2 2( , )
2 2

x y x y
OM

 



, 1 1 2 2( , )
2 2

x y x y
MA

 



, 再 由 內 積

2 2 2 2
1 1 2 2 0

4 4

x y x y
OM MA

 
  

 
 得 OM


、 MA


兩向量垂直，進而假設兩個互相垂直的向

量 ( , )u a b


及 ( , )v b a 


, 其 中 a, b 互 質 ， 並 設
OM s u

MA t v

 

 





 ， 先 得

1 1 2 2

1 1 2 2

( , ) ( , )
2 2

( , ) ( , )
2 2

x y x y
as bs

x y x y
bt at

  
    


，再得

1 1 2 2

2 2 1 1

gcd( , )
2 2

gcd( , )
2 2

x y x y
s

y x x y
t

  
   


，將 s 代入上式（或將 t 代

入下式）即得 a, b 之值。  

 

 

肆、 2222 wzyx  的參數式  

接著考慮是否可以：  

找到 x, y, z, w 四個正整數，使得
2222 wzyx   式 (2) 

先考慮是否可以：  

找到 222111 ,,,,, zyxzyx 六個整數，使得
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1 zyxzyx   式 (3) 

在三維空間中，給定任意向量u ), ,( csbsas ，取v ) , ,( rqp 滿足u v ，則：  

u  + tv =(x1, y1, z1) ) , ,( rtcsqtbsptas  , 

u  tv =(x2, y2, z2) ) , ,( rtcsqtbsptas  滿足式 (3)。  
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因為u v ，兩向量內積為 0，可得 0 crbqap ，令
c

bqap
r


 ，故得：  

u  + tv =(x1, y1, z1) ) , ,( t
c

bqap
csqtbsptas


 ,   

u  tv =(x2, y2, z2) ) , ,( t
c

bqap
csqtbsptas


 . 

因僅考慮整數解，將上述兩向量乘以 c, 得到：  

(x1, y1, z1)= ) , ,( 2 bqtaptsccqtbcspctacs  、  

(x2, y2, z2)= ) , ,( 2 bqtaptsccqtbcspctacs   滿足式 (3)式。  

 

歸納結論如下：  

引理 3：  

 (x1, y1, z1)= ) , ,( 2 bqtaptsccqtbcspctacs  ,  

 (x2, y2, z2)= ) , ,( 2 bqtaptsccqtbcspctacs   

 滿足
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1 zyxzyx  . 

 

接著討論 (2)式的參數解，由結論 2，若令 x2=y2=0，即可求得滿足 (2)式的解，推導如

下：  

令  
0

0

2

2








cqtbcsy

pctacsx
得  














a

bp
q

p

as
t

，再代入結論 2，  

得

2 2 2
1 1 1

2 2 2
2 2 2

( , , ) (2 ,2 , )

( , , ) (0,0, )

x y z acs bcs c s a s b s

x y z c s a s b s

   


  
 

即得 ),,2,2(),,,( 222222 bacbacbcacwzyx  滿足
2222 wzyx  。  

 



平方和的探討 

- 23 - 

引理 4：  

  ),,2,2(),,,( 222222 bacbacbcacwzyx  滿足
2222 wzyx  。  

根據引理 4，給定三個數 1, 2, 4，可以得到三個數對如下：  

當 a=4,  b=2, c=1, 得到數對 )21 ,19 ,4 ,8(  滿足
2222 21)19(48  ；  

當 a=1,  b=4, c=2, 得到數對 )21,13 ,16 ,4(  滿足
2222 21)13(164  ；  

當 a=1,  b=2, c=4, 得到數對 )21 ,11 ,16 ,8( 滿足
2222 2111168  ；  

亦即得到一個平方數
221 的三種三個平方數之和的表示法：  

2222222222 1116813164194821   

若僅考慮四數 x,y,z,w 互質的情形，依 x, y, z 之中奇數、偶數個數，列表討論如下：  

 

x, y, z w 討論  

3 奇數  奇數  

不妨令 x=2p+1, y=2q+1, z=2r+1, w=2s+1, 

得 3)(4 222222  rrqqppzyx ；  

且 1)(4 22  ssw ，矛盾！  

2 奇數、1 偶數  偶數  

不妨令 x=2p+1, y=2q+1, z=2r, w=2s, 

得 2)(4 222222  rqqppzyx ；  

且
22 4sw  ，矛盾！  

1 奇數、2 偶數  奇數  

不妨令 x, y 為偶數、z 為奇數，且得 w 為奇數，  

即 ),,2,2(),,,( 222222 bacbacbcacwzyx  ，  

由
222 bacz  為奇數，  

得 a, b, c 必為 3 奇數或 1 奇數、2 偶數的情形。  

3 偶數  偶數  四數不互質，矛盾！  

 

接著思考，引理 4 是否能得到滿足
2222 wzyx  的所有解？同理，考慮給定互質的

四數 x,y,z,w 是否能找到三個正整數 a, b, c 滿足


















wbac

zbac

ybc

xac

222

222

2

2

，先得
2

wz
c


 ，
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再得
wz

x
a

22 
 、

wz

y
b

22 
 ，若取正數，  

則 )
2

,
22

,
22

(),,(
wz

wz

y

wz

x
cba




 ， 僅 有 在 滿 足
2

wz 
為 完 全 平 方 數 且  

wz 22  是 x 及 y 的公因數，才能得到 a, b, c 為三個正整數。亦即給定正整數 a, b, c，

引理 4 無法得到
2222 wzyx  的所有解。  

例：由
2222 49232436  ，解


















49

23

242

362

222

222

bac

bac

bc

ac

，得












6

2

3

c

b

a

 或












6

2

3

c

b

a

 (不合 )。  

例：由
2222 211948  ，解


















21

19

42

82

222

222

bac

bac

bc

ac

，得
















52

10/5

5/5

c

b

a

(不合 ) 

或
















52

10/5

5/5

c

b

a

(不合 )。  

我 們 發 現 ， 若 將 引 理 4 修 正 為 ),,2,2(),,,(
2222

c

ba
c

c

ba
cbawzyx





 滿 足

2222 wzyx  ，則給定互質的四數 x, y, z, w，解




























w
c

ba
c

z
c

ba
c

yb

xa

22

22

2

2

，即得






















2

2

2

wz
c

y
b

x
a

，

而因為 x, y 為偶數、z, w 為奇數，故得 a, b, c 為正整數（且 c 為
22 ba  的因數）。  
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例如：由
2222 49232436  ，解




























49

23

242

362

22

22

c

ba
c

c

ba
c

b

a

，得












36

12

18

c

b

a

。 

例如：由
2222 211948  ，解




























21

19

42

82

22

22

c

ba
c

c

ba
c

b

a

，得












20

2

4

c

b

a

。 

 

當
222 bac  時， 0

22222








c

bac

c

ba
cz ，因此，不妨令 || 

22

c

ba
cz


 。

因此得到：   

定理 5：  

2222 wzyx  的 所 有 正 整 數 解 由 ax 2 , by 2 , || 
22

c

ba
cz


 , 

c

ba
cw

22 
 求得，其中 gcd( , , ) 1x y z  , a, b, c 為正整數且

22| bac  。  

（註：滿足
2222 wzyx  的四個正整數 x, y, z, w 之中，x, y, z 必為二偶一奇，故定理

5 中 x, y 為偶數、z 為奇數。）  

 

 

伍、 2

1

2 xx
n

i
i 



的參數式  

本節考慮
2

1

2 xx
n

i
i 



的情形：根據前節結果，令
n

n

i
i

nn a

a
ax






1

1

2

,
n

n

i
i

n a

a
ax






1

1

2

,計算
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1

1

2
1

1

2

1

1

2

22
1

1

2 )2(4
2

2))((
n

i
i

n

i
i

n

n

i
i

nnnn

n

i
i aa

a

a
axxxxxxx , 

即

1 1
2 2

1 1

(2 )
n n

i i
i i

x a
 

 

  ,不妨再令 ii ax 2 , 1~1  ni , 即得  

1 1
2 2

1 1
1 2 1 1 2 1( , ,..., , , ) (2 ,2 ,...,2 , , )

n n

i i
i i

n n n n n
n n

a a
x x x x x a a a a a

a a

 

 
   

 
滿足

2

1

2 xx
n

i
i 



。得到以下

結論：  

 

引理 6：  

  

1 1
2 2

1 1
1 2 1 1 2 1( , ,..., , , ) (2 ,2 ,...,2 , , )

n n

i i
i i

n n n n n
n n

a a
x x x x x a a a a a

a a

 

 
   

 
滿足

2

1

2 xx
n

i
i 



。  

同理，引理 6 能得到所有滿足
2

1

2 xx
n

i
i 



的解嗎？先看 n=4 的狀況，考慮若五個整數

xxxxx ,,,, 4321 滿 足
2

1

2 xx
n

i
i 



， 是 否 能 找 到 四 個 正 整 數 4321 ,,, aaaa 使 得






























x
a

aaa
a

x
a

aaa
a

xa

xa

xa

4

2
3

2
2

2
1

4

4
4

2
3

2
2

2
1

4

33

22

11

2

2

2

？考慮奇偶性如下表：  

 

x1, x2, x3, x4 X 討論  

4 奇數  偶數

若令 )
2

,
2

,
2

,
2

(),,,( 4321
4321

xxxxx
aaaa


 , 則此四數不是正整數。 

考慮令 ii xy 2 、 xy 2 皆為偶數，  

則得 )
2

,
2

,
2

,
2

(),,,( 4321
4321

yyyyy
aaaa


 皆為正整數。  
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x1, x2, x3, x4 X 討論  

即由四個正整數 4321 ,,, aaaa 得滿足
2

1

2 yy
n

i
i 

  

再由
2

1

2 yy
n

i
i 



得
2 2

1

(2 ) (2 )
n

i
i

x x


 化簡即
2

1

2 xx
n

i
i 



。  

例如：當
22222 34291751  時，  

先轉換為
22222 685834102  ，  

解






























68

58

342

102

22

4

2
3

2
2

2
1

4

4

2
3

2
2

2
1

4

3

2

1

a

aaa
a

a

aaa
a

a

a

a

 

得  )63,17,5,1(),,,( 4321 aaaa . 

即由 )63,17,5,1(),,,( 4321 aaaa  

得
22222 685834102  ，  

化簡得
22222 34291751  。

3 奇數、1
偶數  

奇數 34
1

2 


hx
n

i
i 、 142  kx ，矛盾！   

2 奇數、2
偶數  

偶數 24
1

2 


hx
n

i
i 、 kx 42  ，矛盾！  

1 奇數、3
偶數  

奇數

不妨令 x1, x2, x3 為偶數、x4, x 為奇數，  

故得 )
2

,
2

,
2

,
2

(),,,( 4321
4321

xxxxx
aaaa


 皆為正整數。 

4 偶數  偶數 五數不互質，矛盾！  

 

當 x1, x2, x3 不全為偶數時，無法由引理 6 找到四個正整數 4321 ,,, aaaa 滿足

4
2 2

1
i

i

x x


 ，

但是若令 2i iy x , 2y x , 則可找到四個正整數滿足

4
2 2

1
i

i

y y


 , 進而得

4
2 2

1
i

i

x x


 （如

由
22222 685834102  得到

22222 34291751  的例子），我們進而考慮：  
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1 2 1

1 2 1

1 1
2 2

1 1
1 2 1

( , , ..., , ,               )

(2 , 2 , ..., 2 , 2 ,       2       )

(2 , 2 , ..., 2 , , )

n n

n n

n n

i i
i i

n n n
n n

y y y y y

x x x x x

a a
a a a a a

a a





 

 




  
 

 

即 考 慮 當 1n  個 正 整 數 1 2 1, ,..., , ,n nx x x x x 滿 足
2

1

2 xx
n

i
i 



， 是 否 能 找 到 n 個 正 整 數

1 2, ,..., na a a 使 得

1
2

1

1
2

1

, 1 ~ 1

2 2

2 2

i i

n

i
n i

n
n

n

i
n i

n

a x i n

a
a

x
a

a
a

x
a










   

  



  






？ 僅 需 檢 驗

1 1
2 2

1 1,
2 2 2 2

n n

i i
n ni i

n n

a a
a a

a a

 

  
 

皆 為 正 整 數 ， 將

, 1 ~ 1i ia x i n   及 n na x x  代入計算檢驗得  

1 1
2 2

2 2
1 1

2 2 2 2( ) 2 2( )

n n

i i
n n n ni i

n
n n n

a x
a x x x x x x

x
a x x x x

 

   
     

 

 
 為正整數，同理

1
2

1

2 2

n

i
n i

n

a
a

x
a



 


為正整數。得到以下結論：  

 

定理 7：  

2

1

2 xx
n

i
i 



的所有正整數解由  

1 1
2 2

1 1
1 2 1 1 2 1( , ,..., , , ) ( , ,..., ,  | |  , )

2 2 2 2

n n

i i
n ni i

n n n
n n

a a
a a

x x x x x a a a
a a

 

 
   

 
 

求得，其中 1 2, ,..., na a a 為正整數且 




1

1

2|
n

i
in aa 。  
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陸、結論  

本文逐步探討能求得
2

1

2 xx
n

i
i 



所有正整數解的參數式，事後來看，直接由兩個垂直

向量即可得到本文結果，然則筆者在初探此問題時，從 Excel 所得數值中發現相等的值落

在多 組平 行 線上 時的 訝 異感 與進 而 摸索 出相 似 直角 三角 形 及兩 垂直 線 的過 程頗 令 人印 象

深刻。  

另一個有趣的問題是，若
2

1

2 xx
n

i
i 



, 其中 1 2 1, ,... ,nx x x x 皆為正整數，是否存在 n 個

正整數 1,..., ny y 滿足
2 2

1

n

i
i

y x


 , 其中 1 2 1 2{ , ,..., } { , ,..., }n nx x x y y y ？留待後續探討。  

 

附錄：  

以下證明當
2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  ，其中 x1=max{ x1, x2, y1, y2}、x1 與  y1 同奇偶性時，可

得：  

)
2

,
2

gcd(

2

)
2

,
2

gcd(

2
1122

22

2211

11

yxxy

xy

yxyx

yx










 

)
2

,
2

gcd(

2

)
2

,
2

gcd(

2
1122

11

2211

22

yxxy

yx

yxyx

yx










。  

證 明 ： 假 設 dm
yx



2

11 , dn
yx



2

22 , md
xy 


2

22 , nd
yx 


2

11 , 

1),gcd(),gcd(  nmnm , 

算得 ,
)

2
,

2
gcd(

2
2211

11

m
yxyx

yx






 m
yxxy

xy






)
2

,
2

gcd(

2
1122

22

, 
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  n
yxyx

yx






)
2

,
2

gcd(

2
2211

22

, n
yxxy

yx






)
2

,
2

gcd(

2
1122

11

, 

故僅需證明 mm  且 nn  。  

先由
2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx  得

2
2

2
2

2
1

2
1 xyyx  , 再得  

2222
22221111 xyyxyxyx 










 

將假設之符號代入上式得 mddnnddm  , 即得 mnnm  ,  

又因 1),gcd(),gcd(  nmnm , 故得 mm  且 nn  ，證畢。  
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