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最小平方法還需要交代的一件事 

李政豐  
國立竹南高級中學  

壹、緣起  

跟數學老師談起最小平方法的教學，

有幾位老師總覺得怪怪的，有交代不清的

感覺。比較優秀的學生也覺得，在標準化

坐標系裡求得的迴歸線，殘差平方和不同，

測試殘差平方和的直線也不同，而且計算

兩坐標系的殘差平方和與平移、x 座標的

標準化無關，怎麼知道在標準化坐標系求

得的迴歸線，由座標變換：
( )X

X

x
x



  ，

( )Y

Y

y
y



  代入就能得到原始坐標系

的迴歸線？是不是課本太簡化了，我也不

曾在外國的教材裡，看到像我們課本這麼

簡化的作法。  

最小平方法是一個很有價值的學習素

材，自從 97 公布的高中數學課綱加入最小

平方法開始，99 年起教科書就引入相關解

說與證明，因為高一下尚未學微分，因此

當年最小平方法的證明都用雙配方來切

入，這很複雜難教 (本文甲 )。  

到 102 修正的微調課綱， 最小平方法

各家的寫法又有很大幅度的簡化，利用標

準化坐標系作雙配方，最小平方法於是變

得好記，但是課文內沒有證明，證明全都

放在附錄。學生也不容易了解 (本文乙 )。  

這兩種教學方式的差異，學生最難了

解的是：標準化坐標系與原始坐標系的迴

歸線，兩者的殘差平方和，有什麼關係存

在? 

這一點，教科書似乎沒有探討。所幸

資訊科技融入教學，可以用 GGB 來為我

們解決這個困難，靠著簡單的操作，就能

讓學生一目了然，而且能夠印象深刻 (本文

丙 )。如果能把這一段文章加在課本附錄，

相信學生的疑惑，將可迎刃而解，這是我

提筆為文最重要的目的。  

 

貳、本文  

(甲) 97 課綱的寫法  

給 定 一 組 二 維 資 料

ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ,ଶሻݕ ሺݔଷ, …ଷሻݕ ሺݔ, ሻ，如何在ݕ

平面上找到一條直線ݕ ൌ αݔ  β，即找到

一組 (α,β)會使得殘差平方和s ൌ ∑ ሾݕ െ

ୀଵ

ሺݔߙ  ሻሿଶߚ  為最小，此時的 ݕ ൌ αݔ  β 

就叫做最適合直線 (Fitline)或迴歸直線。  

亦即在每個點ሺݔ, ݕሻ作鉛直線，與ݕ ൌ

αݔ  β	相交，其交點(ݔ,	αݔ  β) 與ሺݔ,  ሻݕ

的垂直距離平方的總和，稱為殘差平方和  

s。  

 



最小平方法還需要交代的一件事 

- 32 - 

 

當資料 只 有 4 個點 ，上圖 中 四個藍 色 正方形 的 面積和 ， 即為殘 差 平方和 s ൌ

∑ ሾݕ െ ሺݔߙ  ሻሿଶସߚ
ୀଵ ，當我們適度的改變直線的斜率α，與 y 截距ߚ，會使得殘差平方和 s

為最小，此時ݕ ൌ ݔߙ  ，就叫最適合直線或迴歸直線。上述求得迴歸直線的過程與方法 ߚ

就叫做最小平方法。  

要完成導出迴歸直線的過程，我們必須具有 3 項先備知識：  

由標準差公式ߪ ൌ ට∑ ሺ௫ିఓሻ

సభ

మ


⟺ ݊ሺߪଶሻ ൌ ∑ ଶݔ


ୀଵ െ ߤ2 ∑ ݔ


ୀଵ  ݊ሺߤሻଶ 

即 			݊ሺߪଶሻ ൌݔଶ


ୀଵ

		െ 	݊ሺߤሻଶ 

則   ∑ ଶݔ

ୀଵ ൌ ଶߪ݊   ଶ. ..................... (a)ߤ݊

同理可得   ∑ ଶݕ

ୀଵ ൌ ଶߪ݊   ଶ. ..................... (b)ߤ݊

由相關係數在原始坐標系的定義：ݎ ൌ
∑ ሺ௫ିఓሻሺ௬ିఓೊሻ

సభ

ට∑ ሺ௫ିఓሻ

సభ

మට∑ ሺ௬ିఓೊሻ

సభ

మ
 

或由相關係數在標準坐標系的定義：  

ݎ ൌ
∑ ᇱݕᇱݔ

ୀଵ

݊
ൌ
∑ ሺ

ݔ െ ߤ
ߪ

ሻሺ
ݕ െ ߤ
ߪ

ሻ
ୀଵ

݊
ൌ
∑ ሺݔ െ ݕሻሺߤ െ ሻߤ

ୀଵ

ߪߪ݊
 

 

由 ݎ   ൌ
∑ ሺ௫ିఓሻሺ௬ିఓೊሻ

సభ

ఙఙೊ
ൌ

∑ ሺ௫௬ሻ

సభ ିఓ ∑ ሺ௬ሻ


సభ ିఓೊ ∑ ሺ௫ሻ


సభ ାఓఓೊ

ఙఙೊ
 

ൌ
∑ ሺݔݕሻ

ୀଵ െ ߤߤ݊

ߪߪ݊
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得到  ∑ ሺݔݕሻ

ୀଵ ൌ ߪߪݎ݊    .................. (c)ߤߤ݊

 

當給定一組二維資料ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ,ଶሻݕ ሺݔଷ, …ଷሻݕ ሺݔ, ݕሻ，對任意直線ݕ ൌ ݔߙ  殘差，ߚ

平方和的定義是：  

由  s ൌ ∑ ሾݕ െ ሺݔߙ  ሻሿଶߚ
ୀଵ  

乘開  ൌ ∑ ଶߚ  ∑ ଶݕ

ୀଵ  ଶߙ ∑ ଶݔ  ߚߙ2 ∑ ݔ


ୀଵ െ ߚ2 ∑ ݕ െ ߙ2 ∑ ݔ


ୀଵ ݕ


ୀଵ


ୀଵ


ୀଵ  

將       ∑ ଶݔ

ୀଵ ൌ ଶߪ݊   ଶ .................................... (a)ߤ݊

       ∑ ଶݕ

ୀଵ ൌ ଶߪ݊   ଶ .................................... (b)ߤ݊

       ∑ ݕݔ

ୀଵ ൌ ߪߪݎ݊    ............................. (c)ߤߤ݊

 

代入上式  

ൌ ଶߚ݊  ሺ݊ߪଶ  ଶሻߤ݊ 	ߙଶሺ݊ߪଶ  ଶሻߤ݊  2αβሺ݊ߤሻ െ ሻߤሺ݊ߚ2 െ ߪߪݎሺ݊ߙ2   ሻߤߤ݊

ൌ ݊ሺߚଶ  ଶߪ  ଶߤ  ଶߪଶߙ  ଶߤଶߙ  2αβߤ െ ߤߚ2 െ ߪߪݎߙ2 െ  ሻߤߤߙ2

 

分類再配方，有β的先配，不足的補缺項，剩下中間的只有α，加減一項，再配一次。 

ൌn[ߚଶ  ଶߤଶߙ  ଶߤ  2αβߤ െ ߤߚ2 െ ଶߪଶߙ]]+nߤߤߙ2 െ ሿߪߪݎߙ2   ଶߪ݊

ൌnሺߚ  ߤߙ െ ଶߪଶߙ]ሻଶ+nߤ െ ߪߪݎߙ2  ଶߪ)ଶ]nߪଶݎ െ  ଶሻߪଶݎ

ൌnሺߚ  ߤߙ െ ሻଶߤ  ݊ሺߪߙ െ ሻଶߪݎ n(1 െ ଶߪଶሻݎ 	 n(1 െ  ଶߪଶሻݎ

 

上式，當 ߚ)  ߤߙ െ ሻߤ ൌ 0 且  ሺߪߙ െ ሻߪݎ ൌ 0 時，s 有最小值 n(1 െ  ଶߪଶሻݎ

此時迴歸直線的斜率  α ൌ ݎ
ఙೊ
ఙ

 ，  y 截距 ߤ=ߚ  െ ߤߙ	 ൌ ߤ െ ݎ	
ఙೊ
ఙ
 ߤ

把α, ݕ代入迴歸線ߚ ൌ ݔߙ  得到y，ߚ ൌ ݎ
ఙೊ
ఙ
ݔ  ߤ െ ݎ	

ఙೊ
ఙ
，再整理得到ߤ  

點斜式ሺy െ ሻߤ ൌ ݎ
ఙೊ
ఙ
ሺݔ െ ሻ，此時最小殘差平方和為ߤ n(1 െ  ଶߪଶሻݎ
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如上圖，於是我們得到下列 3 個性質：  

1. 原始資料坐標系的迴歸線必定通過座標平均點 O’(ߤ,	ߤ) 

2. 原始資料坐標系迴歸線的斜率為ݎ ఙೊ
ఙ

 

3. 最小殘差平方和表示面積為݊ሺ1 െ 2ܻߪ2ሻݎ  0⟹ 1െ 2ݎ  0⟹െ1  ݎ  1，即相關

係數的值在正負 1 之間  (因為ߪଶ  0，且 n>0) 

 

例題： (在原始資料坐標系 ) 

某個草莓農場，用 1 單位有機肥種植可收成 1 單位草莓，用 2 單位有機肥可收成 2 單

位草莓，用 3 單位有機肥可收成 6 單位草莓，用 x 代表有機肥單位數，用 y 代表收成草莓

單位數，則農夫經驗的數據可用三個點 A(1,1), B(2,2), C(3,6)代表。如下圖，設  L：y =α

x +β是一條可變動的直線，令 2 2( )i i id y x     為某個樣本點 (xi, yi) 到直線 L 鉛垂距

離的平方，藉由改變直線的斜率α及 y 截距β，我們想要求得：能使平方和 s =
2

id （即

三個紅色正方形面積和）為最小的α ,β值。   

當 s =
3

2

1
i

i

d

 為最小時，所求得的直線 y =αx +β稱為 y 對 x 的迴歸直線，也稱為最

適合直線。當點足夠多時，它具有由 x 預測 y 的功能。  
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  由 s =
2 2 2(1 ) (2 2 ) (6 3 )              展開合併  

 =
2 23( 4 6 ) (14 46 41)          有 β 的放前，沒 β 的放後。  

 =
2 23( 2 (2 3)) (14 46 41)          對 β 配方  

 =
2 2 23( (2 3)) 3(2 3) (14 46 41)            

 =
2 23(2 3) (2 10 14)         合併後再對 α 配方  

 =
2 25 3 3

3(2 3) 2( )
2 2 2

         

當

2 3 0

5
0

2

 



  



 

   
3

  
2

s 有最小值 ，解 (α,β)得迴歸線
5

2
2

y x  。  

 

 



科學教育月刊 第 414 期 中華民國 107 年 11 月 

- 36 - 

(乙) 102 課綱的寫法  

但是 (甲 )原始坐標系的最適合直線 (或稱迴歸線 )，需用很繁雜的雙配方技巧，用 97 課

綱的那幾年之間，最小平方法的證明教學，對師生來說都是很辛苦的一件事，老師們於是

統整出一個方便計算迴歸線斜率與截距的公式，讓學生只要會計算迴歸線就好。  

為了方便計算這條原始坐標系的迴歸直線，也希望不讓  , 或度量單位的影響，而

增加太多計算量，我們先把這組二維變量標準化，先找到這些點在標準化坐標系的迴歸線

L '，再藉由平移伸縮回到原始坐標系的迴歸線 L，這是同學比較能夠了解掌握的方法。  

下方左圖，在原始坐標系，有 A, B, C, D 四點，在散佈圖上，要如何找到一條直線 y=

αx+β，如下面左圖的藍線 (找到斜率α與 y 截距β )使得四個藍色正方形的面積和 s 是最

小 (由 A 作鉛垂線，交藍色直線於一點，以 A 到交點之線段為邊長，即可做一個正方形 )。 

下方右圖，在標準化坐標系，有 A’,	 B’,	 C’,	 D’	 四點在散佈圖上，要如何找到一條直線

y ax b    (找到斜率 a 與 y 截距 b ) 使得四個紅色正方形的面積和 s最小。  

若原始坐標系的點 A( 1x , 1y )，則標準化坐標系的點 A’( 1x , 1y )。  

其中 1
1

( )X

X

x
x



  , 1

1

( )Y

Y

y
y



  令 y ax b   是標準化坐標系的一條直線，如下面

右圖的桃紅色直線，由 A’ሺ 1x , 1y ሻ做鉛直線交桃紅線在點 ( 1x , 1ax b  )，於是以 A’到桃紅

線交點的線段為邊長之正方形面積為 2
1 1( )ax b y   。  

如果有固定的 n 個點，令 y ax b   是標準化坐標系的一條可變的直線 (a, b 是變數 )，

則由上面方法所做的 n 個紅色正方形的面積和 s =
2

1

( )
n

i i
i

ax b y


   ，我們要求算的是求

滿足殘差平方和 s =
2

1

( )
n

i i
i

ax b y


   為最小的 a, b 值。  
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s = 2

1

( )
n

i i
i

ax b y


    

= 2 2 2

1

[( ) ( ) 2 2 2 ]
n

i i i i i i
i

ax b y abx by ax y


           

= 2 2 2 2

1 1 1 1 1

( ) ( ) 2 2 2
n n n n n

i i i i i i
i i i i i

a x nb y ab x b y a x y
    

               

由標準化座標的性質  

  2

1

( )
n

i
i

x


 = 2

1

( )
n

i
i

y


 =n ，
1

n

i
i

x


 =
1

n

i
i

y


 =0 ,
1

n

i i
i

x y


  =nr，代入上式  

= 2 2 2na nb n anr    
= 2 2 2( )n a r nb n nr     

= 2 2 2( ) (1 )n a r nb n r    2(1 )n r   

 

當 a=r 且 b=0 的時候，紅色正方形的面積和 (平方和 ) s有最小值
2(1 )n r ，亦即，在

標準化坐標系的 n 個點確定的時候，迴歸直線方程式是 y rx   

於是我們得到下列 3 個性質：  

1. 標準資料坐標系的迴歸線必定通過原點 (0,0) 

2. 標準資料坐標系迴歸線的斜率為相關係數  r (在原始或標準坐標系 r 均相同 ) 

3. 最小殘差平方和為݊ሺ1 െ ଶሻݎ  0 ⟹ 1 െ ଶݎ  0 ⟹ െ1  ݎ  1，即相關係數的值在正負 1 之

間  

(這是我們在高一下，尚未學到柯西不等式前，唯一能向學生交代的相關係數範圍。 ) 

 

迴歸直線通過標準化坐標系的原點，且斜率就是相關係數 r (這是相關係數的由來 )當

我們想要把標準坐標系的迴歸線 y rx  化成原始坐標系的迴歸線時，只要把座標作平移

與伸縮變換
( )y

y

y
y





  ，
( )x

x

x
x



   代入 y rx   化成 ( ) ( )y

y x
x

y r x


 


   ，這

就是原始坐標系的迴歸線。  

 

(丙) 證明(甲)(乙)的關聯性  

可是我們必須交代：當兩條對應的測試直線在變動時，標準化坐標系的紅色正方形的

面積和 s，與原始坐標系的藍色正方形的面積和 s，兩者有何關係？才會使得當標準化座
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標系有迴歸線 y rx  時 (有最小殘差平方和 )，會使得原始坐標系也同時有迴歸線

( ) ( )y
y x

x

y r x


 


   (也有最小殘差平方和 ) 

解說：  

如果我們在原始座標系找兩點 P, Q 把ܲܳശሬሬሬሬԦ 當作原始坐標系的測試直線。再由標準化座

標系找相應標準化之後的兩點 P’,Q’，把ܲ′ܳ′ശሬሬሬሬሬሬԦ當作標準化坐標系對應的測試直線。  

此時若要操作 P,Q 來計算 s， s，然後找出兩者的關係，勢必相當複雜，就算我們用

斜截式 y =αx +β，要轉成標準化坐標系的直線，再計算 s, s，也很麻煩，這可能是課

本不想去著墨的原因，但是：  

由 (甲 )的推導，我們知道原始坐標系的迴歸線必定通過座標平均點O′ሺߤ,  ሻߤ

由 (乙 )的推導，我們知道標準化坐標系的迴歸線必定通過座標原點 O(0,0) 

因此我們要在兩種座標系找相應的兩條測試直線：已知 O(0,0)對應O′ሺߤ, ሻ，只要在ߤ

標準化座標系找一個點 ST 可以改變測試直線斜率，在原始座標系也會產生相應的一點

OT，這樣就簡單多了。  

連接原點 O(0,0)與 ST 的直線就是標準化坐標系的測試直線 (下圖桃紅色的線 ) 

連接平均點O′ሺߤ, ሻ與ߤ OT 的直線就是原始坐標系的測試直線 (下圖藍色的線 ) 

 

上圖中藍色 A,B,C,D 是原始坐標系的 4 個點，紅色 A’,B’,C’,D’是經標準化的 4 點。  

桃紅色直線是標準化坐標系的測試直線，它通過原點 O(0,0)，令紅點 ST(1,m)是可以

上下移動來改變桃紅色直線斜率 m 的點。當移動 ST 點，測試直線變動了，紅色正方形的

面積和 s也會跟著變動。  

藍色直線是原始坐標系相應於桃紅線的測試直線，它通過平均點O′ሺߤ, ሻ，令藍點ߤ OT

是相應 ST(1,m)的點，將 OT 點標準化之後的點就是點 ST(1,m)，所以 ST 移動 OT 也會跟
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著動，但是我們這裡的設計，無法直接移動 OT 點。  

當移動 ST 點，OT 點跟著移動，藍色測試直線跟著動，原始坐標系的藍色正方形的

面積和 s，也就跟著產生變化。  

因為把 OT(x,y)點經由標準化而得到 ST(1,m)，
( )

1 X

X

x 



 ，
( )Y

Y

y
m







 

故 xൌ ߤ  ，yߪ ൌ ߤ ݉ߪ，即 OT(	ߤ  ߤ	,ߪ   (ߪ݉

由標準化坐標系的殘差平方和：  

 s = 2

1

( )
n

i i
i

mx y


  =∑ ሺ݉
௫ିఓ
ఙ

െ
௬ିఓೊ
ఙೊ

ሻଶ
ୀଵ  

藍色的原始座標測試直線的斜率，就是 OT 與 O’	 連線的斜率
ఓೊାఙೊିఓೊ
ఓାఙିఓ

ൌ ݉
ఙೊ
ఙ

  

故藍色的原始座標測試直線的點斜式是y ൌ ݉
ఙೊ
ఙ
ሺݔ െ ሻߤ   ߤ

則原始坐標系的殘差平方和：  

sൌ ∑ ሾ݉
ఙೊ
ఙ
ሺݔ െ ሻߤ  ߤ െ ሿଶݕ


ୀଵ ൌ ଶߪ ∑ ሾ݉

௫ିఓ
ఙ

െ
௬ିఓೊ
ఙೊ

ሿଶ
ୀଵ ଶߪ =  ∙  ᇱݏ

 

在上圖中，左下角有一排紫色的文字：  

重要關係式 1.94885×2.96855×2.96855=17.17386 

ᇱݏ ൌ ߪ，1.94885 ൌ 2.96855是常數，s ൌ 17.17386 

當點 ST 在移動的時候，s 與ݏᇱ'跟著在變動，但是恆保持s ൌ 2ܻߪ	 ∙ 的關係' ′ݏ  

GGB 的計算功能隨時可以幫我們呈現這個重要關係式  
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因此，紅色正方形面積和=
2

1

( )Y
藍色正方形面積和，即 s =

2

1

( )Y
 s 

一旦 n 個點確定時，
2( )Y  變成是常數，因此 s與 s 同增同減  

因此標準坐標系的迴歸線 y rx   使得 s有最小平方和
2(1 )n r 時，  

原始坐標系的迴歸線 ( ) ( )Y
Y X

X

y r x
 


   的 s 也有最小平方和
2 2(1 )( )Yn r   

因為最小平方法我們要估算的只是 y 座標的殘差平方和，平移ሺݕ െ ሻ不影響正方形ߤ

面積和，但是 y 座標伸縮  
ଵ

ఙೊ
 則會影響，會使得正方形面積和變成原來的

2

1

( )Y
。  

 
 

今將結論敘述如下：  

迴歸直線  

對兩組並列數據 (xi, yi), i = 1, 2, …, n, 

算術平均數分別為 X , Y ，標準差分別為 X , Y ,  

標準化後的並列數據為 ( , )i ix y  ，其中 ,i X i Y
i i

X Y

x y
x y

 
 
    ，則  

(1) 標準坐標系 y  對 x  的迴歸直線為 y r x  ，  

其中
1

1 n

i i
i

r x y
n 

   為標準坐標系與原始坐標系的相關係數。  

(2) 原始坐標系 y 對 x 的迴歸直線為 ( ) ( )Y
Y X

X

y r x
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例題：以草莓農場的 A(1,1),B(2,2),C(3,6)為例，左邊是原始資料散佈圖，右邊是標準化資

料的散佈圖，左圖的直線是原始資料坐標系的測試直線，右圖的直線是標準化資料

坐標系的測試直線。  

   

（s 為左圖中紅色正方形面積和， s為右圖中紫色正方形面積和）  

 

2X  ， 3Y  ，
2

3X  ，
14

3Y  ， ( )( )i x i yx y   =5，  

相關係數
( )( ) 5

2 7
i x i y

x y

x y
r

n

 
 

 
 

，  

標準坐標系的迴歸線為ݕᇱ ൌ
ହ

ଶ√
 ᇱݔ

原始坐標系迴歸直線斜率
y

x

r


 =

5

2
，  

故原始資料坐標系的迴歸直線為
5

( 3) ( 2)
2

y x   ，  

最小殘差平方和為 n(1 െ ଶߪଶሻݎ ൌ 3ሺ1 െ
ଶହ

ଶ଼
ሻሺ
ଵସ

ଷ
ሻ ൌ

ଷ

ଶ
 

在高一的學習階段，這是比較簡單而讓學生可以掌握的算法。  
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參、結語  

普遍將計算機應用在課程教學，是新

課綱的重要精神之一，我們用點教學的心

思與資訊科技的技術，一個教學元件能夠

把數學的證明視覺化，不但讓學生知道如

何證明最小平方法，而且還讓學生能感覺

到兩種相應的計算結果，連貫了 97 課綱與

102 課綱對最小平方法兩種不同的證明模

式，也解開學生對兩種證明方法的迷惑，

這是讓我們高中數學老師，能獲得的一點

鼓勵，也是數學素養教學的一種表現。  
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