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平面凸七邊形內臨近周邊兩相鄰交叉對角線 
長度乘積方程式 

李輝濱 
 

壹、前言  

自探索推證出平面凸四邉形、五邉形、六邉形等圖形內臨近周邊兩相鄰交叉對角線長

度乘積方程式後，作者實際詳細逐一觀察並對照比較這些方程式型態內容裡的各項組合結

構，隱約發現此三個圖形裡毎一方程式的獨自組合關係式都呈現出各對應多邉形餘弦公式

型態的微妙契合！  

為了要確定如此的歸納思考是否真能有效地推理出類似的餘弦公式，於是進行規劃作

圖深入鑽研；試看下圖 a.的一平面凸四邉形，透過幾何作圖法在此圖形邉長 41 AA 內部作  

一個三角形 TAA 41 ，使得 TAA 41 342 AAA (互為相似形 ) 且 23414 AAATAA  。並

繼續連接 T 與 3A 兩點，使形成線段 3TA ，再連接對角線長 31 AA ，得一新的 31ATA 如圖

b.。這新 31ATA 的兩邉長 1TA 與 3TA 的長度恰能分別由原凸四邉形的四個邉長以比例關係

式構成，而此 31ATA 的三邉長與內角所形成的餘弦公式也恰能推導出凸四邉形的兩交叉  

對角線長度乘積方程式！像這樣能將四邉形的各邉長以幾何作圖法縮減成一新三角形的  

概 念 肯 定 是 一 項 指 標 思 維 的 創 新 ！ 根 據 這 預 想 的 觀 念 及 規 劃 初 以 選 定 平 面 凸 五 邉 形  

54321 AAAAA 其兩相鄰交叉對角線長度乘積公式的構圖軌跡概念，以其圖形最前緣四個頂

點所形成的四邊形 4321 AAAA 為基底先作出一個如上述的輔助三角形，再將五邉形最後兩

個 邉 長 所 屬 的 三 角 形 依 循 著 相 似 形 型 式 另 作 一 相 似 圖 形 並 使 其 附 著 於 輔 助 三 角 形 的 1TA  
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對應邉上，如此即構作出一輔助四邉形，這新造輔助四邉形的所有邉長與內角所形成的餘

弦公式就是提供輔助解題的重要關鍵，將此等特殊解題要領適度推廣至六邉形，以至於七

邉形等圖形結構，竟然皆能絕妙完整的求證出各圖形方程式來，而且這三個圖形的解題驗

證計劃都是遵循著完全一致的基礎理念。  

正弦定理僅能應用在圓內接多邉形圖形，而相對地餘弦定理及其推廣公式更能廣泛有

效地應用到所有平面多邉形圖形，其效能更為強大！下列正文基於大膽假設、小新求證意

念將詳盡敘述標題內容的理論推導思路歷程及解題分析的特定理念，以新穎獨自開發的策

略來完成方程式的論證！  

 

貳、本文  

在研 析 推 導 廣義 的 平 面 凸七 邊 形 內 臨近 周 邊 兩 相鄰 交 叉 對 角線 長 度 乘 積一 般 化方程

式之前，為了要完整且有條理地導證出應得的型態關係式，則必在下列撰文推理演繹的運

算過程中，需應用或對照到下述已知的幾個數學應用性質； 

 

一、數學應用性質─引理  

引理 1. 平面四邉形餘弦定理  : 在平面上給定一個凸四邊形 4321 AAAA ，如圖 1. 

 

              圖 1                                 圖 2 

 

令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 14 AA = 4V ， 

則此凸四邊形的面積型餘弦公式為  

  
2

4V =
2

1V +
2

2V + 2
3V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV + 2 1V  323 cos AAV   ·············· (1) 

因上列公式中各項的量綱都是邊長的平方，故稱為面積型餘弦公式。 

證明：幾何作圖；連接圖 1.的兩個頂點 1A 與 3A 形成一對角線 13 AA 。 

(1) 見下圖 3. 令 mAAA  431  ，對角線長 dAA 31  ，對 321 AAA 言，可得三角
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形餘弦定理；
2d =

2
1V +

2
2V －2 221 cos AVV ，又對 431 AAA 言，可得餘弦公式為 

2
4V =

2d + 2
3V －2 mdV cos3  2

4V =
2

1V +
2

2V + 2
3V －2 221 cos AVV －2 mdV cos3 ..(1-1) 

 

圖 3 

(2) 現在要證明方程式(1-1)的最末項中 md cos 在圖形上的幾何意義；見圖 4. 

 

圖 4 

(i) 延 長 線 段 43 AA ， 使 成 直 線 CAA 34 ， 通 過 頂 點 2A 作 一 直 線 DA2 平 行 直 線  

CAA 34  

(ii) 通過頂點 2A 作一直線 CA2 垂直於直線 CAA 34 ，使 C 點為垂足點 

(iii) 再通過頂點 1A 作一直線 BA1 垂直於直線 CAA 34 ，使 B 點、D 點為垂足點 

(iv) 由 直 角 BAA 31 性 質 知 md cos 的 值 恰 為 投 影 線 段 長 BA3 ， 同 理 2V 在 直 線 

CAA 34 上 的 投 影 線 段 長 為 CA3 ， 而 線 段 長 CA3 恰 等 於 )cos( 32 AV  =

32 cos AV  

(v) 1V 在 直 線 CAA 34 上 的 投 影 線 段 長 為 CBDA 2 線 段 ； 因 DA2 平 行 CB ， 令

kDAA  21 ，則頂角 3A 與 2A 的關係為 3A + ( 2A -k) =   3A + 2A = + k，而

線段長 DA2 恰等於 kV cos1 ，但由  321 cos AAV  =  kV cos1 = kV cos1 ，
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得線段長 DA2 = kV cos1 =  321 cos AAV  。 

(vi) 因此，由 BA3 + CA3 = CB = DA2 ，得 md cos = 32 cos AV  321 cos AAV   

(3) 最後將此 md cos 的值代入方程式(1-1)，即得證出方程式(1) 。 

 

事實上，方程式(1)不僅適用於圖 1.凸四邉形，也適用於如圖 2.的凹四邉形；只要仿

效上述構圖要領即可完整證明出平面凹四邉形餘弦定理為方程式(1)。 

 

引理 2. 平面五邉形餘弦定理：先參考下圖 5.的平面凹五邊形。 

              

          圖 5                                 圖 6 

任給一個平面凹五邊形 54321 AAAAA ，假設選取 4A 頂角為優角，優角意指其角度是大於

 但小於 2 ，令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 15 AA = 5V ， 則此

五邊形的面積型餘弦公式為  

  
2

5V =
2

1V +
2

2V + 2
3V +

2
4V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

      +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV  －2 )cos( 43241 AAAVV   ···· (2) 

證明：下圖 7. 連接兩頂點 1A 與 4A 形成對角線長 dAA 41 ，令 mAAA  541 ，  

(1) 圖 7.中的部份四邉形 4321 AAAA 言，由引理 1.有平面四邉形餘弦公式為 

2d =
2

1V +
2

2V + 2
3V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV +2 1V  323 cos AAV   

又對 541 AAA 言，可得三角形餘弦公式為 
2

5V =
2d +

2
4V －2 mdV cos4    
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   2
5V =

2
1V +

2
2V + 2

3V +
2

4V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV + 2 1V  323 cos AAV   

           －2 mdV cos4  ································································································ (2-1) 

 

圖 7 

(2) 仿效引理 1.的幾何作圖法，作出圖 8.，即延長線段 54 AA 使形成一直線 54 ACA ，

另作三綠色直線 EA3 、 BA2 與 DA1 相互平行且皆與直線 54 ACA 相垂直。使得 B、

D、 E 三點都是垂足點。再通過頂點 2A 作一直線 GA2 平行直線 54 ACA ，使 G 點

為垂足點。 

(3) 圖 8.中，由直角 DAA 41 性質知 md cos  的值恰為投影線段長 DA4 ，同理 3V

在直線 54 ACA 上的投影線段長為 EA4 ，恰等於 )cos( 43 AV = 43 cos AV 。 

 

圖 8 

(4) 2V 在 直 線 54 ACA 上 的 投 影 線 段 長 為 BE ， 恰 等 於 [ π ]=

)cos( 432 AAV   。 

(5) 1V 在 直 線 54 ACA 上 的 投 影 線 段 長 為 BD = GA2 線 段 長 ， 因 BD 平 行 GA2 ， 令
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tGAA  21 ，由圖 8.中知 x= 3A + ( )4 A  且 x+ (  )2 tA  ，則 2A + 3A + 4A  

= t2     4321 cos AAAV  =  tV 2cos1 = tV cos1 = GA2 = BD 。 

(6) 在直線 54 ACA 上，線段長 BD =線段長 DA4 + EA4 + BE ，故得 DA4 = BD － EA4

－ BE     md cos =  4321 cos AAAV  )cos( 432 AAV  + 43 cos AV 。 

(7) 將此 md cos 關係式直接代入方程式(2-1)中，即得證出方程式(2)。 

 

事實上，方程式(2)不僅適用於凹五邉形，也適用於凸五邉形；只要仿效上述引理 1.與

引理 2.構圖要領即可完整證明出平面凸五邉形餘弦定理為方程式(2) 。若換成選取頂角 3A

為優角如圖 6.，則同樣可推證得方程式(2) 。 

引理 3. 平 面 六 邉 形 餘 弦 定 理 ： 在 平 面 上 給 定 一 個 凸 六 邊 形 654321 AAAAAA ， 令 線 段 長 

21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 16 AA = 6V ，則此六

邊形的面積型餘弦公式為： 

2
6V =

2
1V +

2
2V + 2

3V +
2

4V + 2
5V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

－2 554 cos AVV +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV  +2 3V  545 cos AAV   

－2 )cos( 43241 AAAVV  －2 )cos( 54352 AAAVV  +2 )cos( 543251 AAAAVV   

 ·················································································································································· (3) 

證明：方程式(3)也適用於凹六邉形，以頂角 3A 為優角的凹六邉形來推證之；參見下圖 9. 

連接兩頂點 1A 與 5A 形成一對角線，使對角線長度 dAA 51 ， 

(1) 令 mAAA  651  ，對圖 9.中的部份凹五邉形 54321 AAAAA 言，有餘弦公式為 

2d =
2

1V +
2

2V + 2
3V +

2
4V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  
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    +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV  －2 )cos( 43241 AAAVV   

又對 651 AAA 言，可得三角形餘弦公式為  
2

6V =
2d + 2

5V －2 mdV cos5    

2
6V =

2
1V +

2
2V + 2

3V +
2

4V + 2
5V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV －2 443 cos AVV  

－2 mdV cos5 +2 1V  323 cos AAV  +2 2V  434 cos AAV  －2 )cos( 43241 AAAVV   

 ·················································································································································· (3-1) 

 

圖 9 

(2) 仿效引理 1.與 2.的幾何作圖法，作出圖 10.，其中四直線 HA2 、 GLA3 、 FA4 與

BACA 65 相互平行，另四綠色直線 CA4 、 DA3 、 GEA2 與 FBHA1 相互平行且皆

與直線 HA2 、 GLA3 、 FA4 與 BACA 65 相垂直。而 B 、 C 、 D 、 E 、 F 、 G 、

H 七點都是垂足點。故四邉形 CBFA4 、 DEGA3 、 EFHA2 皆為長方形。 

 
圖 10 
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(3) 對直角 BAA 51 言， md cos  的值恰為投影線段長 BA5 ，同理 4V 在直線 BACA 65

上的投影線段長為 CA5 ，恰等於 )cos( 54 AV  = 54 cos AV = CA5 。 

(4) 由 FA4 平行 BACA 65 ，令 xDAA  43 ，得 4A + 5A = x ，而 3V 在直線 FA4  

上的投影線段長為 DA4 ，恰等於 )cos(cos 5433 AAVxV  = DA4  。 

(5) 由 FA4 平 行 GLA3  ， 令  tGAA  32  ， 得  x + tA 3 =   ， 故 3A + 4A + 5A =

t2 ， 而 2V 在 直 線 GLA3 上 的 投 影 線 段 長 為 GA3 = DE ， 恰 等 於 tV cos2 =

)cos( 5432 AAAV  = GA3 = DE 。 

(6) 由 HA2 平行 GLA3 ，令 zHAA  21 ，得 z + tA 2 = ，故 z = 3  

( 2A 3A + 4A + 5A ) ，而邉長 1V 在直線 HA2 上的投影線段長為 HA2  。再由圖 10.

知 HA2 = EF = zV cos1 =  54321 cos AAAAV  。 

(7) 因四邉形 CBFA4 為長方形，得 CA5 + BA5 = CB = FA4 = DA4 + DE + EF ，故 

BA5 = md cos = DA4 + DE + EF CA5 = )cos( 543 AAV   

    + )cos( 5432 AAAV   54321 cos AAAAV  54 cos AV 。 

至此找到 md cos 的完整值。 

(8). 將此 md cos 的完整值直接代入方程式(3-1)中，即得證出方程式(3) 。  

 

方程式(3)不僅適用於凹六邉形，也適用於凸六邉形；只要仿效上述引理 1.與引理 2.

及引理 3.構圖要領即可完整證明出平面凸六邉形餘弦定理為方程式(3) 。凹六邉形有各樣

不同型態；如另有頂角 2A 是單一優角情形，頂角 4A 是單一優角情形， 2A 與 4A 同為優角
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情形(其餘頂角為劣角)，…等。只需仿效上述作圖要領，這所有型態的凹六邉形其具有的

餘弦定裡皆為方程式(3)。 

 

二、平面凸七邊形內臨近周邊兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式  

平面上給定一個凸七邊形 7654321 AAAAAAA ，令線段長 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 

43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 76 AA = 6V ， 17 AA = 7V ，對角線長 131 dAA  ， 

242 dAA  ，見下圖 11. 的平面凸七邉形；此凸七邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉 

 

圖 11 

對角線長度乘積一般化方程式為：下述方程式(4)； 

2
2

2
1 dd =

2
31 )( VV +

2
42 )( VV +

2
52 )( VV +

2
62 )( VV +

2
72 )( VV －2 21VV 43VV )cos( 42 AA   

       －2
2

2V 54VV 5cos A －2
2

2V 65VV 6cos A －2
2

2V 76VV 7cos A  + 

       2 21VV 53VV  542cos AAA   + 2 64
2

2 VVV  65cos AA   + 

       2 75
2

2 VVV  76cos AA  －2 6321 VVVV )cos( 6542 AAAA  － 

  2 74
2

2 VVV )cos( 765 AAA  +2 7321 VVVV )cos( 76542 AAAAA  ············· (4) 
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證明：連接兩頂點 1A 與 4A 形成對角線長 dAA 41 ，並依循前言指引的思考方向先將此七

邉 形 最 前 緣 四 個 頂 點 所 形 成 的 四 邊 形 4321 AAAA 為 基 底 作 出 一 個 如 前 言 所 述 的 輔 助

三角形 31 ATA ，如圖 12.，此處 TAA 41 342 AAA (互為相似形)。 

 
圖 12 

(1) 由 兩 相 似 三 角 形 對 應 邊 長 必 成 正 比 例 關 係 ， 得  34212 ::: VTAVTAdd    

可得 324 :: VdTAd  ，再由 241 AAA = 34 ATA  及兩對應邉長成正比例與其夾

角 相 等 的 相 似 形 性 質 ， 可 得 知 另 兩 相 似 形 關 係  34241 ATAAAA  ， 因 此 可 得 

214 AAA = 34TAA ，且有另ㄧ組正比例關係為 TAVVdTAd 31324 :::  。 

(2) 在上述 (1).的兩組正比例關係式中可求得輔助三角形 31 ATA 的兩個邉長；由  

34212 ::: VTAVTAdd      221 /)( ddVTA                     (4-1) 

及 TAVVdTAd 31324 :::       2313 /)( dVVTA                 (4-2) 

，而另外在頂點 T 處四周圍的角度關係可知； 31TAA = 41342 TAATAA   

 = 4322142 AAAAAA   = 2A (頂角)+ 341 AAA  

    31TAA  = 2A (頂角)+ 341 AAA  ······························································ (4-3) 

，此處對四邊形 4321 AAAA 言，其四個頂角總和為 2 ， 

(3) 接下 來要 將 七邉 形 (圖 12.)中另 外部 份五 邉形 76541 AAAAA 以相似 形結 構 黏附 在

31 ATA 的邉長 1TA 上；此需藉由下列幾何作圖法來完成輔助相似形的製作； 
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(i) 連接圖 12.中的對角線 74 AA 及 64 AA ，將五邉形分割成三個三角形如下圖 13. 

 

圖 13 

 

(ii) 作相似形應自三角形做起，此處先從 417 AAA 開始；見圖 13.，對 31 ATA 的一

邊長 1TA 自頂點 1A 向外側作一射線 BA1 ，使 BTA1 = 714 AAA ，又在頂點 T 處

對圖形外側作另一射線 TB，使 7411 AAATBA  ，此兩射線交在 B 點；見圖

14.則  BTA1 471 AAA (互 為 相 似 形 ) 且  1741 AAATBA  。 由 對 應 邉 長

成正比例關係得 

74171 ::: AABTdTAVBA     dTAVBA /)( 171   ··························· (4-1a) 

再將(4-1)式的邉長 1TA 代入(4-1a)式，即得   2271 /)( dVVBA   ··············· (4-4) 

 

圖 14 
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(iii) 同理，在圖 14.裡自線段 TB外側再作出第二個三角形 TCB ；見下圖 15.；自

頂點 B 向外側作一射線 BC，使 TBC = 674 AAA ，又在頂點 T 處對圖形外側

作另一射線 TC ，使 647 AAABTC  ，此兩射線交在 C 點；則可得 TCB
與 764 AAA 兩者呈相似形，且 764 AAATCB  。再由對應邉長成正比例關 

 
圖 15 

係得 46476 ::: AACTAABTVBC   ，又因為 dTAAABT :: 147  ， 

故聯立得出； 46476 ::: AACTAABTVBC  = dTA :1  ··························· (4-1b) 

對(4-1b)作運算得出   dTAVBC /)( 16   ················································· (4-1c) 

再將(4-1)式的邉長 1TA 代入(4-1c)式，即得出； 226 /)( dVVBC  ············ (4-5) 

(iv) 繼續仿效 (iii).的作圖分析過程，在圖 15.裡自線段 TC 外側再作出第三個三角

形 TCD ；見下圖 16.；自頂點 C 向外側作一射線 CD，使 TCD = 564 AAA ， 

                       
圖 16 
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又在頂點 T 處對圖形外側作另一射線 TD，使 546 AAACTD  ，而此兩射

線相交在 D點；則得 TCD 564 AAA (互為相似形)。且 654 AAATDC  。

再由對應邉長成正比例關係得  4645 ::: AACTVDTVCD   ，又由(4-1b)

式，得 4645 ::: AACTVDTVCD  = dTAAABT :: 147   ，故演算後分別

得出；邉長 CD的長度值為； dTAVCD /)( 15   ········································· (4-1d) 

邉長 DT 的長度值為； dTAVDT /)( 14   ····················································· (4-1e) 

再將(4-1)式的邉長 1TA 代入(4-1d)式，即得出； 225 /)( dVVCD   ············· (4-6) 

又將(4-1)式的邉長 1TA 代入(4-1e)式，即得出； 224 /)( dVVDT   ············· (4-7) 

(4) 由 步 驟 (3). 推 導 出 的 所 有 比 例 關 係 式 可 聯 結 成 下 列 各 對 應 邉 長 成 正 比 例 式 ；  

 dTAVBA :: 171 6:VBC 45 :: VDTVCD   ，則平面五邉形 BCDTA1 必與

另一個平面五邉形 56714 AAAAA 兩者呈相似形關係，見上圖 16. 。可看到平面五

邉形 BCDTA1 相似形結構確實黏附在 31 ATA 的邉長 1TA 外側上。 

   到這裡，相似五邉形 BCDTA1 的四個邉長 BA1 、 BC、 CD、 DT 都尋獲了。它 

們的數值確實分別由原凸七邉形的邉長以比例式關係構成！ 

(5) 經由以上幾何作圖推證，已成功地將原凸七邉形的七個邉長以比例式關係縮減成

圖 16.中的平面凹六邊形 TDCBAA 31 裡六個邉長的新構圖！ 這新構的凹六邊形

有一個頂角 TDA3 為單一優角，由圖 16.知這優角的值為； 

優角 TDA3 = 13TAA + TDA1 ，而(4-3)式； 31TAA  = 2A (頂角)+ 341 AAA ，

再由五邉形 BCDTA1 與五邉形 56714 AAAAA 的相似關係，得 TDA1 = 541 AAA ，

故 優角 TDA3 = 2A (頂角)+ 341 AAA + 541 AAA  = 2A (頂角)+ 4A (頂角)。 

(6) 另外由五邉形相似形性質知；兩個五邉形的各對應角必完全相等，所以得下列關

係； 頂角 5A =頂角 D，頂角 6A =頂角 C ，頂角 7A =頂角 B ， 

(7) 再參考新構的圖 16. 如下；新構的平面凹六邊形 TDCBAA 31 裡，各邉長與所需的

各頂角都推求到了，應用引理 3.平面凹六邊形的餘弦定理方程式(3)，可完整敘
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述出新構的平面凹六邊形 TDCBAA 31 所屬的餘弦定理公式，得 

 

圖 16 

2

31 AA =
2

3TA +
2

TD +
2

DC +
2

CB +
2

1BA － 2 )cos( 33 TDATDTA  － 2 DDCTD cos

－2 CCBDC cos －2 BBACB cos1 +2 DCTA 3  DTDA  3cos + 

2 CBTD   CD cos +2 1BADC   BC cos －2 )cos( 33 CDTDACBTA  － 

2 )cos(1 BCDBATD  +2 )cos( 313 BCDTDABATA   ····························· (3-2) 

現在將凹六邊形各邉長的比例數值及各角角度值代入方程式(3-2)，得下式； 

2
1d =

2
231 ]/)[( dVV +

2
224 ]/)[( dVV +

2
225 ]/)[( dVV +

2
226 ]/)[( dVV +

2
227 ]/)[( dVV   

－2 ]/)[( 231 dVV ]/)[( 224 dVV )cos( 42 AA  －2 ]/)[( 224 dVV ]/)[( 225 dVV 5cos A  

－2 ]/)[( 225 dVV ]/)[( 226 dVV 6cos A －2 ]/)[( 226 dVV ]/)[( 227 dVV 7cos A  + 

2 ]/)[( 231 dVV ]/)[( 225 dVV  542cos AAA   + 2 ]/)[( 2
2

2
264 dVVV  65cos AA   + 

2 ]/)[( 2
2

2
275 dVVV  76cos AA  －2 ]/)[( 2

23216 dVVVV )cos( 6542 AAAA  － 

2 ]/)[( 2
2

2
274 dVVV )cos( 765 AAA  + 

2 ]/)[( 2
23217 dVVVV )cos( 76542 AAAAA             
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將上式運算展開後，在等號兩側同乘以 
2

2d ，再化簡，整裡，最後得下式； 

2
2

2
1 dd =

2
31 )( VV +

2
42 )( VV +

2
52 )( VV +

2
62 )( VV +

2
72 )( VV －2 21VV 43VV )cos( 42 AA   

       －2
2

2V 54VV 5cos A －2
2

2V 65VV 6cos A －2
2

2V 76VV 7cos A  + 

       2 21VV 53VV  542cos AAA   + 2 64
2

2 VVV  65cos AA   + 

       2 75
2

2 VVV  76cos AA  －2 6321 VVVV )cos( 6542 AAAA  － 

  2 74
2

2 VVV )cos( 765 AAA  +2 7321 VVVV )cos( 76542 AAAAA  ············· (4) 

方程式(4)即為得證出的平面凸七邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長度 乘 積一

般化方程式。此方程式真的由應用平面六邊形的餘弦公式推證而來。 

 

三、檢驗  

方程式(4)的結構型態中毎一項式內涵裡表徵的邉長與頂角排列型式都呈現出秩序、

規律、條理。縱然如此，仍須透過下列詳盡的檢驗以強化其正確性。 

1. 若令 07 V ，使頂點 7A 趨近於頂點 1A ，頂角 7A = 0 ，則平面凸七邊形退化成平

面凸六邊形，方程式(4)隨即縮減退化成下式； 

2
2

2
1 dd =

2
31 )( VV +

2
42 )( VV +

2
52 )( VV +

2
62 )( VV －2 21VV 43VV )cos( 42 AA   

   －2
2

2V 54VV 5cos A －2
2

2V 65VV 6cos A  +2 21VV 53VV  542cos AAA   

   + 2 64
2

2 VVV  65cos AA  －2 6321 VVVV )cos( 6542 AAAA   ········ (5) 

 

方程式(5)最末一項的角度組合有四個頂角相加，再做一個轉換，使其變換成凸六

邊 形 的 另 外 兩 頂 角 ， 由  6542 AAAA  = 314 AA   ， 代 入 (5)式 中 ， 得
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2
2

2
1 dd =

2
31 )( VV +

2
42 )( VV +

2
52 )( VV +

2
62 )( VV －2 21VV 43VV )cos( 42 AA   

       －2
2

2V 54VV 5cos A －2
2

2V 65VV 6cos A  +2 21VV 53VV  542cos AAA   

       + 2 64
2

2 VVV  65cos AA  －2 6321 VVVV )cos( 31 AA   ··························· (6) 

方程式(6)就是正確的平面凸六邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長度乘積一

般化方程式。此方程式也能仿效上述七邉形的幾何作圖要領直接證明出來。 

2. 若令 067 VV ，使頂點 7A 與 6A 皆趨近於頂點 1A ，頂角 67 AA  = 0 ，則平面

凸七邊形退化成平面凸五邊形，方程式(4)立即縮減退化成下式； 

2
2

2
1 dd =

2
31 )( VV +

2
42 )( VV +

2
52 )( VV －2 21VV 43VV )cos( 42 AA   

      －2
2

2V 54VV 5cos A  +2 21VV 53VV  542cos AAA   ····························· (7) 

同理，將方程式(7)最末一項的角度組合做一個轉換，使其變換成凸五邊形的另外

兩頂角，由 542 AAA  = 313 AA   ，代入(7)式中，再化簡得下式； 

2
2

2
1 dd =

2
31 )( VV +

2
42 )( VV +

2
52 )( VV －2 21VV 43VV )cos( 42 AA   

       －2
2

2V 54VV 5cos A  －2 21VV 53VV  31cos AA   ··································· (8) 

方程式(8)就是正確的平面凸五邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長度乘積一

般化方程式。此方程式也能仿效上述七邉形的幾何作圖要領直接證明出來。 

3. 若令  0567  VVV ，使頂點 7A 與 6A 、 5A 皆趨近於頂點 1A ，則此平面凸七邊

形必退化成平面凸四邊形，方程式(4)立即縮減退化成下式； 

2
2

2
1 dd =

2
31 )( VV +

2
42 )( VV －2 21VV 43VV )cos( 42 AA   ········································ (9) 

方程式(9)就是正確的平面凸四邊形內兩交叉對角線長度乘積一般化方程式。 

4. 若再令平面凸四邊形內接於一圓，由兩頂角 2A 與 4A 互補性質，得  
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        21dd = 31VV + 42VV  ······················································································· (10) 

方程式(10)就是著名圓內接四邊形的托勒密定理 (Ptolemy theorem)。 

5. 探究圓內接七邊形的情況：下圖 17.的圓內接七邊形；對角線長 dAA 41 ， 

 

圖 17 

 

(a) 對圖 17.中的圓內接四邊形 4321 AAAA 有托勒密定理關係式如下； 

dVVVdd 23121   ，現在將其完全平方，得下式； 

 dVVVdVVVdd 321
2

2
2

31
2

21 2)()()(   ························································· (11) 

(b) 應用引理 2. 對五邊形 76541 AAAAA 可得下列餘弦定理關係式； 

2d =
2

4V +
2

5V + 2
6V + 2

7V －2 554 cos AVV －2 665 cos AVV －2 776 cos AVV +  

2 4V  656 cos AAV  + 2 5V  767 cos AAV  －2 4V  7657 cos AAAV   ··· (12) 

(c) 另外五邊形 76541 AAAAA 也有邉長與頂角角度關係式如下；見下圖 18.， 

令 角度  417 AAAm  ，角度  541 AAAk  ，對五邊形 76541 AAAAA 言可得； 

d = kV cos4 + )](cos[ 55 AkV   + )]()(cos[ 656 AAkV   + mV cos7  

  = kV cos4 )cos( 55 AkV  + )cos( 656 AAkV  + mV cos7  

由圖 18. 知，角度  

  31314121417 )( AAAAAAAAAAAm  ， 同 理 ， 角 度  

541 AAAk  =  42 AA  ，現將此兩角度代入 d 的等式中，得； 

d = )cos( 424 AAV  + )cos( 5425 AAAV  )cos( 65426 AAAAV   

   )cos( 317 AAV  ······························································································ (13) 
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圖 18 

(d) 將 (12)式的
2d 及  (13)式的 d 一起同步代入 (11)式中，運算並移項整理成； 

    
2

2
2

1 dd =
2

31 )( VV +
2

42 )( VV +
2

52 )( VV +
2

62 )( VV +
2

72 )( VV －2
2

2V 54VV 5cos A － 

      2
2

2V 65VV 6cos A －2
2

2V 76VV 7cos A + 2 64
2

2 VVV  65cos AA   + 

      2 75
2

2 VVV  76cos AA  －2 74
2

2 VVV )cos( 765 AAA   

      －2 21VV 43VV )cos( 42 AA  +2 21VV 53VV  542cos AAA   

      －2 6321 VVVV )cos( 6542 AAAA  －2 7321 VVVV )cos( 31 AA   ··· (14) 

方程式(14)式的最末一項頂角組合 31 AA  轉換成  

)(5 76542 AAAAA   

代入 (14)式中，經運算，再化簡，整理，最後得下式 (15)式； 

2
2

2
1 dd =

2
31 )( VV +

2
42 )( VV +

2
52 )( VV +

2
62 )( VV +

2
72 )( VV －2

2
2V 54VV 5cos A － 

      2
2

2V 65VV 6cos A －2
2

2V 76VV 7cos A + 2 64
2

2 VVV  65cos AA  + 

      2 75
2

2 VVV  76cos AA  －2 74
2

2 VVV )cos( 765 AAA   

      －2 21VV 43VV )cos( 42 AA  +2 21VV 53VV  542cos AAA   

－ 2 6321 VVVV )cos( 6542 AAAA  +2 7321 VVVV )cos( 76542 AAAAA  ..(15) 

 

得證出方程式 (14)式與 (15)式都是圓內接七邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長度

乘積一般化方程式。  
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因為圓內接七邊形的部份內角組合無特定關係值，方程式 (14)式與 (15)式也必是平面

凸七邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式。對照比較方程式(4)式

與(15)式的各項型態結構皆完全相同！因此，無論是圓內接七邊形或平面凸七邊形內臨近

周邊的兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式都是上述的方程式 (4)式與 (14)式、(15)

式的等價形式。至此，檢驗過程同時也實際依各不同面向考量來察驗出這些公式的正確性，

並強化了上述(含本文內容)這所有公式獲得證明的理論基礎！ 

 

參、結論  

1. 最後，由全文敘述推理引證過程中明顯地發覺到；自圓內接七邊形的情況作研析

而導證出的臨近周邊兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式是比較容易的，也

因 此 先 以比 對 這 方 程式 的 各 項 結構 與 七 邉 形餘 弦 定 理 公式 兩 者 間 的各 項 對 應 位

置關係，並配合四邊形幾何相似形作圖法，混成思考，步步演繹試算才彙整歸納

出本文研發的創新方針。  

2. 圖 16. 中縮減的新構六邊形是個凹六邊形，若要求作出一新構的凸六邊形也 可

達成；只須將圖 11.的七邉形變身一下，變身成下圖 19.，即可仿效前述中的幾何

相似形作圖法製作出圖 20. 的新構平面凸六邊形 TDCBAA 31  。再根據正文二的  

 

推理敘述過程，仿效其導證步驟要領，即可將此平面凸六邊形 TDCBAA 31 依循它

的餘弦定理公式再加以推演運算就能獲得完全相同的方程式 (4)式。 

3. 輔 助 相 似形 幾 何 作 圖法 的 效 應 與多 邉 形 餘 弦定 理 的 功 能在 平 面 幾 何學 上 的 直 接

或間接應用都非常廣泛、強大！將一個七邉形以相似形幾何作圖法縮減成一個小

的新構六邉形使其落在原七邉形內部，且共享兩頂點 1A 與 3A 。新構六邉形的五

個邉長恰好為原七邉形七個邉長以適當有序的比例關係式構成。像這樣精準的美

好搭配，真值得推廣應用到其他思維領域上。 

4. 檢驗終了時，可以完全意識到這平面凸七邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長

圖 19 圖 20 
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度乘積一般化方程式 (4)式與 (14)式已經完美統一了平面凸六邉形、平面凸五邉

形、平面凸四邉形與托勒密定理等同質性的兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方

程式！使這些公式都成為平面凸七邊形方程式的特例！ 
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