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對線性碰撞在接觸過程中的動能分析 

黃光照  
臺北市立第一女子高級中學  

壹、前言  

在教高中物理二下第 9 章碰撞時，對於一維空間碰撞中，學生僅學到碰撞前後兩物體

的速度變化及能量變化量，但是對於在碰撞過程中，究竟兩物體的速度與能量是如何變化

到碰撞後的情況，卻一無所知，總覺得無法一窺全貌而有遺珠之憾。正是因為如此，本文

擬先從提升現行高中教材的內容『僅考慮碰撞前後的速度與能量變化』之深度開始，然後

更進一步推導在彈性碰撞與完全非彈性碰撞過程中，兩物體的速度、能量是如何隨時間變

化，供作老師在教學上的參考。  

 

貳、二體碰撞前後的速度與能量變化  

 

一、  為了清楚地分析兩物體在碰撞過程物理量的變化，先對碰撞作簡單的

分類： 

 
或  

分析  
種類  

碰撞力  能量  恢復係數 e 

彈性碰撞  保守力  沒有力學能損失 e = 1 

非彈性碰撞  非保守力  有力學能損失  0  e < 1 

註明  
1. 恢復係數 2 1

1 2

u u
e

u u

 
 


遠離速率

接近速率
 

2.    e = 0  表完全非彈性碰撞  

碰撞前後瞬間總動能守恆  

碰撞中總動能不守恆  彈性碰撞  

碰撞前、中、後  

總動能皆不守恆  

碰撞  

一維彈性碰撞  

非彈性碰撞  

二維彈性碰撞  

撞後兩物合為一體  

完全非彈性碰撞 (特例 ) 



對線性碰撞在接觸過程中的動能分析 

- 11 - 

二、  理論推導 

 
圖 1、一維空間的碰撞  

 

如圖 1 所示，碰撞前質量、速度各為 m1、 1u 和 m2、 2u  且  1u > 2u  的兩物體，在一

光滑平面上發生一維空間的碰撞，碰撞後速度變為 1u 、 2u 。設恢復係數為 e，假設在碰

撞過程中，系統不受外力作用，由恢復係數的定義和動量守恆得  

2 1 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( )u u e u u

m u m u m u m u

    


   
 ........................................................... (1) 

解得  

1 2 2
1 1 2 1

1 2 1 2

2 1 1
2 2 1 2

1 2 1 2

( ) (1 )
(1 )

( ) (1 )
(1 )

c

c

m em e m
u u u e v eu

m m m m

m em e m
u u u e v eu

m m m m

         
        
  

 .......................... (2) 

 

其中  

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2+ +c

m u m u m u m u
v

m m m m

  
  = 定值，為質心速度。  

 
 

若為彈性碰撞即 e =1， (2)式可進一步化簡成  

1 2 2
1 1 2 1

1 2 1 2

2 1 1
2 2 1 2

1 2 1 2

( ) 2
2

( ) 2
2

c

c

m m m
u u u v u

m m m m

m m m
u u u v u

m m m m

       
      
  

 ...................................... (3) 

 
 

若為完全非彈性碰撞即  e = 0， (2)式可進一步化簡成  

 

u1 

 

u2 
m1 m2 

碰撞前  

 

u1 

 

u2 
m1 m2 

碰撞後  
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1 2
1 1 2

1 2 1 2

2 1
2 2 1

1 2 1 2

c

c

m m
u u u v

m m m m

m m
u u u v

m m m m

      

    
  

 .................................................. (4) 

得    1 2 cu u v   。  

 

設某瞬間兩物體的速度為 1v 、 2v ，相對於質心的速度各為 1 1c cv v v  和 2 2c cv v v  ，

則二物體總動能 tK 為  

   2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2t c c c cK m v m v m v v m v v       

      2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1 1 1

2 2 2c c c c c cm v m v m m v m v m v v       
 

 .......... (5) 

 

(5)式等號右邊第一項可定義為系統的內動能 inK ，即
2 2

1 1 2 2

1 1

2 2c cin m v mK v  ，表示在

質心處所觀察到的系統動能。由於二物體相對於質心的速度  

1 1 2 2 2
1 1 1 1 2 12

1 2 1 2 1

+
( )c c

m v m v m
v v v v v v v

m m m m m


      

 
 

1 1 2 2 1
2 2 2 1 2 12

1 2 1 2 2

+
( )c c

m v m v m
v v v v v v v

m m m m m

 
       

 
 

 

其中 12 1 2v v v  ，
1 2

1 2

mm

m m



稱為縮減質量 (reduced mass)，故系統的內動能 inK 可進

一步化簡為  

2 2

2 2 2
1 1 2 2 1 12 2 12 12

1 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2cin cm v m v m vK m v v
m m

    
         

   
 

 

(5)式等號右邊第二項很明顯的是系統的質心動能 cmK 。至於等號右邊第三項將消失，

因為：  

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0c c c c cm v m v m v v m v v m v m v m m v           
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表示由質心看系統的動量和恆為零。因此，  

  2
1 1 21
2
22

1 1

2 2t in c cmK K K mK K v m v      .......................... (6) 

 

接著計算碰撞前後總動能的變化量 tK 。將 (1)式 2 1 1 2( )u u e u u    寫成  

21 12u eu  ，因系統不受外力作用，故 cm cmK K  。  

2 2 2 2
21 12 12

1 1 1
( 1)

2 2 2t cm cmK Ku u uK e               
   

  ............... (7) 

 

從 (7)式知，當 e = 0，

1

2tK   2
12u 即完全非彈性碰撞時損失的動能最大，損失的

動能為碰撞前系統的內動能。  

 

 

參、彈性碰撞下碰撞過程中的速度與能量變化  

 

圖 2、一維彈性碰撞  
 

 

一、兩物體速度 1 ( )v t 和 2 ( )v t 的推導 

如圖 2 所示，設有質量為 m1 和 m2 的兩物體，其中物體 m2 繫有一彈力常數 k 的理想

輕質彈簧，在不受外力的作用下，兩者在光滑水平面上做一維的彈性碰撞。碰撞開始瞬間

即 t = 0 時，m1、m2 的初速各為 u1 和 u2 且 u1>u2。我們使用兩個坐標系 x1 和 x2 分別表示

m1、m2 的位置，並設開始碰撞瞬間兩物體的位置各為  x1 = 0 及  x2 = 0。在碰撞過程中，

設 m2 施予 m1 之力為彈力 f12，而 m1 施予 m2 之力為彈力 f21，且 f12 =  f21 = k (x1  x2)。
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今寫下兩物體的運動方程式如下：  

2
1 1

1 1 1 22

2
2 2

2 2 1 22

( )

( )

d x dv
m m k x x

dt dt

d x dv
m m k x x

dt dt


   


   

 ....................................................... (8) 

 

將兩方程式相加，得  

1 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) 0

dv dv
m m k x x k x x

dt dt
        ................................ (9) 

 

知 1 1 2 2( ) ( )=m v t m v t 定值 ，這表示系統在不受外力的作用下，系統的總動量守恆。

將 (8)式兩方程式相減，並引入相對位移 12 1 2x x x  ，得  

 

2
12

1 2 1 2 122
1 2

( ) )
d x k k k

x x x x x
dt m m

      


（  ................................ (10) 

 

解得  
12 0 0

12 12 1 2 0 0 0

( ) sin( )

( ) ( ) ( ) ( ) cos( )

x t A t

d
v t x t v t v t A t

dt

   



       

 ........................ (11) 

 

其中  0

k
 


 .......................................................................................... (12) 

 

代入初始條件： 12 ( 0) 0x t    和  12 1 2( 0)v t u u   ，得 0 0  及
1 2

0

u u
A





，

因此  

1 2
12 0

0

12 1 2 1 2 0

sin

( ) cos

u u
x t

v v v u u t

   
     

 ....................................................... (13) 
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因質心速度
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2
c

m v m v m u m u
v

m m m m

 
 

 
，進而解得 1( )v t 和 2 ( )v t 為  

1 2 0 2 0
1 1 2 0 1 0

1 2 1 2

1 0 2 1 0
2 1 2 0 2 0

1 2 1 2

cos (1 cos )
( ) (1 cos ) cos

(1 cos ) cos
( ) (1 cos ) cos

c

c

m m t m t
v t u u t v u t

m m m m

m t m m t
v t u u t v u t

m m m m

            
           
  

 ..... (14) 

 

 

二、系統的內動能 inK  與內位能 inU 之和為定值 

 

兩物體在彈力作用下的運動方程式為：  

1
1 12

2
2 21

12 21 1 2( )

dv
m f

dt
dv

m f
dt

f f k x x

 

 


    


 ................................................................. (15) 

 

因彈力為保守力，作功與路徑無關，對上式積分後，有  

2 2
1 1 1 1 1 1 12 1

2 2
2 2 2 2 2 2 21 2 12 2

1 1

2 2
1 1

2 2

b

b a b a a

b b

b a b a a a

K K m v m v f dx

K K m v m v f dx f dx

    

      




 

狀態

狀態

狀態 狀態

狀態 狀態

 ....... (16) 

 

兩式相加  

1 2 1 2 12 1 12 2 12 1 2( ) ( )
b b b

b b a a a a a
K K K K f dx f dx f d x x        

狀態 狀態 狀態

狀態 狀態 狀態
 

2
1 2 1 2 1 2

1
( ) ( ) ( )

2
b

a

b

a
k x x d x x k x x       狀態

狀態

狀態

狀態
 

2 2
1 2 1 2 , ,

1 1
( ) ( )

2 2a a b b in a in bk x x k x x U U       ................................ (17) 

此處  
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2
1 2

1
( - )

2inU k x x  

可視為二物體的相對位能或內位能。由式 (17)可有  

1 2 , 1 2 ,b b in b a a in aK K U K K U      常數  ..................................... (18) 

 

表示不論是在初狀態 a 或末狀態 b，二物體的總動能與內位能之和為定值。再整理後

可有  

1 1 2 2 , ,( ) ( ) ( ) 0b a b a in b in aK K K K U U       

或  

1 2 1 2( ) 0in inK K U K K U           

 

代表二物體的總動能與內位能之和的變化量為零。又因二物體的總動能 1 2K K 亦為

質心動能 cmK 與內動能 inK 之和，即  

1 2 cm inK K K K    

 

由於質心速度不變， 0cmK  ，結合以上二式，最後可得到  

( )in in inK U E     

 

此處 in in inE K U  為內部總力學能 (或總內能 )，而上式即代表總內能守恆不變。  

現舉例加以描述：若質量 m1 和 m2 的兩物體最初  

 

12 1 2( 0) ( 0) ( 0) 0x t x t x t      ， 1 1( 0)v t u  、 2 2( 0)v t u   且設某瞬間 t  時，

兩物體的速度為 1v 、 2v ，則   12 1 2 1 2 0( ) cosv v v u u t     及  

 

1 2
12 12 1 2 0 00 0

0

( )
( ) cos sin

t t u u
x v dt u u t dt t

       
    

因此，總內能 
2

1
ininin UKE  

2

0
0

212
021 sin

)(

2

1
cos)( 













 t
uu

ktuu  
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2

2 1 2
1 2 0 0

1 1 ( )
( ) cos sin

2 2 /

u u
u u t k t

k

 
      

 
 

2 2 2 2
1 2 0 1 2 0

1 1
( ) cos ( ) sin

2 2
u u t u u t         

2
1 2

1
( )

2
u u    定值  ........................................................... (19) 

 

 

三、碰撞時間和彈簧的最大壓縮量 

簡諧運動一週期的時間是經過四次振幅，而當碰撞開始到彈簧壓縮量達最大值是經一

個振幅，再由彈簧最大壓縮量到恢復原長，又經過另一個振幅，如此共歷經兩個振幅，故

所花的時間為週期的一半，整個碰撞過程歷時  

1 2

1 2

0 0

1 2
=

2 2c

m m
m mT

t
k k

  
      

 
 ............................ (20) 

 

這碰撞經歷的時間 ct 也可以從 12 ( )v t 求出，當碰撞結束時， 1( )v t 和 2( )v t 都不再變化，

亦即 12 ( )v t 不隨時間改變，得 12 ( ) 0
d

v t
dt

 ，由此得出  

 

 1 2 0 0 1 2 0
0

( )cos 0 ( )sin 0 , 1,2,3...
c

c ct t

d n
u u t u u t t n

dt 


         


 

 

因僅發生一次碰撞，所以取  n =1 代入，得  
0

ct





，和 (20)式的結果相同。  

 

再 來 由 於
2 2

1 2 1 2

1 1
( ) ( )

2 2in in in in in inE K U U K U u u v v            定值 ，

即當  1 2 cv v v  時， inU 達最大值，即  
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max 2
1 2

1
( )

2inU u u    ............................................................... (21) 

 

這 表 示 內 位 能 (或 彈 力 位 能 ) inU 的 最 大 值 為 碰 撞 前 系 統 的 內 動 能 。 茲 取 m1=1kg、

u1=2m/s； m2=1kg、u2=-0.5m/s 和 k=2 N/m 畫出系統的總動能 1 2tK K K  、質心動能 cmK 、

內動能 inK 、內位能 inU 和力學能 t inE K U  隨時間 t 變化的函數圖，如圖 3 所示。  

 

圖 3、碰撞期間，各種能量隨時間的變化圖形。 t = 0 表碰撞開始， t = tc 表碰撞結束。  

 

 

四、碰撞終了時，兩物體的速度  

因整個碰撞歷時
0

ct





，現在我們用 0 ct  ，代入 (14)式，得碰撞終了時，兩物體

的速度公式  

1 2 2
1 1 2 1

1 2 1 2

1 2 1
2 1 2 2

1 2 1 2

2
2

2
2

c

c

m m m
u u u v u

m m m m

m m m
u u u v u

m m m m

       
      
  

 ............................... (22) 

 

同 (3)式。  

由上述公式也可以知道  

t 

E

Kin

Kcm

Kt

U in

0 tc



對線性碰撞在接觸過程中的動能分析 

- 19 - 

1 1

2 2

( )

( )
c c

c c

u v u v

u v u v

    
     

 ............................................................... (23) 

 

上式的物理意義為：以質心速度  vc 運動的觀察者，會看到一維彈性碰撞後，個別物

體遠離質心的速度與碰撞前接近質心的速度量值相同但方向相反。此外，我們也可以得到   

2 1 1 2u u u u    ，其物理意義為：碰撞後兩物體彼此遠離的相對速度量值等於碰撞前兩物

體彼此接近的相對速度量值，也就是恢復係數
2 1

1 2

1
u u

e
u u

 
 


的碰撞是彈性碰撞。  

 

現在沿用圖 3 所採用的數據，可畫出 v1(t)和 v2(t)隨時間 t 變化的函數圖如下：  

 

圖 4、碰撞期間，兩物體速度 v1(t)和 v2(t)隨時間 t 的變化圖形。 t = 0 表碰撞開始， t = tc 
表碰撞結束。  

 

 

肆、完全非彈性碰撞下碰撞過程中的速度與能量變化  

 

圖 5、完全非彈性碰撞  

 

t
tc

v  

u1 

u2 

0 

v1(t) v2(t)

s+d  

s 

d 

m1 

u0 

m2 
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設有一顆質量為 m1 子彈以初速 u0，入射靜止於光滑地面質量為 m2 的木塊。當速度不

是很大時，兩者間的動摩擦力 f 可視為定值。整個碰撞過程可由底下兩者運動方程式  

1
1

2
2

dv
m f

dt
dv

m f
dt

  

 


 ........................................................................ (24) 

 

解得。由初始條件： 1 0( 0)v t u  ， 2( 0) 0v t    

1 0
1

2
2

( )

( )

f
v t u t

m

f
v t t

m

  

 


 .................................................................. (25) 

 

上式代表二物體作等加速度運動。假設經歷碰撞時間為 tc，此時兩者的速度相  

同，得  

1 2 0 0
0

1 2 1 2
c c c

f f m m u u
u t t t

m m m m f f


    


 ...........................  (26) 

 

將 (26)式代入 (25)式，得碰撞結束後兩者的速度  

1 0
1 2

1 2

( ) ( )c c c

m u
v t v t v

m m
  


 

 

又子彈深入木頭的深度 d 可求得如下：  

 

2 2 2 2
2 0 0 0

1 2 0 0 20 0
( )

2 2 2

c ct t

c c

f f u f u u
d v v dt u t dt u t t

f f f

  
  

 
         

 
   .... (27) 

 

因此能量減少  

2
20
0

1
( ) ( 0)

2 2 in

u
f s d fs fd f u t

f
K

             ，『  』表系統

的內動能減少，而減少的量為碰撞前系統的內動能，此為所有一維碰撞中，損失能量最多

的一種碰撞。兩者速度 v1(t)、v2(t)隨時間的變化如圖 6 所示。  
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圖 6、完全非彈性碰撞碰撞期間，兩物體速度 v1(t)和 v2(t)隨時間 t 的變化圖形。 t = 0 表

碰撞開始， t = tc 表碰撞結束。  

 

至於內動能 inK 如何隨時間減少，可求得如下：  

22 2
2 0
12 0

1 1 1
( )

2 2 2in

uf f
t v u t t

f
K

 
 

  
      

   
 ............. (28) 

 

將總動能 tK 、內動能 inK 和質心動能 cmK 對  t 作圖如圖 7 所示。  

 

 
圖 7、完全非彈性碰撞碰撞期間，Kt、Kcm 和 Kin 隨時間 t 的變化圖形。 t = 0 表碰撞開

始， t = tc 表碰撞結束。  

 

 

 

 

u0

tc0 
t

v  

vc

v1(t)

v2(t)

tc
t

Kcm  

0 

Kin  

Kt  
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伍、結論  

兩 物 體 在 做 一 維 空 間 的 碰 撞 時 ， 系 統 的 總 動 能 tK 可 拆 解 成 質 心 動 能 cmK 與 內 動 能

inK 之和，在碰撞期間若系統不受外力作用，則質心動能 cmK 恆保持不變。至於內動能 inK

會在碰撞過程中發生變化，它佔著舉足輕重的地位。若碰撞前後系統的內動能保持不變，

此碰撞稱為彈性碰撞；若碰撞後內動能減少，此碰撞稱為非彈性碰撞；若碰撞後內動能完

全消失，此碰撞是動能損失最多的，稱為完全非彈性碰撞。  
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