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平面凸六邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉 
對角線長度乘積一般化方程式 

李輝濱  
 

壹、前言  

圓內接多邊形圖形是平面凸多邊形的特例之一，而與圓內接多邊形相關的各類方程式

亦都是平面凸多邊形相對應方程式的特例！有趣的是；研究者可發現從特例方程式的結構

雛形中能夠發展出推廣的凸多邊形一般化方程式。也就是可以自圖形裡對應的邊長與內角

相關位置思索研判出一般化方程式的擴充形態。  

現在要來觀察、比較、探討如何將圓內接多邊形的各特例方程式形式推展到一般化圖

形方程式的思考情況，憑藉著這預期觀點，審慎規劃出下述思維運算路線，先從少數邊形

的四邊形、五邊形圖形逐步分析起；  

(一 ) 在下圖 1.平面凸四邊形領域裡有一個震古鑠今的著名定理；那就是圓內四邊形的 托

勒密定理 (Ptolemy theorem)。見下圖 2. 一個圓內接四邊形 4321 AAAA ，  

        
   圖 1                           圖 2 

 

令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 14 AA = 4V ，對角線長 131 dAA  ， 

242 dAA  ，則托勒密定理公式型式為    423121 VVVVdd  ·················· (1) 

現在要將此特例方程式 (1)推展成平面凸四邊形一般化方程式，由圓內接四邊形  

圖形特徵，先將方程式 (1)等號兩側完全平方，得下式； 
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4321
2

42
2

31
2

21 2)()()( VVVVVVVVdd  cos2)()( 4321
2

42
2

31 VVVVVVVV   

因 1cos   且圓內接四邊形的兩個對角互為補角關係，故得下式；  

  )cos(2)()()( 424321
2

42
2

31
2

21 AAVVVVVVVVdd   ······························ (2) 

方程式 (2)是從特例方程式 (1)推演而來；事實上，方程式 (2)就是托勒密定理的推廣，

也是圖 1.的平面凸四邊形兩對角線長度乘積一般化方程式！ 

 

(二 ) 再看下圖 3. 一個圓內接五邊形 54321 AAAAA ，令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 

43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 15 AA = 5V ，對角線 131 dAA   , 242 dAA  ， 414 dAA  ， 

 
圖 3 

 

(a) 觀察圖形中的圓內接四邊形 4321 AAAA  ，必存在有托勒密定理公式為   

         423121 dVVVdd   ······················································ (1-1) 

(b) 對 451 AAA 言，邊長線段 

4d = )2cos(4 V + )1cos(5 V   = )cos( 44 kAV  + )cos( 15 mAV  =  

)cos( 244  AAV + )cos( 315  AAV = - )cos( 244 AAV  - )cos( 315 AAV  ， 

將此 4d 代入 (1-1)式中，得  

        )cos()cos( 315242423121 AAVVAAVVVVdd   ················ (3) 

方程式 (3)即為圓內接五邊形的兩對角線長度乘積方程式！  

角度 1=∠A5A1A4 

角度 2=∠A5A4A1 

角度 m=∠A4A1A2 

角度 k=∠A1A4A3 
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又在 451 AAA 中， )2sin(4 V - 0)1sin(5 V ，再經過同樣的角度轉換，可得 

           0 = )sin( 244 AAV  - )sin( 315 AAV   ················································ (4) 

將 (4)式乘上 2V ，即得 0 = )sin( 2442 AAVV  )sin( 3152 AAVV   ··················· (5) 

 

(c)  由方程式 (3)的獨自平方再加上方程式 (5)的獨自平方，得 

    2
3152424231

2
21 )]cos()cos([)( AAVVAAVVVVdd  + 

            )sin([ 2442 AAVV  2
3152 )]sin( AAVV   

將上式展開再化簡，並變換角度，可得下式；   

     )cos(2)()()()( 424321
2

52
2

42
2

31
2

21 AAVVVVVVVVVVdd   

         554
2

2313215 cos2)cos(2 AVVVAAVVVV   ···································· (6) 

 

因為圓內接五邊形的任意兩內角的和並無特定關係值，所以推測這個方程式 (6)必 定

也是一般形平面凸五邊形的一般化方程式！亦即先有了方程式 (3)這個假設的特例雛型概

念，再思考尋求推廣理論的有效推證方法，進而論證出完整的結果來。而方程式 (6)也被完

美地 證明 出 是一 般形 平 面凸 五邊 形 兩相 鄰交 叉 對角 線長 度 乘積 的一 般 化方 程式 ！ 請參 考

比對下圖 4.的一般凸五邊形，可見到此五邊形的各邊長、各頂角及其與兩相鄰對角線長相

關位置皆依圖形結構很有秩序且具規律性特徵地出現在方程式 (6)裡的各對應項中。 

 

圖 4、一般形平面凸五邊形  

 

那麼，接下來的平面凸六邊形是否也具有此項同類性質，可將其特例方程式推展到令
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人期待的一般化方程式？答案是肯定的。就讓讀者來觀摩一下，品味、鑑賞仿照上述概念

而發展出本篇正文的演繹推理論證歷程！ 

 

貳、本文  

詳細比對平面凸四邊形的方程式 (2)與凸五邊形方程式 (6)，發現方程式 (6)的項數內容

完整的包含了方程式 (2)，方程式 (6)可由方程式 (2)間接推證而得。同理，平面凸六邊形的

方程式亦可由方程式 (6)間接導證出來。在導證之前，先要看看圓內接六邊形內臨近周邊

兩相鄰交叉對角線長度乘積公式的型態，再循此型態的軌跡脈絡來預測一般形平面凸六邊

形的方程式。而在下列撰文推理演繹的運算過程中，需應用或對照到下述已知的數個基本

數學性質； 

 

一、數學基本性質– 引理 

引理 1.平面凸多邊形的向量性質   

任給一個平面凸  n 邊形 nn AAAAAA 14321  ，令邊長 21 AA = 1V 的向量為


1V ，

32 AA = 2V 的向量為


2V  ,, 1AAn = nV 的向量為


nV  , 則此平面凸  n 邊形即為

此  n 個向量按順序箭頭接箭尾  相加而成的封閉凸  n 邊形。  

依向量加法性質知；  

n

m mV
1



0 = 0)sin()cos(
11








  jViV
n

m mm

n

m mm   

此處 m 為 mV 在直角坐標平面上的方位角。


i 為正 X 軸方向的單位向量，


j 為

正  Y 軸方向的單位向量 , 再由平面正交坐標系性質知；  

       0)cos(
1

 

n

m mmV    且 0)sin(
1

 

n

m mmV   

現在，將頂點 1A 置於直角坐標平面上的原點 O，如下圖 (5)，使 21 AA 邊完全重

疊並貼置於 X 軸，以使此 n 邊形完全落在第 1 及第 2 象限區域內 (含 X 軸 )，則  

       1V + 0])1cos[(
22

  

m

k k

n

m m AmV   ·············································· (7) 

且          0])1sin[(
22

  

m

k k

n

m m AmV   ··········································· (8) 
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圖 5、凸 n 邊形  

 

證明：由圖 5.知凸 n 邊形的內角依次為 1A , 2A , 3A ,, nA ，而 1V 的方位角 1 為零，

2V 的方位角 2 為  π − 2A  , 3V 的方位角 3 為  (π − 2A ) + (π − 3A ) ， 4V 的方位

角 4 為  (π − 2A ) +(π − 3A ) +(π − 4A ) ,  . . .  , nV 的方位角 n 為  (n−1)π −( 2A

+ 3A + 4A +· · · + nA ) 。 將 這 n 個 方 位 角 全 部 代 入 以 下 方 程 式 中 ：  

0)cos(
1

 

n

m mmV    且 0)sin(
1

 

n

m mmV       ，則  

0)cos(
1

 

n

m mmV   

= 1V + 2V cos(π − 2A )+ 3V cos(2π − 2A − 3A )++ nV cos[(n-1) π- 0]
2

 

n

k kA  

將上列等式改寫成下式 ; 

 得   1V + 0])1cos[(
22

  

m

k k

n

m m AmV  ··················································· (7) 

同理, 再得       0])1sin[(
22

  

m

k k

n

m m AmV   ·································· (8) 

證明完成。  

引理 1.的一組方程式 (7)與 (8)所顯示的幾何意義是；方程式 (7)代表此凸多邊形各邊

長在 X 軸方向的投影向量總和為零，方程式 (8)則表示凸多邊形各邊長在 Y 軸方向的投

影向量總和為零。 

引理 1.的一組方程式 (7)與 (8)是因以線段 21 AA = 1V 為底，疊置在水平方向 X 軸所求

得的結果，若換成以 32 AA = 2V 為底，將求得類似的另一組方程式；以此類推，總共會得

 

 A5 

A2 A1 

A6 

 

 

 A4 

A3 
An 

An-1 
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出 n 組。這 n 組方程式是非常好應用的，尤其用在多邊形尋找邊長與內角之間的組合關

係式時至為有效！   

 

引理 2. 在平面上給定一個凸 n 邊形 nn AAAAAA 14321 ....  ，則此凸多邊形所有內角  

總和為     2.... 14321   nAAAAAA nn              

證明 : 略。  

 

引理 3. 任給一圓內接偶數邊 n 邊形 nn AAAAAA 14321 ....  ，n=2k+2，k 為自然數，則此

多邊形的頂角組合     137531 ....   nn AAAAAA  

                          2
2

1
.... 28642   nAAAAAA nn  

證明 : 略。  

 

引理 4. 三角函數角度的和差轉換公式  

       sinሺα േ βሻ ൌ sin	α	cos	β േ cos	α	sin	β 

        cosሺα േ βሻ ൌ cos	α	cos	β ∓ sin	α	sin	β   

引理 5. 在平面上給定一個凸四邊形 4321 AAAA ，如圖 6. 

 
圖 6 

令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 14 AA = 4V ，則此凸四邊形的面

積型餘弦公式為  

     
2

4V =
2

1V +
2

2V + 2
3V －2 221 cos AVV －2 332 cos AVV + 2 1V  323 cos AAV   

因上列公式中各項的量綱都是邊長的平方，故稱為面積型餘弦公式。 

證明：略。 (請參閱本文末參考文獻之第 1 列。 )  
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二、平面凸六邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式 

(一 ) 首先要來推導圓內接六邊形鄰近周邊兩相鄰交叉對角線長度乘積方程式在平面

上給定一個圓內接六邊形 654321 AAAAAA ，令線段長 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ，

43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 16 AA = 6V ，頂點 1A 與 3A 聯結的近周邊對

角線長 31 AA = 1d 及 242 dAA  ，中央對角線長 4114 dAA  ，見下圖 7.  

 
圖 7 

(1) 對圖 7.中的圓內接四邊形 4321 AAAA 有托勒密定理關係式如下； 

     4123121 dVVVdd   ，現在將其完全平方，得下式； 

 41321
2

412
2

31
2

21 2)()()( dVVVdVVVdd   ······················································· (1-2) 

(2) 應用引理 5.對四邊形 6541 AAAA 可得下列餘弦關係式；  

    
2

41d =
2

4V +
2

5V + 2
6V －2 554 cos AVV －2 665 cos AVV + 2 4V  656 cos AAV   ······ (d-1) 

(3) 應用引理 1.取 n=4 代入方程式 (7)與 (8)，並作內角轉換，可得下列兩式； 

     1V - 22 cos AV + )cos( 323 AAV  - 14 cos AV = 0 ······················································ (7-1) 

     22 sin AV - )sin( 323 AAV  - 14 sin AV = 0 ······························································· (8-1) 

541 AAA =角度 y 

416 AAA =角度 t 
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對四邊形 6541 AAAA 並參考方程式 (7-1)與其邊長及角度對應關係，可得下式；  

         41d = yV cos4 )cos( 55 AyV  + tV cos6  

(4) 再由圓內接四邊形引理 3.性質知  兩對角互為補角關係，可得  

角度    42243414 )( AAAAAAAAy ，及 

角    31314121 )( AAAAAAAAt ，將 y 與 t 代入 41d 中，並化 

簡，得 41d = )cos( 424 AAV  + )cos( 5425 AAAV  )cos( 316 AAV   ····· (d-2) 

(5) 現在將
2

41d 的 (d-1)式及 41d 的 (d-2)式一起代入 (1-2)式中，並逐次展開，循序運算

接著重新加以排列整理，得下列主要方程式；  

)cos(2)()()()()( 424321
2

62
2

52
2

42
2

31
2

21 AAVVVVVVVVVVVVdd   

 )cos(2 5425321 AAAVVVV )cos(2 313216 AAVVVV  554
2

2 cos2 AVVV  

665
2

2 cos2 AVVV )cos(2 6564
2

2 AAVVV   ························································· (9) 

(6) 再應用引理 3.的性質，知 642531 2 AAAAAA    ，作適度的角度轉

換，得出新的下列公式；  

  64321
2

62
2

52
2

42
2

31
2

21 cos2)()()()()( AVVVVVVVVVVVVdd   

           )cos(2 655321 AAVVVV 53216 cos2 AVVVV 554
2

2 cos2 AVVV  

          665
2

2 cos2 AVVV )cos(2 6564
2

2 AAVVV   ············································ (10) 

方程式 (10)即為圓內接六邊形內臨近周邊兩相鄰交叉對角線長度乘積方程式。

因方程式內容項數很多很長，故以對角線長度乘積的平方來表述方程式型態較為

適切。檢視方程式 (9)，可見到六邊形的所有邊長及內角依著圖形結構順序很有規

律地全都出現在各對應項中。  

根據上述前言的預測思考模式，方程式 (9)應該就是一般形平面凸六邊形內臨

近 周 邊 兩 相 鄰 交 叉 對 角 線 長 度 乘 積 的 一 般 化 方 程 式 ！ 接 下 來 就 要 看 如 何 證 明 這

個有條理地被預測出的一般化方程式。 
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(二 ) 平面凸六邊形內臨近周邊的兩相鄰交叉對角線長度乘積一般化方程式 

在平面上給定一個凸六邊形 654321 AAAAAA ，見下圖 8. 令線段長 21 AA = 1V ，

32 AA = 2V ， 43 AA = 3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 16 AA = 6V ，三臨近周邊對角線

長 31 AA = 1d ， 242 dAA  ， 515 dAA  及一個中央對角線長 4114 dAA  ； 

 
圖 8 

(1) 對圖 8.中的凸五邊形 54321 AAAAA 部份，由應用自方程式 (6)的平面凸五邊形兩相

鄰交叉對角線長度乘積的一般化公式可得相對應的下式； 

)cos(2)()()()( 424321
2

52
2

42
2

31
2

21 AAVVVVdVVVVVdd   

             )cos(2)cos(2 54
2

233215 mdVVAkVVVd   ····································· (6-1) 

(2) 對圖 8.中的三角形 651 AAA 言，由餘弦定理可得下式； 

             
2

5d =
2

5V + 2
6V －2 665 cos AVV  ································································· (d-3) 

(3) 方程式 (6-1)中等號右側第 5 項有  )cos( 35 Akd  的未知修正量，現在要以作輔助

線幾何圖示法來找出這未知修正量與六邊形的邊長及角度關係； 

(3a) 請看下圖 9.之一般形凸六邊形； 

在 頂 點 1A 處 ， 作 一 直 線 B C 通 過 頂 點 1A ， 使 21 ABA = 3A 頂 角 ， 則 

aAkABAk  321 ， 而  )cos( 35 Akd  =  )cos(5 ad  = 

ad cos5 ，又在頂點 5A 處作一直線段 DA5 垂直於直線 BC，使 D 點為垂 

451 AAA =角度 m 

215 AAA =角度 k 
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直交點，則對直角 DAA 15 言， )cos( 35 Akd  = ad cos5  的值即為直線 

段 DA1 長度的負值。 

(3b) 通過頂點 6A 處作一直線段 FA6 垂直於直線 BC，使 F 點為垂直交點，另又 

通過頂點 6A 處作一直線 GA6 平行於直線 BC，直線 GA6 與線段 DA5 垂直交 

於 E 點。輔助線幾何作圖完成如圖 9.。 

在圖 9.中很清楚鮮明地標示出被繪製出來的各個角度符號位置。 

.   

圖 9 

(3c) 在頂點 1A 處，角度 3121161 22 AAABAAABAw   ，對 

直角 FAA 16 言， )cos()2cos(cos 3163166 AAVAAVwV   ，故

)cos( 316 AAV  的值就是直線段 FA1 長度的正值。 

(3d) 在頂點 6A 處，由平行線內側角性質知； wAEA  16 61ABA ，而另一小  

角 度  26316166  AAAwAAEAAs ， 對 直 角 56 EAA  

言， )cos()2cos(cos 631563155 AAAVAAAVsV   ，故在直角 

56 EAA 中 )cos( 6315 AAAV  的值就是直線段 EA6 長度的正值。 

(3e) 圖 9. 中 ， 對 長 方 形 FDEA6 言 ， 線 段 EA6 = 線 段 FA1 + 線 段 DA1 ， 故

∠A1A5A4=角度 m 

∠A5A1A2=角度 k 

∠A5A1C=角度 a 

∠A6A1B=角度 w 

∠A5A6G=角度 s 
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)cos( 6315 AAAV  = )cos( 316 AAV  )cos( 35 Akd  ，移項後，得這未

知修正量 

  )cos( 35 Akd  = )cos( 6315 AAAV  )cos( 316 AAV   ·························· (d-4) 

(4) 方程式 (6-1)中等號右側第 6 項有第 2 個  )cos(5 md 的未知修正量，同理，以作輔

助線幾何圖示法來找出這第 2 個未知修正量與六邊形的邊長及角度關係；下圖 10.

中很清楚明晰地標示出被繪製出來的各個角度符號位置。 

 
圖 10 

(4a) 請看上圖 10.，在圖中自頂點 1A 對直線段 54 AA 作一垂直線 HA1 ，使 H 點 

為垂直交點。則對直角 51HAA 言， md cos5 的值就是直線段 HA5 長度的 

正值。 

(4b) 自頂點 6A 處作一直線 LA6 垂直於直線 HA1 ，使 L 點為垂直交點。另通過  

頂 點 5A 處 作 一 直 線 MA5 平 行 於 直 線 HA1 ， 直 線 LA6 與 線 段 MA5 垂 直 交 

於 M 點。 

因直線 LA6 與線段 54 AA 相互平行，由同側內角性質知；角度 

5Ax   ，得 55555 cos)(cos AVAVxV   ，則對直角 56MAA  

∠A1A5A4=角度 m 

∠A5A1A2=角度 k 

∠A5A6M=角度 x 

∠A1A6L=角度 z 
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言， 55 cos AV 的值就是直線段 MA6 長度的負值。 

(4c) 在 頂 角 6A 處 ， 角 度  656 AAxAz ， 故 對 直 角 16LAA 言 ， 得 

)cos()cos(cos 6566566 AAVAAVzV   ，因此 )cos( 656 AAV   

的值就是直線段 LA6 長度的負值。 

(4d) 在圖 10.中線段 LA6 = 線段 MA6 + 線段 ML = 線段 MA6 + 線段 HA5 ，故 

)cos( 656 AAV  = 55 cos AV + md cos5 ，移項後，得出第 2 個未知修正 

量為   md cos5  = 55 cosAV )cos( 656 AAV   ··································· (d-5) 

(5) 兩個未知修正量都找到了，現在要將上述第 (2)段的 (d-3)式、第 (3)段的 (d-4)式及第

(4)段的 (d-5)式同時一起代入方程式 (6-1)式中，再經化簡、移項整理，最後證明出

充滿期待又美妙的下列方程式 (11)式；  

)cos(2)()()()()( 424321
2

62
2

52
2

42
2

31
2

21 AAVVVVVVVVVVVVdd   

 )cos(2 5425321 AAAVVVV )cos(2 313216 AAVVVV  554
2

2 cos2 AVVV  

665
2

2 cos2 AVVV )cos(2 6564
2

2 AAVVV   ························································· (11) 

這 方 程 式 (11)即 為 平 面 凸 六 邊 形 內 臨 近 周 邊 的 兩 相 鄰 交 叉 對 角 線 長 度 乘 積 的 一 般 化

方程式！  

方程式 (11)真的與圓內接六邊形方程式 (9)完全相同，確認了我們的猜測。 

 

三、檢驗 

(一 ) 對方程式 (11)，若令 06 V ，使頂點 6A 趨近至 1A ，則平面凸六邊形退化成平面凸

五邊形，而方程式 (11)也退化成平面凸五邊形兩相鄰交叉對角線長度乘積的一般

化方程式為  

)cos(2)()()()( 424321
2

52
2

42
2

31
2

21 AAVVVVVVVVVVdd   
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       554
2

2313215 cos2)cos(2 AVVVAAVVVV   ········································· (6) 

其 中 這 一 項 )cos(2 5425321 AAAVVVV  再 經 由 角 度 關 係 被 轉 換 成 五 邊

形的 )cos(2 313215 AAVVVV  。 

(二 ) 對方程式 (11)，若同時令 056  VV ，使頂點 5A 、 6A 皆趨近至 1A ，則平面凸六

邊形退化成平面凸四邊形，而方程式 (11)也退化成平面凸四邊形兩交叉對角線長

度乘積的一般化方程式為  

)cos(2)()()( 424321
2

42
2

31
2

21 AAVVVVVVVVdd   ··································· (2) 

由此可見方程式 (11)正是方程式 (6)與方程式 (2)的推廣。因此，方程式 (11)完

美涵 蓋統 一 了方 程式 (6)與 (2)！ 方程 式 (11)是永 恆至 極的 正 確且 其內 涵 用途 比 公

元 150 年時的托勒密定理公式更寬廣強大！ 

(三 ) 若 此 六 邊 形 內 接 於 一 圓 ， 由 引 理 3. 內 角 和 的 均 分 性 質 ， 代 入 化 簡 後 ， 即 得

24321
2

62
2

52
2

42
2

31
2

21 cos2)()()()()( AVVVVVVVVVVVVdd   

         )cos(2 655321 AAVVVV 53216 cos2 AVVVV 554
2

2 cos2 AVVV  

        665
2

2 cos2 AVVV )cos(2 6564
2

2 AAVVV   ················································ (10) 

(a) 若令 06 V ，使頂點 6A 趨近至 1A ，則圓內接六邊形退化成圓內接五邊形，而

方程式 (11)式退化成下式 (3)式； 

)cos(2)()()()( 424321
2

52
2

42
2

31
2

21 AAVVVVVVVVVVdd   

      554
2

2313215 cos2)cos(2 AVVVAAVVVV   

      )](sin)([cos)()( 42
2

42
22

42
2

31 AAAAVVVV  + 

      )cos(2)](sin)([cos)( 42432131
2

31
22

52 AAVVVVAAAAVV   

      )cos(2)cos(2 432154
2

2313215 AAAAVVVAAVVVV   

      2
3152424231 )]cos()cos([ AAVVAAVVVV  + 
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      )sin([ 2442 AAVV  2
3152 )]sin( AAVV   ········································· (12) 

對圓內接五邊形言，有正弦定理性質； )sin(: 314 AAV  )sin(: 425 AAV  ，

故 )sin( 244 AAV  0)sin( 315  AAV ，因此，上述 (12)式就化簡成下列圓內接五

邉形方程式；  )cos()cos( 315242423121 AAVVAAVVVVdd   ············ (3) 

(b) 若令 056  VV ，使頂點 5A 、 6A 皆趨近至 1A ，則圓內接六邊形退化成圓內接

四邊形，而方程式 (11)式、(6)式、(3)式與 (2)式皆縮減成為 423121 VVVVdd   

型態的托勒密定理公式！ 

 

參、結論  

(1) 將特例方程式內容結構推廣延伸到一般化公式型態無疑是一項很重要的思考模式，歷

史上許多著名數學家經常假手這樣的思維理念而發展出廣義的一般化理論，甚而展開

新視野，創見出革新的研究領域！ 

(2) 輔助線幾何作圖法在理論推證過程中佔著一席重要且決定性的地位，藉著其作為可以

巧妙地證明出未知修正量與已知量的相關結合等式關係，並因此而知悉這些未知量在

圖形結構上的實質內涵意義，它的應用真是非常的實際。 

(3) 方程式 (1)式、(3)式、(7)式 與 (8)式內容裡各項的長度量與角度正餘弦式都僅呈現一

次方的乘積型態，這類型態也只出現於圓內接多邉形的對角線長度公式中，其餘情況

必有長度量的平方出現，例如；一般平面凸多邊形裡任一對角線長度的表示式都必有

長度量的平方項。仔細觀察比較，可發現圓內接多邉形的公式形式要較一般多邉形者

更簡潔得多。所以，研究時務必先從圓內接多邉形開始做起，使能得事半功倍之效！

圓內接四邉形是圓內接偶數邉數多邉形的最少邉數形，故有方程式  (1)式的最簡潔形

式。圓內接五邉形是圓內接奇數邉數多邉形的最少邉數形，故有方程式  (3)式的簡潔

形式。 

(4) 含有 cos 項的所有方程式中，每一 cos 項裡出現的角度或角度組合都呈現規律性地分

佈 ； 請 看 凸 六 邉 形 方 程 式 中 的 這 一 項 )cos(2 5425321 AAAVVVV  ， 將 其 邉 長 乘 積 



科學教育月刊 第 410 期 中華民國 107 年 7 月 

- 24 - 

5321 VVVV 分成兩對，第一對為 21VV ，而這兩邉長 1V 及 2V 在圖形中依序排列所夾的角

度恰是 2A 。第二對為 53VV ，這兩邉長 3V 及 5V 在圖形中依序排列自 3V 至 5V 所夾的角

度 恰 是 54 AA  。 以 此 歸 納 出 cos 裡 的 角 度 組 合 為 542 AAA  ！ 再 看 另 一 項 

554
2

2 cos AVVV ，前一對是
2

2V ，這兩邉長 2V 自身互相重疊沒有夾角，後一對 54VV 所夾

的角度就是 5A ，故組合起來只有 5A 這個角度。確實很有規律。所有 cos 項裡的角度

組合結構都按如此的規律去操作。 

(5) 本文論述所秉持的中心信念方針就是尋覓確立規律性，完整一致的規律性必能統合同

系列類型的主題，使這些類型標的相互包含依持並構成恆常一貫關聯性的整體連續脈

絡，這般思維希望能引致讀者的共鳴。  
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