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費氏數列相鄰項乘積猜想的證明： 
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的證明 

陳建燁 
臺北市立第一女子高級中學 

壹、前言：  

一方面，滿足「 0 0F  ， 1 1F  ，以及遞迴關係 2 1n n nF F F   ，其中 0,1, 2,n  」

的數列，稱為「費氏數列」(Fibonacci Numbers)。設方程式
2 1 0x x   的兩根為 與 ，

其中  ，則費氏數列的一般項為  
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另一方面，定義 1 2( , , , )k nh a a a 1 2
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 ，稱為「變數 1 2, , , na a a

的 k次完全齊次對稱多項式」。特別地，有 0 1 2( , , , ) 1nh a a a  ，與 ( ) k
kh a a 。  

例： 2 1 2 3( , , )h a a a 31 2
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注意到 nF
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1 2 2 1n n n n            1( , )nh   ，此式將費氏數

nF 用完全齊次對稱多項式 1( , )nh   加以表示，這是此兩概念連結的開始。在「費氏數列

相鄰項乘積的完全齊次對稱多項式表示法」 [1]一文中，進一步地證明了  

1n nF F  2 2
2 ( , , )nh    ，其中 2n   以及  

3 2 2 3
1 2 32 ( , , , )n n n nF F F h           ，其中 3n  。  
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此兩等式相當於  
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於是，在該文文末，提出了如下的猜想：  
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1 2 2 2 2 1( , , , , , , )k k k k k k

n kh            
  ，其中 2n k  。 

本文的目的，在使用數學歸納法，給出此猜想的證明。  

 

貳、本文：  

一、介紹兩個性質：  

首先，關於完全齊次對稱多項式，在結構上，有兩個主要的性質 [2][3]：  

 

1. 減元降次遞迴式： 

1 1 2 1( , , , , )k n nh a a a a  1 1 2( , , , )k nh a a a  1 1 2 1( , , , , )n k n na h a a a a     

                           減元            降次  

例： 2 ( , , )h a b c 2 2 2a b c ab bc ca       

             
2 2( ) ( )a b ab c a b c       2 ( , )h a b 1( , , )c h a b c   

 

此為 2n  ， 1k  的情形，其中 1a a ， 2a b ， 3a c 。  

說明：以 1na  作分類，沒有 1na  的集成一組，有 1na  的集成另一組，  

將 ( 1)n  元 ( 1)k  次齊次式寫成 n元 ( 1)k  次和 ( 1)n  元 k次齊次式的組合。  

 

在本文的工作中，會用到的情形是：  

取 1k N m   ， 1n m  ，
1

1
ma   ， 2

ma   ，……，
m

na  ，
1

1
m

na  
  ，

得  1 1( , , , , )m m m m
N mh      
   

1 2 1( , , , , )m m m m
N mh       
  1 1 1

1( , , , , )m m m m m
N mh       
    。  
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2. 次方乘法的分配律： 1 2( , , , )n
n pr h a a a  1 2( , , , )n ph a r a r a r   

例：
2

2 ( , , )r h a b c 2 2 2 2 2 2 2 2 2a r b r c r abr bcr car       

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )ar br cr ar br br cr cr ar      2 ( , , )h ar br cr 。  

證明：  
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1 2( , , , )n ph a r a r a r  。 

在本文的工作中，會用到的情形是：  

取 r  ，n N m  ， 1p m  ， 1
ma  ，

1
2

ma   ，……，
1

1
m

pa  
  ，

m
pa  ， 

得
1 1( , , , , )N m m m m m

N mh       
  1 2 1( , , , , )m m m m

N mh       
   。  

 

二、建立一個引理  

接著，關於費氏數列，有如下的「一分為二」引理：  

引理：
n m m

n m n mF F F 
    ，其中 0n m   

證明：  

右式= n m m
m n mF F 
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n m m n m mn n   
 

    



 

nn 
 





 

nF  = 左式。  

 

推論：在
n m m

n m n mF F F 
    之中，將 ,n m分別以 1, 1N m  代入，可得  

1
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      。  

 

三、猜想的證明  

 

命題：  
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1 2 2 2 2 1( , , , , , , )k k k k k k

n kh            
  ，其中 1n k  。  

 

證明：對變數 k進行數學歸納法：  

當 1k  時，由 1
1

( , )n
n n

F
F h

F
   ，可知等式成立。  

當 2k  時，有
2 21

2
2 1

( , , )n n
n

F F
h

F F
  

 (見參考資料 [1])，等式成立。  

 

假設當 k m 時等式成立，  

則當 1k m  時，  

首先，有
1 ( 1) ( 1) 1
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1 1

1 ( 1) ( , , , , )m m m m
m mh      
    ，  

接著，假設當 1k m  ，且 1m n N   時，等式亦成立。  

那麼，當 1k m  , 且 1n N  時，  
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 (由引理的推論 ) 
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1 1( , , , , )N m m m m m
N mh       
   1 1 1

( 1) ( , , , , )m m m m m
N mh       
     

    (由歸納法假設 ) 

1 2 1( , , , , )m m m m
N mh       
  1 1 1

1( , , , , )m m m m m
N mh       
     

    (由次方乘法的分配律 ) 

1 1( , , , , )m m m m
N mh      
      (由減元降次遞迴式 ) 

1 1
( 1) ( 1) ( , , , , )m m m m
N mh      
    ，可得所欲證之等式亦成立，  

故由數學歸納法，所欲證之等式成立。  

 

參、結語：  

本文證明了： 1 1
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n n n k
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1 2 2 2 2 1( , , , , , , )k k k k k k

n kh            
  ，其

中 1n k  。此一命題，當  增大時，次方上升；當  增大時，變數個數增加。在使用數學

歸納法的過程中，「減元降次遞迴式」、「次方乘法的分配律」與「一分為二引理」，皆

發揮了作用，從中也顯示出完全齊次對稱多項式與費氏數列的內在結構，以及兩者之間的

對應關係。  
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