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費氏數列相鄰項乘積的完全齊次對稱 
多項式表示法 

陳建燁 
臺北市立第一女子高級中學 

壹、序言：  

設方程式
2 1 0x x   的兩根為 與 ，且  ，則由費氏數列的比內 (Binet)公式，

有  

1
( )

5
n n

nF   
n n 
 





1 2 2 1n n n n            1( , )nh    

此式將費氏數 nF 用完全齊次對稱多項式 1( , )nh   加以表示，這是本篇文章的出發點。

注意到
1

( )
5

n n
nF    可視為 與  的 n次方的線性組合，而 1( , )nh   是 與  的完

全齊次對稱多項式。 

進一步地，考慮費氏數的平方
2
nF ，是否有類似的表達式呢？  

注意到  

2 2 21
( 2 )

5
n n n n

nF       2 21
[( ) ( ) 2( ) ]

5
n n n      

可視為
2 ，

2 與 的 n次方的線性組合。那麼，
2
nF 與

2 2( , , )nh    的關係是什麼呢？

這是本文所要探討的主題所在。經過一番探索之後，所得的結果為兩個等式：  

1n nF F  2 2
2 ( , , )nh    ，其中 2n   

與     2 2 2 2 2
1 2( , , ) ( , , )n n nF h h        ，其中 2n  。  

接著，向費氏數列相鄰三項的乘積 1 2n n nF F F   推進，在分別研究了 1 2n n nF F F   與

3 2 2 3
3 ( , , , )nh      的展開式之後，得到了一個結論：  
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1 2n n nF F F   3 2 2 3
32 ( , , , )nh       ，其中 3n   

進一步地，再探索相鄰四項與相鄰五項的乘積，最後提出一般化的猜想：  

1 1

1 1

n n n k

k k

F F F

F F F
  



  
  




1 2 2 2 2 1( , , , , , , )k k k k k k

n kh            
  ，其中 2n k  。  

 

貳、引用的記號與公式：  

(一 ) 費氏數列 (Fibonacci Numbers)：  

定義：滿足「 1 1F  ， 2 1F  ，以及遞迴關係 2 1n n nF F F   ，其中 n = 1, 2,…」的數

列，稱為「費氏數列」(Fibonacci Numbers)，此數列的前幾項為：1，1，2，3，

5，8，……。  

費氏數列的一般項為
1 1 5 1 5

2 25

n n

nF
                  

n n 
 





，其中 與

 為方程式
2 1 0x x   的兩根，且  。  

 

(二 ) 完全齊次對稱多項式 ,૛ࢇ,૚ࢇ࢑ሺࢎ  … , ：ሻ࢔ࢇ  

定義：࢑ࢎሺࢇ૚,ࢇ૛, … , ሻ 1࢔ࢇ 2

1 2

1 2

1 2

, , , 0

( )n

n

n

n
k

a a a  

  
  
   



 




 ，稱為「 n元 k次完全齊次對稱

多項式」。特別地，݄଴ሺܽଵ,ܽଶ, … , ܽ௡ሻ ൌ ૚，且 ( ) k
kh a a 。  

例： 2 1 2 3( , , )h a a a 31 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3
2

, , 0

( )a a a  

  
  
  



  2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1a a a a a a a a a      。  

例： 2 ( , , )h a b c 2 2 2a b c ab bc ca      。   

例： ( , )nh  
, 0

( )i j

i j n
i j

 
 


  1 1n n n n          。  

 

(三 ) 拉格朗日插值型式：  

定義： 1 2( , , , )k nL a a a
1

1

( )

kn
i

i i j
j n

j i

a

a a
 



 

，稱為「變數 1 2, , , na a a 的 k次拉格朗日插
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值型式」。  

註：以分子的次方來定義 L的下標。  

例：
2 1 2 3( , , )L a a a

23

1
1 3

( )
i

i i j
j

j i

a

a a
 



 

 

22 2
31 2

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2( )( ) ( )( ) ( )( )

aa a

a a a a a a a a a a a a
  

     
 

例： 7 ( , , , )L a b c d =
7

( )( )( )

a

a b a c a d  

7

( )( )( )

b

b a b c b d


  

7

( )( )( )

c

c a c b c d


  
 

7

( )( )( )

d

d a d b d c


  
 

  

(四 ) h L 轉換公式：   

1 2( , , , )k nh a a a 1 1 2( , , , )k n nL a a a   ，其中 2n  ， 0k   

說明：此一公式，可將「完全齊次對稱多項式」與「拉格朗日插值型式」互相轉換，詳細

證明請見參考資料 [1]。  

例 ： 1( , )kL a b

1 1k ka b

a b b a

 

 
 

1 1k ka b

a b

 



1 1k k k ka a b ab b      ( , )kh a b ， 此 為

2n  的情形。  

取 a  ， b  ， 1k n  ，即有

n n

nF
 

   
 

 
( , )nL   1( , )nh   ，  

此即費氏數的完全齊次對稱多項式表示法。  

例： 5 ( , , , )L a b c d 2 ( , , , )h a b c d  

公 式 運 用 與 記 憶 方 式 ： 首 先 ， 有 4 個 變 數 , , ,a b c d ， 可 知 4n  。 再 來 ，

5

( )( )( )

a

a b a c a d  
的分子的次方是 5，分母的次方是 3，化簡後所得齊次式的次數

為 5 3 2  ，於是有 5 ( , , , )L a b c d 2 ( , , , )h a b c d 。  

從此例也可看出， L與 h的下標之差，恰為變數個數減 1。由此， h L 轉換公式也可

寫成： 1 2( , , , )k nL a a a ( 1) 1 2( , , , )k n nh a a a   ，其中 2n  ， 1k n  。  
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例： 5 ( , , , )L a b c d 5 (4 1) ( , , , )h a b c d  2 ( , , , )h a b c d 。  

在本篇文章中，會用到的情形是：  

1. 在 1 2( , , , )k nh a a a 1 1 2( , , , )k n nL a a a   之中，  

取 3n  ，
2

1a  ， 2a  ，
2

3a  ，可得
2 2( , , )kh    2 2

2 ( , , )kL    ，其

中 0k  。再令 k n ，得
2 2( , , )nh    2 2

2 ( , , )nL    ，其中 0n  。  

2. 在 1 2( , , , )k nh a a a 1 1 2( , , , )k n nL a a a   之中，  

取 4n  ，
3

1a  ，
2

2a   ，
2

3a  ，
3

4a  ，  

可得
3 2 2 3( , , , )kh      3 2 2 3

3 ( , , , )kL      ，其中 0k  。  

再令 3k n  ，得
3 2 2 3

3 ( , , , )nh     
3 2 2 3( , , , )nL      ，其中 3n  。  

 

參、探索歷程：  

一、將費氏數平方用「完全齊次對稱多項式」表示  

(一 ) 2 2( , , )nh    =？  

先看前幾項：  

2 2
1( , , )h    2 2     ，  

2 2
2 ( , , )h    4 2 2 4 3 3 2 2              ， 

         
4 4 3 3 2 22            

2 2
3 ( , , )h    6 6 3 3 4 2 5 2 4 5 4 2 2 4 3 3                           

             
6 6 5 5 4 2 2 4 3 32 2 2                 ，  

由前三項看來，想將
2 2( , , )nh    的展開式，寫成

2 ，
2 與 的 n次方的線性組

合，似乎並不容易。事實上，由所謂的  轉換公式，可得  
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 2 2( , , )nh    2 2
2 ( , , )nL     

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

n n n  
           

  

  
     

 ，其中 0n  。  

 

第一項的分母
2 2 2( )( )      

( ) ( ) ( )             2( ) ( )         2( 5) 1   5 ，  

同理，第二項的分母
2 2 2( )( )      

( ) ( ) ( )             2( ) ( )         2( 5) 1    5 ，  

接著，第三項的分母
2 2( )( )        

( ) ( )           2( ) ( )      2( 1) ( 5) 5      

因此，可得  

2 2( , , )nh   
2 2 2 2 2( ) ( ) ( )

5 5 5

n n n  
 

  

   2 3 2 3 21
[ ( ) ]

5
n n n       ，  

又已知
2 2 21

[ 2( ) ]
5

n n n
nF      ，看起來，

2
nF 似乎無法直接寫成

2 2( , , )nh   

的形式。  

 

(二 ) 1 2n nF F  =？  

轉而考慮費氏數列相鄰兩項的乘積 1 2n nF F  ：  

1 2n nF F 
1 1 2 2n n n n   
   

    
 

 
 

         2 3 2 3 1
2

1
[( ) ( ) ( )]

( )
n n n    

 
      


 

         2 3 2 3 21
[ ( ) ]

5
n n n         

注意到
2 2( , , )nh    2 3 2 3 21

[ ( ) ]
5

n n n       ，  
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至此，可以得到 1 2n nF F  2 2( , , )nh    ，其中 0n  ，一個出乎意料的等式！  

此式也相當於 1n nF F  2 2
2 ( , , )nh    ，其中 2n  。  

 

(三 ) 2
nF 與

2 2( , , )nh    的關係：  

回到原先的探討主題，費氏數的平方
2
nF ：  

注意到
2
nF 1 1( )n n nF F F     

1 1n n n nF F F F      

     2 2 2 2
1 2( , , ) ( , , )n nh h        ，其中 2n  。  

此式的意義為：  

雖 然
2
nF 無 法 直 接 寫 成

2 2( , , )nh    的 形 式 ， 卻 可 以 由
2 2

1( , , )nh    與

2 2
2 ( , , )nh    相減而得，也就是說，

2
nF 可用

2 2( , , )nh    的線性組合加以表達。  

 

二、費氏數列相鄰三項乘積  

(一 ) 1 2n n nF F F   =？  

1 2n n nF F F  
1 1 2 2n n n n n n     

     

     
  

  
 

2 1 2 1 1
2

1
[( ) ( ) ( )]

( )
n n n    

 
      



2 2n n 
 

 



 

2 1 2 11
[( ) ( 1) ]

5
n n n      

2 2n n 
 

 



 

2 1 2 1 2 2 2 21 [( ) ( ) ( 1) ( )]

5

n n n n n n n     
 

           
 


 

3 3 3 3 2 1 1 2 21 [( ) ( ) ( ) ( 1) ( )]

5

n n n n n n n n      
 

            
 


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3 3 1 2

1
[ ( 1) ( 1) ]

5
n n

n n nF F F       3 3 2 1

1
[ ( 1) ( )]

5
n

n n nF F F       

3 3 1 1

1
[ ( 1) ( )]

5
n

n n n n nF F F F F        1
3 3 1

1
[ 2 ( 1) ]

5
n

n nF F
      。 

 

(二 ) 3 2 2 3
3 ( , , , )nh      =？  

3 2 2 3
3 ( , , , )nh     

3 2 2 3( , , , )nL         (由 h L 轉換公式 ) 

3

3 2 3 2 3 3

( )

( )( )( )

n
      


  

2

2 3 2 2 2 3

( )

( )( )( )

n 
        


  

 

2

2 3 2 2 2 3

( )

( )( )( )

n
      


  

3

3 3 3 2 3 2

( )

( )( )( )

n
      


  

 

 

其中，第一項的分母   

3 2 3 2 3 3( )( )( )         2 2 2 3 3( ) ( ) ( )                

2 2 3 3
3 3( )
       
     
  

     
  

3 3
1 2 3 ( 5)F F F     310 5   ，  

 

同理，第四項的分母   

3 3 3 2 3 2( )( )( )         3 3 2 2 2( ) ( ) ( )                

3 3 2 2
3 3( )
       
     
  

     
  

3 3
3 2 1 ( 5)F F F      310 5     

 

第二項的分母  

2 3 2 2 2 3( )( )( )           2 2 2( ) ( ) ( )                  

3 2 2 2 2( ) ( )          
2 2

2 3( ) ( )
    
 


     


 

2 3
2( 1) ( 5) F      5 5    ，  
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同理，第三項的分母   

2 3 2 2 2 3( )( )( )         2 2 2( ) ( ) ( )                  

2 3 2 2 2( ) ( )         
2 2

2 3( ) ( )
    
 


    


 

2 3
2( 1) ( 5)F     5 5    

於是，第一項與第四項之和為  

3

3 2 3 2 3 3

( )

( )( )( )

n
        

3

3 3 3 2 3 2

( )

( )( )( )

n
      


  

 

3

3

( )

10 5

n





3

3

( )

10 5

n



 

3 3 3 31
( )

10 5
n n    

3 3 3 31

10

n n 
 

 
 

 3 3

1

10 nF    

    

而第二項與第三項之和為  

2

2 3 2 2 2 3

( )

( )( )( )

n 
          

2

2 3 2 2 2 3

( )

( )( )( )

n
      


  

 

2( )

5 5

n 





2( )

5 5

n



1 11

( )
5

n n
n  

 

 
   

 1

1
( 1)

5
n

nF      1
1

1
( 1)

5
n

nF


     

至此，可得
3 2 2 3

3 ( , , , )nh     
3 2 2 3( , , , )nL        

1
3 3 1

1 1
( 1)

10 5
n

n nF F
       1

3 3 1

1
[ 2 ( 1) ]

10
n

n nF F
        

(三 ) 1 2n n nF F F    與 3 2 2 3
3 ( , , , )nh       

一方面，
1

1 2 3 3 1

1
[ 2 ( 1) ]

5
n

n n n n nF F F F F
           ，  

另一方面，
3 2 2 3 1

3 3 3 1

1
( , , , ) [ 2 ( 1) ]

10
n

n n nh F F     
        ，  

至此，證明了
3 2 2 3

1 2 32 ( , , , )n n n nF F F h           ，其中 3n  。  

也就是說，費氏數列相鄰三項的乘積，可表示成完全齊次對稱多項式的 2 倍。  
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三、費氏數列相鄰數項的乘積  

觀察 1n nF F  2 2
2 ( , , )nh    與

3 2 2 3
1 2 32 ( , , , )n n n nF F F h            ，形式上，

費氏數列相鄰 k項的乘積，是完全齊次對稱多項式 n kh  的某個倍數，而其中的變數，從
k

開始，到
k 結束， 的次方遞減，  的次方遞增。  

由這樣的規律，可以作出推測：  

4 3 2 2 3 4
1 2 3 4 ( , , , , )n n n n nF F F F p h               ，其中 p為一待定之常數。或許有讀

者會猜測 4 1 3p    ，實際上，可用 5n  投石問路：  

一方面， 5 4 3 2F F F F   5 3 2 1 30     ，  

另一方面，
4 3 2 2 3 4

1( , , , , )h        4 3 2 2 3 4          
5 5 
 



 5 5F  ，

比較之後，可得 30 5p ，即 6p  。  

同樣地，可以推測：  

5 4 3 2 2 3 4 5
1 2 3 4 5 ( , , , , , )n n n n n nF F F F F q h                   ，其中 q為一待定之常數。 

或許有讀者會猜測 (5 1)! 4! 24q     ，實際上，也可用 6n  作測試：  

一方面， 6 5 4 3 2F F F F F    8 5 3 2 1 240      ，  

另一方面，
5 4 3 2 2 3 4 5

1( , , , , , )h           

5 4 3 2 2 3 4 5             
6 6 
 



 6 8F  ，  

比較之後，可得 240 8q ，即 30q  。  

在上述的兩個例子中， p與 q的規律是什麼呢？  

其實，在在
5 4 3 2 2 3 4 5

1 2 3 4 5 ( , , , , , )n n n n n nF F F F F q h                   之中，只要 q為

一恆定之常數，即無論 n如何變化， q恆為一定值。那麼，只要看當 6n  時，就可以確定

q的值：  

5 4 3 2 2 3 4 5
6 5 4 3 2 1( , , , , , )F F F F F q h               6q F  5 4 3 2 1q F F F F F       
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如此，則原式可改寫為：
5 4 3 2 2 3 4 51 2 3 4

5
5 4 3 2 1

( , , , , , )n n n n n
n

F F F F F
h

F F F F F
           



   


   
 

這是一個漂亮的等式！  

至此，可提出一般化的猜想：  

1 1

1 1

n n n k

k k

F F F

F F F
  



  
  




1 2 2 2 2 1( , , , , , , )k k k k k k

n kh            
  ，其中 2n k  。  

對於此一猜想，目前已證明了當 2k  與 3k  時，猜想皆成立，即  

1

2 1

n nF F

F F



2 2

2 ( , , )nh     與  3 2 2 31 2
3

3 2 1

( , , , )n n n
n

F F F
h

F F F
     



 


 
皆成立。各位親愛

的讀者，您願意嘗試一般情形的證明嗎？  

 

肆、總結：  

回顧本文的工作：先由「類比」的想法，猜測
2
nF 與

2 2( , , )nh    有關，將各自的展

開式寫開之後，找出了具體的關係式：  

1n nF F  2 2
2 ( , , )nh    與

2 2 2 2 2
1 2( , , ) ( , , )n n nF h h        ，其中 2n  。  

接著，探索費氏數列相鄰三項的乘積 1 2n n nF F F   與完全齊次對稱多項式的關係，證

明了
3 2 2 3

1 2 32 ( , , , )n n n nF F F h           ，其中 3n  。  

進一步地，猜想將費氏數列相鄰數項乘積用完全齊次對稱多項式表示的一般公式為：

1 1

1 1

n n n k

k k

F F F

F F F
  



  
  




1 2 2 2 2 1( , , , , , , )k k k k k k

n kh            
  ，其中 2n k  。  
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