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臺北市立建國高級中學  數學科 

 

 

八位數  20□□□□13 能被 2013 整除，求

此八位數。  

簡答：20132013，20333313，20534613，

20735913 ，20937213 

參考解答：  

設

1008582013
9935100200000131320




abcd
abcdabcdA  

可設 kabcd 2013100858  ，則 k 的個位數

為 6。  

經檢驗得 466,366,266,166,66k  

此 八 位 數 為  20132013 ， 20333313 ，

20534613，20735913 ，20937213。  

【評析】  

本題屬於偏易的數論題，同學僅需運用因

數分解，加上細心的計算，應不難獲得正

解。  

 

 

 

設 x 的 實 係 數 二 次 方 程 式 2 14 7 0ax x  

有 實 根 ,  ， 而 y 的 實 係 數 二 次 方 程 式

2 22( 1) 2 0y b y b b     有 實 根 ,  ， 且

2 4     ， 又 已 知

014)2(2
62 2 





，求實數 a 的

範圍。  

簡答： 7 10a   且 0a   

參考解答：  

因 為 2 14 7 0ax x   為 二 次 方 程 式 ， 所 以

0a  ------------(a) 

因 為 2 14 7 0ax x   有 實 根 ， 故 判 別 式

214 4 ( 7) 0a   ，  

則 7a   ------------(b) 

將 2 22( 1) 2 0y b y b b     作 十字 交 乘 可配

成  ( ) ( 2) 0y b y b    ， 則 其 兩 根 為

, 2b b  ， 而   ， 故
2b

b



 

 
， 代 入

2 4     可 得 2 2 4b b     ， 則

0 4b  ------------(*) 

由 根 與 係 數 關 係 得

14

7
a

a

 



  

  


， 又

2b

b



 

 
，  
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代 入 014)2(2
62 2 





中 得

 26
( ) 2 2( 2) 14 0

7 7

a
a b b       ，  

整理後得 2 22 4 6 2( 1) 8a b b b       

又 由 (*) 知 0 4b  ， 故

8 10a   ------------(c) 

最後，由 (a)、(b)、(c)取交集可得實數 a 的

範圍為 7 10a   且 0a  。  

 

【解題評註】  

此題為雙變數之二次不等式問題，並以二

次方程式的形式呈現，算是比較少見的題

型。要能正確解答此題，除了基本的十字

交乘外，還需要比較根與係數關係，並且

限定範圍討論二次函數的極值，更要細心

地討論判別式。  

 

 

 
 

已知正數 a, b, c 滿足 a + b + c =1，試求

222222 accbba  之最小值？  

簡答： 2  

參考解答：  

構造一個邊長為 a + b + c =1 的正方形：  

 

 

 

        a  A  b    c D 

 

       a               B 

 

     b 

   c       E         C 

     F 

∵ 22 baAB  ， 22 cbBC  ，

22 acEF   

 AB + BC + EF  CA + EF = DE + EF    

DF = 2 。  

【解題重點】  

本題看其來像是代數不等式的問題，來函

中，有些同學用了”柯西不等式”、  

”平均不等式”…..等各種不等式解題。但從

幾何角度來看，本題試求三條線段和的最

小值，我們可以構造一個邊長為 cba 
的正方形完成解題。  

 

 

 

 

一張正方形紙片內有 1000 個點，這些點及

正方形的頂點皆任意 3 點不共線。  

現在將這 1000 個點與正方形頂點間連一

些線段，將正方形全部分成小三角形（以

所連線段及正方形的邊為邊，且連線段除

端點外，兩兩無公共點）。  

試問一共連有幾條線段？一共得到幾個三
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角形？  

簡答：共有 3001 條線段，共有 2002 個三

角形。  

參考解答：  

設一共連有 x 條線段，一共得到 y 個三角

形。  

(1)首 先 注 意 到 y 個 三 角 形 的 內 角 總 和 為

180y  。  

又所得 y 個三角形中，以 1000 內點為頂

點的所有內角之和為 1000 360 ；以正方

形 的 頂 點 為 頂 點 的 所 有 內 角 之 和 為

4 90 。  

因此， 180 1000 360 4 90y      。可解

得 2002y  。  

(2)因每個三角形有三條邊， y 個三角形共

有 3y 條邊。  

又 每 個 線 段 為 兩 個 三 角 形 的 公 共 邊 ，      

而正方形的每條邊均為三角形的一邊，

於是 3 2 4y x  ，解得 30012
2

3
 yx 。 

【評析】  

1.本題使用到了”算兩次”的想法，將三角

形的總內角和運用兩種不同算法表示，

而求出三角形之個數，進而觀察共用邊

的狀況，求得線段數。  

2.本題亦有同學使用尤拉公式計算得出解

答，值得鼓勵。  

3.本題部分同學採用的方法是由點數找出

規律，進而得出答案，可惜的是未證明

此規律是正確的。觀察出的結果僅是猜

測，需要加上證明才完整。  

 

 

試求

999910021001100

999910021001100








的

值。  

簡答： 12   

參考解答：  

令  

999910021001100  S  

999910021001100  T  







9999

1

2200)9999100

21001100(22

n

n

S 
 

=



9999

1

)1000010010000100(
n

nn  

=



9999

1

)100100(
n

nn = TS   

即原式= 12
12

1





T

S
。  

【另解】  

亦可令

999910021001100

999910021001100









p  
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1
999910021001100

999910021001100
1 









p  

999910021001100

99991009999100)21002100()11001100(










P2
999910021001100

)110099981009999100(2











故 12
12

1



P

【評析】  

本題屬於數論問題，如果能充分運用根式與完全平方式相關性質，可以適度簡化計算過

程。  

 

 

 

 

 

 

已知 n !＝ n 321 。設 a, b, n 為正整

數，且 a ≤ b，n＜14，  

試求出 a2＋b2＝n ! 的所有解。  

簡答：共有兩組解：n＝2，a＝b＝1；n＝6，

a＝12，b＝24 

參考解答：  

n＝1，無解。  

n＝2 時，有一組解 a＝b＝1 

若 n ≥ 3，則 a2＋b2＝n! ≡0（mod3），  

由於平方數≡0 或 1（mod3），因此 a2 ≡ b2 ≡ 

0（mod3），  

3|a，3| b，3 2 | a2+ b2＝  n! ，於是 n ≥ 6， 

若 n＝6，設 a＝3a 1，b＝3 b 1，則 a 2
1 + b 2

1

＝2 4 ×5，然而知 a 1 ，b 1 同為偶數（否則

a 2
1 + b 2

1 ≡1 或 2（mod4））  

設 a 1 ＝ 2a 2 ， b 1 ＝ 2b 2 ， 則  a 2
2 ＋ b 2

2 ＝

2 2 ×5，同樣得 a 2 ，b 2 為偶數，  

設 a 2 ＝2a 3，b 2 ＝2b 3，則 a 2
3 ＋  b 2

3 ＝5，

得 a 3 ＝1，b 3 ＝2，所以 a＝12，b＝24，  

若 n ≥7，則 a 2 + b 2 = n!≡0（mod 7），於是

a≡b≡0（mod 7），  

但當 n＜14 時，7 2
不整除 n!，故此時無正
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整數解，因此共有兩組解：n＝2，a＝b＝1；

n＝6，a＝12，b＝24。  

【解題評析】  

1 .由題意 n 為正整數，n＜14，即 n＝1,2, 

3, …,13，所以解此題的方法為就 n 值加

以討論，求出 a，b 的所有解。  

2. 方 法 是 檢 驗 等 號 的 兩 邊 有 相 同 的 正 因

數。  

3. 用到的數學性質有  

(1)設 t 為正整數，則 t 2 ≡0 或 1（mod 3） 

(2)設 t 為正整數，則 t 2 ≡0 或 1（mod 4） 

(3)設 t 為正整數，p 為質數，若 p | t 2，  

則 p | t  

(4)設 a，b，c，d 為非負整數，p 為質數，

若 a≡b（mod p），且 c≡d（mod p）， 則

a＋c≡b＋d（mod p）  

4. 此題當 n＝6 時，依題意必須求出 a，b

的所有解，部份同學的解法中，只寫出

a＝12，b＝24 為解，但未加以說明只有

一解，這是較不嚴謹之處。  

5. 只以一種方法求解但求不出解，並不能

以此就斷定無解，這是同學在解題時應

注意的觀念。  

 

 

 

 

求 解 方 程 組

  2 2

9 4
10

9 4 24

x y
x y

x y xy

    

   

， 其 中

,x y 為實數。  

簡答：
3

2

x

y


 

 

參考解答：  

由 原 式 知 0, 0x y  ， 原 方 程 組 化 為


























 
















 

24
49

10
49

y
y

x
x

y
y

x
x

 

於 是
9

x
x

 與
4

y
y

 可 看 作 方 程 式

2 10 24 0t t   的兩根，  

再由   4 6 0t t   ，得 1 24, 6t t   

則原方程組的解有以下兩種情形：  

(1)
2

2

9
4

4 9 0

4 6 4 06

x
x xx

y yy
y

        
    



x 無實數解  

(2)

 
 

22

2 2

9
6

3 06 9 0

4 4 4 0 2 04

3

2

x
xx xx

y y yy
y

x

y

             
       




  

， 

驗算後符合，故原方程組的解為
3

2

x

y


 

 。 

【解題評析】  

1. 有些同學由兩數和 10 及兩數積
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24，直接說兩數為 6 與 4，沒有計算過程，

實為不妥。 

2. 有些同學只用一式就算出答案也

不正確，因為沒有帶到另一式驗算。 

3. 有些同學把式子弄成

22
3 2

0x y
x y

  
          

的情形後直接

推論
3 2

0,  0x y
x y

    ，這是錯的推

論，因為此時
3

x
x

 及
2

y
y

 為複數 

 

 

 

 

如圖， AB =14，圓 A 半徑為 8，圓 B 半徑

為 7 且兩圓相交於兩點，令其中一點為 P，

一直線通過 P 點且交圓 A 於 Q 點，交圓 B 

於 R 點，且 PRQP  ，試求
2

QP 。

R

Q

P

A B

 

簡答：
377

2
 

參考解答：  

設 AB 與圓 B 交於 C 點，連接 PC ， 

再分別過 ,A B 對 QR 做垂線交 QR 於

,M N ，因為 7AC BC  ， 

所以在 PAB 中，由中線定理可知

2 2 22(2 ) 2( )PC AB PA PB   ， 

則
30

2
PC  ，又由梯形中線定理可知

PC QR ，即 90CPR   且 CR 為直徑，故

2 2 2 2 377

2
QP PR CR CP    。 

 

【解題評析】  

本題有 26 人參與徵答，得到 7 分滿分的有

8 人，得到 6 分的同學也是非常優秀，但

是 在 計 算 上 或 說 明 上 出 了 小 錯 或 太 過 簡

略，有些可惜 !!另外得到 4 分的同學在利

用 BNAM 3 或 利 用 直 線 AB 交 圓 B 於 R

時，沒有說明原因就直接用，這在計算過

程中是很大的疏失。書寫計算與證明題如

同寫篇論說文，敘事必須條理分明，論理

必須理由充分，文字必須通順易讀。  
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在圓周上有 12 個等分點，以這 12 個點為

頂點，最多可決定幾個梯形？  

簡答：120 個梯形  

參考解答：  

∵  梯形之上、下底互相平行  
∴  依平形弦分類，只有下面 2 種情形：  

∴ 最 多 可 決 定 6 × [(3+2+2+1) + 

(4+3+2+2+1)] = 120 個梯形。  

 

【解題重點】  

本題有多種計算方法，譬如：固定 1 頂點，

計算所有可能的梯形個數，再乘以 12；或

將梯形各邊對應的弧長，列式求整數解；

或將梯形上底的長分成 4 種情形，分別計

算對應的梯形個數，再求其總和；或利用

梯 形 上 下 底 平 行 的 性 質 ， 分 成 2 組 平 行

弦，分別計算對應的梯形個數，再求其總

和 (如上圖 )。  

 

 

 

 

已 知   2f x ax bx c   ， 若 對 所 有

 0,1x ，恆有   1f x  ，求 a b c  的最

大值。  

簡答：17 

參考解答：  

 

 

0

1 1 1

2 4 2

1

f c

f a b c

f a b c

 


      
 

   



   

   

 

1
2 1 2 0 4

2

1
4 1 3 0

2

0

a f f f

b f f f

c f

      
 

       
 

 



，因此  

       1
2 1 2 0 4 2 1 2 0

2

1
4 8

2

a f f f f f

f

      
 

   
 

 

     

 

1 1
4 1 3 0 4 1

2 2

3 0 8

b f f f f f

f

          
   

 

 

 0 1c f   

故 17a b c   ，即最大值為 17。  

發生最大值時，    1
0 1 1

2
f f f

    
 

。 

2

3

2

1
2

2

1

3

4
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取 1,8,8  cba ，

  2 21
8 8 1 8( ) 1

2
f x x x x      時，得

,1)
2

1
(,1)1()0(  fff 此時   1f x  ，對

所有  0,1x ， a b c  有最大值 17。  

 

【解題評析】  

1. 本題主要的想法是找三個特殊點，並利

用這幾點表示出 cba ,, ，緊接著就可以找

出 |||,||,| cba 之範圍。  

2. 找出 17a b c   ，必定要檢查等號是

否成立，特別是   28 8 1f x x x   是否滿

足對所有  0,1x ，恆有   1f x  。

 


