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圖解平面凸多邊形方程式的幾何意義： 
以三邊形、四邊形、五邊形為例(II) 

李輝濱 

【 (續 )科學教育月刊第 403 期第 33 頁之後】  

 

B-3. 平面凸五邊形的邊角方程式：  

(1) 推證平面凸五邊形的邊角方程式  

 

圖 8 

在平面上給定一個凸五邊形 54321 AAAAA ，令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA

= 3V ， 54 AA = 4V ， 15 AA = 5V ，如上圖 8 由引理 1 取 n=5 代入方程式 (1)與 (2)，並作內

角轉換，可得下列兩式；  

1V − 22 cos AV + )cos( 323 AAV  + )cos( 154 AAV  − 15 cos AV = 0 ·········· ( 5 -1 )  

22 sin AV − )sin( 323 AAV  + )sin( 154 AAV  − 15 sin AV = 0 ················· ( 5 -2 )  

由引理 2.並令 為角度修正參數，內角組合僅任意選取下列 2 情況；  

(Case 1) 選取 


2

3
531 AAA ， 


2

3
42 AA ，分別代入方程式 (5-1)式與

(5-2)式中；先由代入 (5-1)式，得  

1V − )
2

3
cos( 42 AV 

+ )
2

3
cos( 343 AAV 

+ )
2

3
cos( 34 AV 

 

)
2

3
cos( 535 AAV  

= 0 
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 1V + )sin( 42 AV  + )sin( 433 AAV  + )sin( 34 AV  )sin( 535 AAV    

   = 0 

 1V + sin [ 42 cos AV − )cos( 433 AAV  + 34 cos AV )cos( 535 AAV  ]+ 

cos [ 42 sin AV + )sin( 433 AAV  − 34 sin AV + )sin( 535 AAV  ]= 0 ······· (5-1a) 

同理，由代入 (5-2)式，得  

cos [− 42 cos AV + )cos( 433 AAV  − 34 cos AV + )cos( 535 AAV  ]+ 

sin [ 42 sin AV + )sin( 433 AAV  − 34 sin AV + )sin( 535 AAV  ]= 0 ······· (5-2a) 

倣效 B-2.的 (Case 2) 聯立解出 (5-1a)式與 (5-2a)式，省略計算過程，得  

)cos( 421 AAV  − 42 cos AV + )cos( 433 AAV   

− 34 cos AV + )cos( 535 AAV  = 0  ·············································· (5-1T) 

)sin( 421 AAV  − 42 sin AV − )sin( 433 AAV  + 34 sin AV  

− )sin( 535 AAV  = 0 ····························································· (5-2T) 

方程式  (5-1T)式與 (5-2T)式即為推證出的第一組五邊形的邊角方程式。  

 

(Case 2) 選取   25321 AAAA ，  4A ，分別代入方程式  (5-1)式與

(5-2)式中，先由代入 (5-1)式，得  

  1V − )2cos( 5312 AAAV  + )2cos( 513 AAV  + 

)cos( 154 AAV  − 15 cos AV = 0 

 1V − )cos( 5312 AAAV  + )cos( 513 AAV  + )cos( 154 AAV   

   − 15 cos AV = 0 

 1V + )cos( 154 AAV  − 15 cos AV + cos [− )cos( 5312 AAAV   

+ )cos( 513 AAV  ]+ sin [− )sin( 5312 AAAV  + )sin( 513 AAV  ]= 0 · (5 -1b )  

同理，由代入 (5-2)式，得  

)sin( 154 AAV  − 15 sin AV + sin [ )cos( 5312 AAAV   

− )cos( 513 AAV  ] + cos [− )sin( 5312 AAAV  + )sin( 513 AAV  ]= 0 · (5 -2b )  

倣效 B-2 的 (Case 2).聯立解出 (5-1b)式與 (5-2b)式，省略計算過程，得  

41 cos AV − )cos( 4154 AAAV  + )cos( 415 AAV   
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= )cos( 5312 AAAV  − )cos( 513 AAV   ······································· (5-1c) 

與  41 sin AV − )sin( 4154 AAAV  + )sin( 415 AAV   

= )sin( 5312 AAAV  − )sin( 513 AAV   ········································ (5-2c) 

由  )cos( 531 AAA  = )3cos( 42 AA  = )cos( 42 AA  ，及  

)sin( 531 AAA  = )3sin( 42 AA  = )sin( 42 AA  ，轉換內角，最後得  

41 cos AV )cos( 422 AAV  − )cos( 513 AAV   

= − )cos( 4154 AAAV  + )cos( 415 AAV   ··································· (5-1G) 

41 sin AV )sin( 422 AAV  + )sin( 513 AAV   

= )sin( 4154 AAAV  − )sin( 415 AAV   ······································· (5-2G) 

方程式 (5-1G)式與 (5-2G)式即為推證出的第二組五邊形的邊角方程式。  

 

(2) 圖解五邊形邊角方程式的意義  

 

圖 9 

 

(I) 觀察 (Case 1)中的 (5-1T)式與 (5-2T)式這兩方程式，有兩個內角的差，即 43 AA  ，請看

上圖 9 當頂角 3A 4A 時， (這不失為一般性作圖假設 ) 

(a) 在頂角 3A 內側作射線 3A B，使 BAA 32 恰等於頂角 4A ，則  = 4A ，  

(b) 自頂點 2A 對射線 3A B 作一垂直射線 2A C，使 C 點為垂直線交點。  

(c) 自頂點 4A 對射線 3A B 作一垂直射線 4A E，使 D 點為兩垂直線交點。  

(d) 再自頂點 2A 作一與射線 3A B 平行的平行射線 2A H，另自頂點 1A 作一與射線 2A H

相垂直的射線 1A G，使兩射線的垂直交點為 H 點。  
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(e) 再自頂點 5A 作一與射線 3A B 平行的平行射線 5A E，使射線 5A E 與射線 4A E 相交

於 E 點，而 E 點為垂直點。至此，作圖 9 完成。  

(f) 現在看方程式 (5-1T)式的各項在圖 9 中出現的位置；  

(f-1) 參閱圖 9 在頂點 2A 位置處，兩角度 2A + = 2A + 4A =   ，則 )cos( 42 AA 

= cos ， )sin( 42 AA  = sin ，故 )cos( 421 AAV  = cos1V 的值即為

投影線段 2A H 的負值。  

(f-2) 42 cos AV 的值即為投影線段 3A C 的負值。  

(f-3) )cos( 433 AAV  的值即為投影線段 3A D 的正值。  

(f-4) 請看圖 9 中的三角形 BAA 43 ，內角 = 3A ，則 34 cos AV = cos4V 其

值即為投影線段 5A E 的正值。  

(f-5) 在頂點 5A 位置處， 5A ， =  53 AA ，則 cos = )cos( 53 AA  ，

sin = )sin( 53 AA  ， 而 )cos( 535 AAV  = cos5V 即 為 投 影 線 段 5A G

的負值，以上這五項的值恰好滿足了方程式  (5-1T)式。  

(g) 現在看方程式  (5-2T)式的各項在圖 9.中出現的位置；  

(g-1) )sin( 421 AAV  = sin1V 的值即為線段 1A H 的負值。  

(g-2) 42 sin AV 的值即為線段 2A C 的負值。  

(g-3) )sin( 433 AAV  的值即為線段 4A D 的負值。  

(g-4) 34 sin AV = sin4V 的值即為線段 4A E 的正值。  

(g-5) )sin( 535 AAV  = sin5V 的值即為線段 1A G 的正值。  

以上這五項的值恰好滿足了方程式 (5-2T)式。  

 

 

(II) 觀察 (Case 2).中的 (5-1G)式與 (5-2G)式這兩方程式，有兩個內角的差，即 41 AA  ，請

看上圖 11 當頂角 1A 4A 時， (這不失為一般性作圖假設 ) 

 

圖 10 

 

圖 11
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(a) 在頂角 1A 內側作射線 1A H，使 HAA 12 恰等於頂角 4A ，  

(b) 自頂點 2A 對射線 1A H 作一垂直射線 2A B，使 B 點為垂直線交點。  

(c) 自頂點 4A 作一與射線 1A H 平行的平行射線 4A E，  

(d) 再自頂點 3A 作一與射線 1A H 平行的平行射線 3A C，射線 3A C 與射線 2A B 相互垂

直於 C 點，另自頂點 3A 作一與射線 4A E 相垂直的射線 3A D，使兩射線的垂直交

點為 D 點。  

(e) 再自頂點 5A 作一與射線 1A H 相垂直的射線 5A E，使射線 5A E 與射線 4A E 相交於

E 點，而 E 點為垂直點。另再使射線 5A E 與射線 1A H 相交於 F 點，而 F 點為垂直

點。至此，作圖 11 完成。  

(f) 現在看方程式 (5-1G)式的各項在圖 11 中出現的位置；  

(f-1) 41 cos AV  的值即為投影線段 1A B。  

(f-2) 圖 11 中的 CAA 32 = = 42 AA  ，而 )cos(cos 42 AA  ， sin =

)sin( 42 AA  ，則 )cos( 422 AAV  = cos2V 的值即為投影線段 3A C。  

(f-3) 圖 11 中的  = )( 415 AAA  ，而在頂點 4A 處 4A + )( 415 AAA  = +

 = 15 AA  ， )cos( 15 AA  = cos ， )sin( 15 AA  = sin ， 所 以

)cos( 513 AAV  = cos3V  的值即為投影線段 4A D。  

(f-4) )cos( 4154 AAAV  = cos4V  的值即為投影線段 4A E。  

(f-5) )cos( 415 AAV  的值即為投影線段 1A F。  

以上這五項的值恰好滿足了方程式  (5-1G)式。  

(g) 同理，方程式 (5-2G)式的各項值也都滿足了在圖 11 中出現的相關位置。  

由上述圖示解說，可確認知方程式 (5-1T)式，(5-2T)式，(5-1G)式與 (5-2G)式四式必為

早已自然存在的一般化五邊形恆等式。  

 

B-4. 平面凸六邊形的邊角方程式：  

(1) 推證平面凸六邊形的邊角方程式  

在平面上給定一個凸六邊形 654321 AAAAAA ，令線段 21 AA = 1V ， 32 AA = 2V ， 43 AA =

3V ， 54 AA = 4V ， 65 AA = 5V ， 16 AA = 6V ，如下圖 12 由引理 1 取 n=6 代入方程式 (1)與 (2)，

並作內角轉換，可得下列兩式；  
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         圖 12                            圖 13 

1V 22 cos AV + )cos( 323 AAV  )cos( 4324 AAAV   

)cos( 165 AAV  16 cos AV = 0 ················································ (6-1) 

22 sin AV )sin( 323 AAV  )sin( 4324 AAAV  )sin( 165 AAV   

16 sin AV = 0 ······································································· (6-2) 

由引理 2 並令 為角度修正參數，內角組合僅選取下列 1 種情況為例；  

選 取   2531 AAA ,   2642 AAA , 分 別 代 入 方 程 式 (6-1)式 與  

(6-2) 式中；倣效 B-2 的 (Case 1) 聯立解出，省略計算過程，得  

)cos( 6421 AAAV  )cos( 642 AAV  )cos( 3643 AAAV 

)cos( 364 AAV  )cos( 5365 AAAV  0)cos( 536  AAV  ········· (6-1T)  

)sin( 6421 AAAV  )sin( 642 AAV  )sin( 3643 AAAV   

)sin( 364 AAV  )sin( 5365 AAAV  0)sin( 536  AAV  ··········· (6-2T)  

方程式 (6-1T)式與 (6-2T)式即為推證出的一組六邊形的邊角方程式。  

 

(2) 圖解六邊形邊角方程式的意義  

觀察方程式中的  (6-1T)式與 (6-2T)式這兩方程式，有兩個內角的差，即 36 AA  ，

請看上圖 12 與圖 13 當頂角 6A 3A 時， (這不失為一般性作圖假設 ) 

(a) 在頂角 6A 處內側作射線 6A B，使 BAA 61 恰等於頂角 3A ，則   = 36 AA  ，  

(b) 通過頂點 4A 處作一直線 CD，使 CAA 45 恰等於  = 36 AA  。  

(c) 接下來，仿效前述五邊形過程，將 (6-1T)式與 (6-2T)式的各項投影線段作圖全部呈
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現在上圖 13.的圖示中，請依樣作圖模擬即可理解邊角方程式的意義。  

 

B-5. 平面凸七邊形的邊角方程式：  

(1) 推證平面凸七邊形的邊角方程式  

 

  圖 14                         圖 15 

 

在平面上給定一個凸七邊形 7654321 AAAAAAA ，如圖 14 由引理 2 並令 為角度

修正參數，內角組合僅選取下列 1 種情況為例；  

選取   )5.2(7531 AAAA , ,   )5.2(642 AAA , 分別代入方程

式中，仿效前述運算過程並化簡，最後得  

)cos( 6421 AAAV  )cos( 642 AAV  )cos( 3643 AAAV 

)cos( 364 AAV  )cos( 5365 AAAV  )cos( 536 AAV 

0)cos( 7537  AAAV  ····················································· (7-1T)  

)sin( 6421 AAAV  )sin( 642 AAV  )sin( 3643 AAAV 

)sin( 364 AAV  )sin( 5365 AAAV  )sin( 536 AAV 

0)sin( 7537  AAAV  ······················································ (7-2T)  

方程式 (7-1T)式與 (7-2T)式即為推證出的一組七邊形的邊角方程式。  

 

(2) 圖解七邊形邊角方程式的意義   

請看上圖 14 與圖 15 當頂角 6A 3A 時， (這不失為一般性作圖假設 ) 

(a) 圖 14.中，在頂角 6A 處內側預先作一射線，將頂角 6A 分割成一頂角角度 3A 及另

一角度  ，使得   = 36 AA  。  

(b) 圖 15.中，通過頂點 4A 處作一直線 CB，使 BAA 45 恰等於  = 36 AA  。  

(c) 接下來，仿效前述五邊形過程，將 (7-1T)式與 (7-2T)式的各項投影線段作圖全部呈

現在上圖 15 的圖示中，請依樣作圖模擬即可理解邊角方程式的意義。  
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B-6. 平面凸八邊形的邊角方程式：  

(1) 推證平面凸八邊形的邊角方程式  

在平面上給定一個凸八邊形 87654321 AAAAAAAA ，如圖 16 

 

                  圖 16                          圖 17 

 

由引理 2 並令 為角度修正參數，內角組合僅選取下列 1 種情況為例；  

選取   37531 AAAA ，   38642 AAAA ，分別代入方程式中，

仿效前述運算過程並化簡，最後得  

)cos( 86421 AAAAV  )cos( 8642 AAAV   

)cos( 38643 AAAAV  )cos( 3864 AAAV   

)cos( 53865 AAAAV  )cos( 5386 AAAV   

)cos( 75387 AAAAV  0)cos( 7538  AAAV  ··················· (8-1T)  

)sin( 86421 AAAAV  )sin( 8642 AAAV    

)sin( 38643 AAAAV  )sin( 3864 AAAV   

)sin( 53865 AAAAV  )sin( 5386 AAAV   

)sin( 75387 AAAAV  0)sin( 7538  AAAV  ···················· (8-2T)  

方程式 (8-1T)式與 (8-2T)式即為推證出的一組八邊形的邊角方程式。  

 

(2) 圖解八邊形邊角方程式的意義  

觀 察 方 程 式 中 的 (8-1T) 式 與 (8-2T) 式 這 兩 方 程 式 ， 有 最 簡 要 的 內 角 組 合 ， 即

386 AAA  ，請看圖 16 與圖 17 當頂角 86 AA  3A 時，  

(a) 圖 16.中，在頂角 6A 處外側預先作一射線 6A Q ，使 QAA 65 恰等於頂角 8A ，再

作一射線 6A R，使 RQA6 恰等於頂角 3A ，則  RAA 67 = 386 AAA  。  
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(b) 圖 17.中，通過頂點 4A 處向外側作一直線 4A M，使 MAA 45 恰等於  

RAA 67 = 386 AAA  。  

(c) 接下來，仿效前述五邊形過程，將 (8-1T)式與 (8-2T)式的各項投影線段作圖全部呈

現在上圖 17 的圖示中，請依樣作圖模擬即可理解邊角方程式的意義。  

 

B-7. 平面凸九邊形的邊角方程式：  

(1) 推證平面凸九邊形的邊角方程式  

在平面上給定一個凸九邊形 987321 .... AAAAAA ，如下圖 18。  

 
                    圖 18                            圖 19 

 

由 引 理 2 並 令  為 角 度 修 正 參 數 ， 內 角 組 合 僅 選 取 下 列 1 種 情 況 為 例 ； 選 取

  )5.3(97531 AAAAA ，   )5.3(8642 AAAA ，分別代入方程式中；

並化簡，仿效前述運算過程，最後得  

)cos( 86421 AAAAV  )cos( 8642 AAAV   

)cos( 38643 AAAAV  )cos( 3864 AAAV   

)cos( 53865 AAAAV  )cos( 5386 AAAV   

)cos( 75387 AAAAV  )cos( 7538 AAAV 

0)cos( 97539  AAAAV  ················································································· (9-1T)  

)sin( 86421 AAAAV  )sin( 8642 AAAV   

)sin( 38643 AAAAV  )sin( 3864 AAAV   

)sin( 53865 AAAAV  )sin( 5386 AAAV   

)sin( 75387 AAAAV  )sin( 7538 AAAV   

0)sin( 97539  AAAAV  ················································································· (9-2T)  
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方程式 (9-1T)式與 (9-2T)式即為推證出的一組九邊形的邊角方程式。  

 

(2) 圖解九邊形邊角方程式的意義   

觀 察 方 程 式 中 的 (9-1T) 式 與 (9-2T) 式 這 兩 方 程 式 ， 有 最 簡 要 的 內 角 組 合 ， 即

386 AAA  ，請看圖 18 與圖 19 當頂角 86 AA  3A 時，  

(a) 圖 18.中，在頂角 6A 處外側預先作一射線 6A Q，使 QAA 65 恰等於頂角 8A ，再作

一射線 6A R，使 RQA6 恰等於頂角 3A ，則 RAA 67 = 386 AAA  。  

(b) 圖 19 中 ， 通 過 頂 點 4A 處 向 外 側 作 一 直 線 4A M， 使 MAA 45 恰 等 於 RAA 67 =

386 AAA  。  

(c) 接下來，仿效前述五邊形過程，將 (9-1T)式與 (9-2T)式的各項投影線段作圖全部呈

現在上圖 19 的圖示中，請依樣作圖模擬即可理解邊角方程式的意義。   

 

本文的說明中僅列舉上述三至九邊形的邊角恆等式證明及圖解情形，而十邊形以上所

有圖形者也全都能仿照前述方法一一展現。當需要運用到更多邊形的邊角恆等式，我們就

會有更多樣性的思考理念找出最適合的角度組合恆等式來應用。  

 

參、結論  

檢視正文內明列的各型多邊形恆等式內涵，可發現方程式裡有部份項數的內角組合是

含有內角差之型態，其餘項數則是純加法性內角組合；此兩類型的組合項數在需要被選取

時，恰好可以適當地作為替代互換！尤其這些帶有純加法性內角組合的項數恰能完美巧妙

地被代換在平面凸多邊形的面積公式中！  

在本文的推證說理圖解過程中，每一凸多邊形都僅選取代表性的一或二種內角組合來

作展示 . 事實上，每一凸多邊形皆有包含許多種相異的內角組合，而每一組合都會有意想

不到的用途，都能形成完全正確且有幾何意義的邊角恆等式。  

幾何作圖時，歷經反覆思考，終於歸納出一套成功的作圖準則；(1)即對三，四，五邊

形圖形須從有出現兩內角差的項開始分析起，先作出兩內角差的角度，接著觀察圖形的內

角相關位置，即可逐項找出內角組合的圖解意義。 (2)六邊形以上者須從第 4 項的邊長 4V

內角組合開始分析作圖，即先在頂點 4A 處向外側作出 4V 內角組合的一直線，然後依序至

3V , 2V , 1V , nV , 1nV ,…, 9V , 8V , 7V , 6V , 5V 等各邊長順序在各頂點處各作出相關的平行線和垂

直線，以尋找出所對應的不同內角配置。這個過程是最關鍵的，因而可由此作出恆等式中

每一項出現的投影線段，再比對這些投影線段的正負值，即可徹底理解整體方程式裡的邊

長與內角組合關係項數都是自然形成的正確多邊形恆等式。  
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幾何圖示中，是由選取內角差的邊長開始作圖，例如 4V 邊，以順時針方向順勢作出各

邊長角度投影線段來完成整個作圖過程。實際上，亦可以逆時針方向依序作出各頂點處相

關的平行線和垂直線，以證明恆等式的圓滿圖形意義。  

無論何種情況，所有作圖圖形中第一條被作出的直線就是指標線！自所有其餘頂點作

出的平行線與垂直線都以它為基準，而恆等式中每一項的投影線段正負值也都能定向地投

射到這指標線上或指標線的垂直線上。  
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