
 

- 30 - 

多堆鴿尾式外洗牌之最少次數探討 

楊蕎卉  吳舜曄  曾巧閔  蘇柏奇* 游淑媛  
苗栗縣立興華高級中學  

壹、前言  

撲克牌的洗牌手法眾多，常見的鴿尾式洗牌 (Riffle shuffle)為將一疊牌均分為兩疊，

然後將兩疊牌一張張相互交錯形成新的排序，例如：手邊有 8 張牌時，由上而下依序編號

為 1 到 8，原始排序為 12345678，將牌均分為上半疊 1234 及下半疊 5678，然後將兩疊牌

交錯排列，依照最上面的牌來自於哪一疊，區分為外洗牌 (out shuffle)與內洗牌 (in shuffle)，

所得新的排序分別為 15263748 及 51627384。以此方式重複洗牌多次，總會回到初始排序，

例如本例經過 3 次外洗牌 12345678→15263748→13572468→12345678 回到初始排序；而

經過 3 次內洗牌得到恰好顛倒的排序 12345678→51627384→75318642→87654321，故知

經過 6 次內洗牌會回到初始排序。  

 

事實上，當所分兩疊牌數不相等時，也能進行鴿尾式洗牌。例如 102 年度基本學力測

驗數學科試題第 28 題提到了一個撲克牌洗牌次數問題，將手上 5 張牌依顏色分成兩堆，

將右 手之 牌 依序 插入 左 手之 牌的 間 隔之 中形 成 新的 排序 ， 此種 洗牌 方 法即 為鴿 尾 式外 洗

牌。不難得知，若右手之牌數多於左手之牌數，則經過一次鴿尾式外洗牌後，部分右手之

牌的位置不會改變，例如兩堆分別有 3、6 張，排序為 123456789，經過一次洗牌後得到

142536789，編號 6, 7, 8, 9 的牌之位置皆未變動，即與兩堆分別有 3、2 張的情形相同，

故僅需討論左手牌數大於右手牌數的情形。  

 

* 為本文通訊作者  
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(圖形引自 102 年度基本學力測驗數學科試題 ) 

 

貳、文獻探討  

林建維、陳奕均、吳彥澄等人探討此洗牌問題，他們觀察牌位置變化的規律，發現除

了左 1 之牌從未變動外，其它的位置之牌有循環的現象，例如左、右分別有 4、2 張時，

左 1 到左 4 的牌為 1234，右 1 到右 2 的牌為 AB，洗牌 6 次回到初始排序，洗牌過程中左

2、左 3、右 1 三個位置的牌為一個循環（每次洗牌時，左 2、左 3、右 1 之牌分別移動至

左 3、右 1、左 2），每經過 3 次洗牌，此三張牌會回到初始位置；左 4、右 2 則為另一個

循環，每經過 2 次洗牌，此兩張牌會回到初始位置。故經過 2 與 3 的最小公倍數 6 次洗牌

可回到初始排序。事實上，當左手偶數張牌時，都會形成兩個循環；左手有奇數張牌時，

所有位置之牌形成一個循環，例如左手 3 張牌時，每次洗牌時，左 2、左 3、右 2、右 1 之

牌分別移動至左 3、右 2、右 1、左 2。  

       循環   循環  
      位置  
次數  

左

1 
左

2 
左

3 
左

4 
右

1 
右

2 
左

2 
左

3 
右

1 
 

左

4 
右

2 

初始排序  1 2 3 4 A B 2 3 A  4 B 

1 1 A 2 B 3 4 A 2 3  B 4 

2 1 3 A 4 2 B 3 A 2  4 B 

3 1 2 3 B A 4 2 3 A  B 4 

4 1 A 2 4 3 B A 2 3  4 B 

5 1 3 A B 2 4 3 A 2  B 4 

6 1 2 3 4 A B 2 3 A  4 B 

 
    循環  
      位置

次數  
左

1 
左

2 
左

3 
右

1 
右

2 
左

2 
左

3 
右

2 
右

1 

初始排序  1 2 3 A B 2 3 B A 

1 1 A 2 B 3 A 2 3 B 

2 1 B A 3 2 B A 2 3 

3 1 3 B 2 A 3 B A 2 

4 1 2 3 A B 2 3 B A 
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林建維、陳奕均、吳彥澄等人接著探討右手有 3 張牌的情形，他們發現左 2 之前將被

插入一張牌，故左 2 的牌移動到左 3、其餘左手的位置（除了左 1 和左 2）之前將被插入

兩張牌，故右移兩個位置，而右 1 的牌移動到左 2、右 2 的牌移動到左 4。他們依照位置

的變化將位置區分為以左 2、左 4、左 6 為段首，右 1、右 2、右 3 為段尾的三段（依照左

手牌之數量，決定各段之尾為何，詳如下表），接著根據右 1 的牌移動到左 2、右 2 的牌

移動到左 4、右 3 的牌移動到左 6 的規則來決定哪些段會組成循環，最後再由各循環之位

置個數的最小公倍數得回到初始排序的最少洗牌次數。而這樣的方法，也能運用至右手有

更多張牌的情形。  

 

（圖形引自科學教育月刊第 372 期）  

 

編號  段首位置  
段尾位置  

左手 3k 張  左手 3k+1 張  左手 3k+2 張  

1 左 2 右 2 右 1 右 3 

2 左 4 右 1 右 3 右 2 

3 左 6 右 3 右 2 右 1 
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相較於林建維、陳奕均、吳彥澄等人觀察位置變化來解題，黃莉芸、邱文均以牌的編

號來取代位置的編號，因左 1 位置上的牌從未變動，故編為 0，其餘的牌自左 2 開始，依

序編號為 1, 2, 3, …，當左、右手分別有 3, 2 張時，初始排序記為 01234，經過一次洗牌

變成 03142，可看出每次洗牌即為各張牌的重新排序，故可用抽象代數之排列 permutation

來表示洗牌過程，當左、右手分別有 n1, n2 張時，以ߪ௡భ,௡మ		來表示洗牌操作，回到初始位置

的最少洗牌次數記為݀ݎ݋൫ߪ௡భ,௡మ൯。其中編號 0 的牌從未變動位置，方便起見有時予以省略。 

排列有兩種表示法，其一為利用矩陣符號將自然排序寫在第一列，並將排列後的排序

寫在第二列，如 









2413

4321
2,3 ；第二種表示法稱為輪換分解，將ߪ௡భ,௡మ		表示為若干

個 cycle 的合成，事實上，cycle 內的牌號可對應到林建維等人之位置編號，cycle 的長度

相當於林建維等人之循環內的位置個數，故每個 cycle 長度的最小公倍數即為將牌洗回初

始排序的最少洗牌次數。例如ߪ	ଷ,ଶ		將 1↦3，先得 (1  3, 接著ߪ	ଷ,ଶ		將 3↦4, 續得 (1  3  4, 再

接著ߪ	ଷ,ଶ		將 4↦2，得 (1  3  4  2, 最後ߪ	ଷ,ଶ		將 2↦1，故得 (1  3  4  2)，這個 cycle 的長

度 為 4 ， 經 過 4 次 洗 牌 ， 每 張 牌 回 到 初 始 位 置 ， 即 4)( 2,3 ord 。 再 例 如











32514

54321
2,4 先由 1↦4, 4↦2, 2↦1 得 )241( ，且 3↦5, 5↦3, 得 )53( ，

即得 )241(2,4  )53( ，這兩個 cycle 的長度分別為 3, 2，經過 6)2,3( lcm 次洗牌，

每張牌回到初始位置，即݀ݎ݋൫ߪସ,ଶ൯ ൌ 6。  

黃莉芸、邱文均觀察到當 6i 時， 3,1n  將 ݅ ↦ ݅ െ3, 故 cycle 中存在若干個公差為 3

的等差數列，例如：  

 

)6,9,12,15,5,8,11,14,3)(2,4,7,10,13,1(        

121110987654315214113

151413121110987654321
3,31













 

 

進而將牌區分為三個「圈數列」（註：相當於林建維等人的分段），分法如下：先以右手的

牌 13, 14, 15 為三個圈數列的第二項，由 1↦13, 3↦14, 5↦15 得三個首項分別為 1, 3, 5，

以首項為標記將此三個圈數列分別記為<C3,1>、<C3,3>和<C3,5>，接著由 13↦10, 14↦11, 

15↦12 得第 3 項分別為 10, 11, 12；同理再得第 4 項分別為 7, 8, 9；再得第 5 項分別為 4, 

5, 6，但 5 為<C3,5>的首項，故<C3,3>的末項為 8、末項對應數為 5；再得第<C3,1>、<C3,5>
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的第 6 項分別為 2, 3，同理<C3,5>的末項為 6、末項對應數為 3；再得<C3,1>的第 7 項為 1，

同理<C3,1>的末項為 2、末項對應數為 1。將圈數列末項對應的數以括號列於圈數列末項

之後，得三個圈數列如下：  













)3(,6,9,12,15,5

)5(,8,11,14,3

)1(,2,4,7,10,13,1

5,3

3,3

1,3

C

C

C

 

進一步定義 yxb , ，僅列出各圈數列首項及末項所對應的數來簡化圈數列接續的問題，因

3,13 之 圈 數 列 首 項 依 序 為 1, 3, 5 ， 末 項 對 應 的 數 依 序 為 1, 5, 3 ， 得

)5,3)(1(
351

531
3,13 








b ，由此即可知<C3,1>形成一個圈，<C3,3>和<C3,5>接續成一個圈。 

當右手有 n2 張時，則可分成 n2 個圈數列，原始問題「每個 cycle 的長度為何？」轉

化為「每個圈數列有幾項？」及「圈數列如何接續？（即求ܾߪ௡భ,௡మ		）」，黃莉芸、邱文均提

供求解方法如下：  

【文獻結論 1】（黃莉芸、邱文均 [5]，定理 6）  

當 21 knn  時，令 i
icin 212  , i=1~n2 則  

21 ,nnb = 






 

2
......

12...12...531

321

2

ni ccccc

ni
，且  < 1,22 inC > 有 ik  項。  

以求 )( ,77kord  為例，說明如下：  

由 72 n 得 i
ici 26  ，即得








)0,2,0,1,0,3,0(),...,,(

)13,3,11,5,9,1,7(),...,,(

721

721


ccc

, 

再得 7,7kb 







133115917

131197531
=(1,7,5,9,11,3)(13)，  

且七個圈數列依序有 k, k+3, k, k+1, k, k+2, k 項，  

由 (1,7,5,9,11,3)得其中一個 cycle 有 k+(k+1)+ k + k + (k+2) + (k+3) = 6k+6 項  

由 (13)得另一個 cycle 有 k 項，故得 ).,66()( ,77 kklcmord k   
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【文獻結論 2】（黃莉芸、邱文均 [5]，定理 7）   

若 dknn  21 (d=1~ 12 n )，令










)1 (21

)11 (21

22

22

nidncdi

dnicidn
i

i

i

i

其中

其中




，則：  

(1) 
21 ,nnb 







 

2
......

12...12...531

321

2

ni ccccc

ni
。  

(2) < 1,22 inC > 項數為







)1 (1

)11 (

22

2

nidnk

dnik

i

i




。  

以求 )( ,737 kord  為例，說明如下：  

由 3d , 72 n 得










)75 (22

)51 (29

ici

ici
i

i

i

i





，即得  








)0,3,0,0,2,0,1(),...,,(

)9,1,7,13,3,11,5(),...,,(

721

721


ccc

，  

再得  7,37kb 







917133115

131197531
=(1,5,3,11) (7,13,9)，  

且七個圈數列依序有 k+1, k, k+2, k, k+1, k+4, k +1 項，  

由 (1,5,3,11) 得其中一個 cycle 有 (k+1)+(k+2)+ k + (k+4) = 4k+7 項，  

由 (7,13,9) 得另一個 cycle 有 k + (k+1) + (k+1) = 3k+2 項，  

故得 ).23,74()( ,737  kklcmord k  

若增加牌的堆數以推廣上面的問題，首先面臨的是如何洗牌？我們發現 1994 年 P. 

Glaister 提到將 n 張牌均分成 m 堆的多堆洗牌程序，例如：當 12 張牌時，原始排序為 0, 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ,11，洗牌時先均分為 4 堆，依序抽出每堆第一張 0, 3, 6, 9，再依

序抽出每堆第二張 1, 4, 7, 10，再依序抽出每堆第三張 2, 5, 8, 11，故經過一次洗牌後，變

成 0, 3, 6, 9, 1, 4, 7, 10, 2, 5, 8, 11。P. Glaister 提到回到初始排序的最少洗牌次數為滿足

同餘式 1km (mod 1n ) 的最小整數 k。（註：同餘的符號為≡，當兩個整數 a, b 除以同

一個正整數 c，若得相同餘數，則稱 a, b 對於模 c 同餘，記為 ba (mod c)。）  
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【文獻結論 3】P. Glaister 

若將 n 張牌等分成 m 堆，  

則回到原來次序所需的最少向下洗牌次數為滿足 1km (mod 1n )的最小整數 k. 

本研究探討的洗牌程序為：當三堆分別有 3、2、1 張時，初始排序為 0, 1, 2, 3, 4, 5，

依序抽出每堆第一張 0,3,5，再依序抽出每堆第二張 1,4，再依序抽出每堆第三張 2，故經

過一次洗牌後成：0, 3, 5, 1, 4, 2。再例如三堆分別有 4、1、2 張時，初始排序為 0, 1, 2, 3, 

4, 5, 6，經過一次洗牌後成 0, 4, 5, 1, 6, 2, 3。我們將這樣的洗牌方式稱為多堆鴿尾式外洗

牌，延續並修正黃莉芸、邱文均所定義的工具來探討最少經過多少次這樣的洗牌程序才能

回到初始排序。  

 

 

參、多堆洗牌的最少洗牌次數  

當有 h 堆牌，各堆依序有 hnnn ,..,, 21  (其中  hnnnn ,...,,max 321   )張時，由左而右將

牌依序編號為 0, 1, 2,… , 1
1




h

i
in 。洗牌過程中，會陸續遇到某些堆之牌已抽完的狀況，

例如 ,5,215  可區分為三堆皆有牌（如紅色底線）、第一、二堆有牌（如藍色底線）、只有第

一堆有牌（如綠色底線）等三個階段。又 ଵହ,ହ,ଶߪ  ൌ(1, 15, 8, 3)(2, 20, 13, 6)(4, 16, 9, 18, 11, 
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19, 12, 5, 21, 14, 7, 17, 10)，故 52)13,4,4()( ,5,215  lcmord  ，我們將利用圈數列等工具來

求最少洗牌次數。  

 

討論一般的情形，根據
hnnn ..., ,, 21

 ，以第 2 堆到第 h 堆的牌為第二項，定義 



h

i
ins

2

個圈數列（各個圈數列依照第二項之大小排序）及
hnnnb ..., ,, 21

 如下：  

【定義 1】
hnnn ..., ,, 21

 的 s 個圈數列及
hnnnb ..., ,, 21

  

1. )(,...,,, ,2,1, iiiii bcccC
i

 , 其中 112,  inci , i =1, 2,…, s 

2. 









s

s
nnn bbbb

cccc
b

h ...

...

321

1,1,31,21,1
..., ,, 21

  

例如： ,5,215 的 7 個圈數列及 ,5,215b 如下：  

























)7(,14,21,5

)2(,6,13,20,2

)5(,12,19,11

)11(,18,9

)4(,10,17,7

)9(,16,4

)1(,3,8,15,1

7

6

5

4

3

2

1

C

C

C

C

C

C

C

 ; 

)2)(7,5,11,9,4)(1(
72511491

52119741
15,5,2 








b . 

 

若能快速求得各圈數列之 1,ic 及 ib 即可得
hnnnb ..., ,, 21

 , 再由 i 即可得每個 cycle 的長度，進

而得到最少洗牌次數。以下將探討如何求得 1,ic 、 ib 及 i 。  

令 dskn 1 , sd 0 ， 並 將 hnnn ,...,, 32 由 大 而 小 排 序 為 121 ,...,, hmmm ( 即

1 ii mm ), 則經過抽出每堆的前 1m 張牌後（第 2~h 堆牌皆已抽完，共抽出 1ms  張牌），
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只剩下第一堆的牌之編號為 ... ,2 ,1 , 111  mmm ，即  













...21...

...21...

111

111

mmm

msmsms
 ， 因 此 得 到 當 1msi  時 ，

hnnn ..., ,, 21
 將

sii  ， 故 每 個 圈 數 列 中 皆 有 一 段 公 差 為 s 的 等 差 數 列 （ 即 kiii ccc ,3,2, ,...,, 為 等 差 數

列），由 112,  inci 得 skcc iki )2(2,,  12  ids . 以下將由 2,ic 得 1,ic , 由 kic , 得

iic , , i 及 ib , 以三堆為例，說明如下：  

1. 由 2,ic 求 1,ic ：  

  為方便起見，定義 1,1,31,21,1 ...,,,, sccccA  ，當 32 nn  時：  

 

由1 → ݊ଵ, 4 → ݊ଵ ൅ 1, …, 3݊ଷ ൅ 1 → ݊ଵ ൅ ݊ଷ ൅ 1,… 及2 → ݊ଵ ൅ ݊ଶ, 5 → ݊ଵ ൅ ݊ଶ ൅ 1,… 

得 〈ܣ〉 ൌ 1, 4, … , 3݊ଷ െ 2,ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௡య	項 ， 公 差 ଷ

3݊ଷ ൅ 1, 3݊ଷ ൅ 3,… , 2݊ଶ ൅ ݊ଷ െ 1,ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௡మି௡య	項 ， 公 差 ଶ

2, 5, … , 3݊ଷ െ 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௡య	項 ， 公 差 ଷ

 

同理， 32 nn  時， 〈ܣ〉 ൌ 1, 4, … , 3݊ଶ െ 2,ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௡మ	項 ， 公 差 ଷ

2, 5, … , 3݊ଶ െ 1,ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௡మ	項 ， 公 差 ଷ

; 

   32 nn  時，  

〈ܣ〉       ൌ 1, 4, … , 3݊ଶ െ 2,ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௡మ	項 ， 公 差 ଷ

2, 5, … , 3݊ଶ െ 1,ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௡మ	項 ， 公 差 ଷ

3݊ଶ ൅ 1, … , 2݊ଶ ൅ ݊ଷ െ 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௡యି௡మ	項 ， 公 差 ଶ

 

2. 由 kic , 求 ib ：  

  當 kj  時， 1,, jiji cc  之 1, jic 必為第一堆的牌，以  "－" 註記 中第二、三堆的

牌如下：  
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得遞迴式
























12,,

12,2
2,

2,
,

1,

2,

223,
2

33,
3

mmcsc

mmcm
mc

mc
c

c

jiji

ji
ji

ji
ji

ji , 

反 覆 利 用 遞 迴 式 依 序 得 1, kic , 2, kic , …, 
iic , , ib . 方 便 起 見 ， 定 義 集 合

}1|{ 1, sicA i  。由 tic , 算得 1, tic 時，若 Ac ti 1, , 則 ti  且 1,  tii cb 。  

例如：求 ?)( ,6,28 kord   

由 112,  inci 得  






 5 ,2 ,13 ,11 ,9 ,7 ,4 ,1 

5 ,2 ,13 ,11 ,9 ,7 ,4 ,1

A

A
 

由 12,  idsc ki  得   )23,22,21,20,19,18,17,16(,...,, ,8,2,1 kkk ccc  

再由遞迴關係ܥ௜,௝ାଵ ൌ

ە
۔

ۓ
஼೔,ೕ
ଷ
௜,௝ܥ												, ൑ 3

஼೔,ೕିଶ

ଶ
,					6 ൑ ௜,௝ܥ ൑ 12	

௜,௝ܥ െ ௜,௝ܥ					,8 ൒ 14

 得

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
6 ↦ 8 ↦ 3 ↦ ሺ1ሻ
17 ↦ ሺ9ሻ
18 ↦ 10 ↦ ሺ4ሻ
19 ↦ ሺ11ሻ
20 ↦ 12 ↦ ሺ5ሻ
21 ↦ ሺ13ሻ
22 ↦ 14 ↦ 6 ↦ ሺ2ሻ
23 ↦ 15 ↦ ሺ7ሻ

，   

即得
 
 






)1,2,,1,,1.,2(,,,,,,,

)7,2,13,5,11,4,9,1(,,,,,,,

87654321

87654321

kkkkkkkk

bbbbbbbb


 

且得 )2)(13)(7,5,11,9,4)(1(
7213511491

5213119741
,6,28 








kb  

故得  

),35,2(),,,()( 76385421,6,28 kkklcmlcmord k   。  

 

肆、同堆同色之最少洗牌次數  

基測題目中，牌分成兩種顏色（同一堆的顏色相同），僅需將牌洗成兩邊顏色相同即
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可（不須每張牌回到原來的次序）。先考慮三堆分別有 n1、n2、n3 張牌的情形，以 1, 2, 3

來 表 示 三 種 顏 色 ， 但 仍 標 記 該 張 牌 初 始 位 置 ， 將 牌 編 號 為

111110 321212111
3,...,3,2,...,2,1,...1,1  nnnnnnnnn ，定義將牌 洗回同堆的 牌皆同色的 最少洗牌

次數為 )(
321 ,, nnncord  .  

三堆牌之中，只要兩堆同時洗回同色，第三堆也必定都同色，我們選擇觀察第二、三

堆牌同時洗回同色的次數。先觀察 )( ,3,14kord  與 )( ,3,14kcord  的關係：  

1. 由ߪସ௞,ଷ,ଵ ൌ ሺ1ଵ, 2ସ௞, … ,ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௞項

	1ସ, 2ସ௞ାଵ, … ,ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௞ାଵ 項

3ସ௞ାଷ, … , 1ଷᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௞ାଶ 項

ሻሺ1଺, 2ସ௞ାଶ, … , 1ଵ଴ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௞項

，  

得 ),33()( ,3,14 kklcmord k   

2. 只考慮顏色，得ߪସ௞,ଷ,ଵ ൌ ሺ1, 2,1… ,ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞項

	1, 2,1… ,ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞ାଵ 項

1, 3,1… ,1ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௞ାଶ 項

ሻሺ1, 2, 1… ,1ሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௞項

 

又因    11321321 ,,,...,,,,...,,, aaaaaaaaaa nnnn    

故ߪସ௞,ଷ,ଵ ൌ ሺ2,1… ,1ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞項

	2,1… ,1ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞ାଵ 項

3,1… ,1ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞ାଶ 項

ሻሺ1, 2, 1… ,1ሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௞項

 

經過 3k+3 次移動，ሺ2,1… ,1ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞項

	2,1… ,1ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞ାଵ 項

3,1… ,1ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞ାଶ 項

ሻ中的第二、三堆的牌回到第二、三堆；經過

k 次移動，ሺ2,1… , 1ᇣᇧᇤᇧᇥ
௞項

ሻ中的第二堆的牌回到第二堆，故得 ),33()( ,3,14 kklcmcord k  . 

上 述 )()( ,3,14,3,14 kk ordcord   代 表 僅 考 慮 顏 色 與 每 張 牌 都 回 到 初 始 位 置 的 洗 牌 次 數 相

同。  

若 cycle 包含 n 張同堆的牌（不妨設為第二堆），且 n 個圈數列分別有 nxxx  ..., , , 21 項，

即ሺ2, … ,ถ
௫భ項

2,… ,ถ
௫మ項

…2,…ต
௫೙項

ሻ，每張牌回到原來位置的洗牌次數為
n

ix
1

，當 nxxx  ...21 時，只

考慮顏色的洗牌次數為 
n

ix
n 1

1
；而當 ix , i =1~n 不完全相等時，只考慮顏色的洗牌次數仍

為
n

ix
1

。以下將藉由證明 ix , i =1~n 不完全相等來驗證 )()( ,...,,,...,, 2121 hh nnnnnn ordcord   。  
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首先，考慮皆有 α 項之圈數列  iC 、  jC , ji  接續成一個 cycle, 討論如下： 

1. 由 ji  ，得當  t1 時， tjti cc ,,  且 ji bb  。  

2. 由  iC 、  jC 接續成一個 cycle，反推得 









.........

......... 1,1,

ij

ij

bb

cc
b 之 ji bc 1,

且 ij bc 1, ，又因 1,1, ji cc  ，則得 ijij bccb  1,1, , 即得 ij bb  。  

上 述 所 得 ib , jb 之 大 小 關 係 產 生 矛 盾 ， 故 必 不 存 在 兩 圈 項 數 相 等 之 圈 數 列 接 續 成

cycle 的情形。同理可得不存在 n 個項數相同的圈數列接續成一個 cycle 的情形，得以下

結果：  

【定理 1】   )()( ,...,,,...,, 2121 hh nnnnnn ordcord   . 

 

伍、特殊情況的最少洗牌次數  

本節討論特定條件下的最少洗牌次數。  

 

一、每堆牌的數量相等 

文獻結論 3 的同餘式 1km (mod 1n )使我們聯想到歐拉定理：「若 gcd(a, n)=1，則

)(mod1)( na n 
」， 因 h 與 1hn 互 質 ， 得 1)1( hnh (mod 1hn ) ， 進 一 步 得

௡,௡,…,௡ᇣᇧᇤᇧᇥ	ߪሺ݀ݎ݋
೓	個

ሻ|߮ሺ݄݊ െ 1ሻ。例如： )8(|)( 3,3,3 ord 且 4)8(  , 故 4  2)( 3,3,3 orord  ；再例

如： )16(|)( 4,4,4,4 ord 且 8)16(  , 即 8  4  2)( 4,4,4,4 ororord  。  

（註：對正整數 n，歐拉函數 )(n 是小於或等於 n 的正整數中與 n 互質的數的數目，例

如 4)5(  。另外，若 r
rpppn   ...21

21 , 則  

)
1

1(...)
1

1()
1

1()(
21 rppp

nn  . ）  

當 每 堆 皆 有
th 張 牌 時 ， 滿 足 )1(mod01 1  tk hh 的 最 小 整 數 1 tk ， 即 得
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௛೟…..௛೟ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ	௛೟,௛೟,ߪሺ݀ݎ݋
೓	個

ሻ ൌ 	ݐ ൅ 1。  

例如： 2)()( 4,4,4,43,3,3   ordord , 3)()( 16,16,16,169,9,9   ordord 。  

【定理 ௡,௡,…,௡ᇣᇧᇤᇧᇥ	ߪሺ݀ݎ݋ .1 【2
೓	個

ሻ|߮ሺ݄݊ െ 1ሻ.       2. ݀ݎ݋ሺߪ௛೟,௛೟,	௛೟…..௛೟ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
೓	個

ሻ ൌ 	ݐ ൅ 	1. 

 

二、每堆牌的數量不完全相等 

先討論 nnn ,,1 ，  

由 









5151041493138212711160

1514131211109876543210
5,5,6  以第 2、3 堆

的牌為第二項，定義 10 個圈數列：

































)5(,15,14

)14(,11

)13(,8

)4(,12,5

)11(,2

)10(,13

)1(,3,9,10

)8(,7

)7(,4

)6(,1

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

 

可看出原先作為第二項的牌已經作為圈數列首項，故大部分圈數列僅有 1 項，若有第 2 項，

則 nici 2,  ( 如 ： 92,4 c , 122,7 c , 152,10 c ) 且
3
,

1,
ji

ji

c
c  , 2j . ( 如 ：

3
3

2,4
3,4 

c
c , 4

3
2,7

7 
c

b , 5
3

2,10
10 

c
b ). 因 此 ， 將 ni  表 示 為

3p ， 則 pbi  , 

 1i 。 例 如 ： 上 例 5,5,6 中 ， 當 4i ， 由
23154  ni ， 故 得 14 b 且

3124  。再如：當 6i ，由
031156  ni ，故得 116 b 且 1106  。
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不難得到 h 堆的情形如下：  

【定理 		,௡			௡ାଵ,ߪ【3 ௡….. ௡ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
೓	個

 

令 ihbni i
 ( )1(1  hni )，則：  

௡ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ		௡…..			௡,			௡ାଵ,ߪܾ .1
೓	個

ൌ ൬
1 1 ൅ ݄		
ܾଵ ܾଶ

⋯
⋯		

݄݊ െ ݄ ൅ 1 2 2 ൅ ݄
ܾ௡ ܾ௡ାଶ ܾ௡ାଶ

		
⋯
⋯	
݄݊ െ ݄ ൅ 2 ⋯

ܾଶ௡ ⋯		
݄݊ െ 2݄ ൅ 2
ܾ௡ሺ௛ିଵሻ

൰ 

2. ii  1 . 

例如： ?)( 3,3,3,3,4 ord  

將 n = 3、h = 5 代入 ݅ ൅ ݊ ൌ ܾ௜ ൈ ݄௥೔ 得 ݅ ൅ 3 ൌ ܾ௜ ൈ 5௥೔ሺ1 ൑ ݅ ൑ 12ሻ，  

得







)2,1,1,1,1,2,1,1,1,1,2,1(),...,,(

)3,14,13,12,11,2,9,8,7,6,1,4(),...,,(

1221

1221


bbb

 

   )6,11,8,7,2,3,14,9,12,13,4,1(
3141312112987614

1494138312721161
3,3,3,3,4 








b  

故 3,3,3,3,4b 為一個圈，有 15 項，故得 15)( 3,3,3,3,4 ord . 

作者之一楊蕎卉編寫 VB 程式求出 )( ,,1 nnnord  , 1≦n≦1000（流程圖及程式碼如附

錄），其中發現一個有趣的結果：  

當 n =3 t, t =0,1,2,3,4,5,6 時， 33)( ,,1  tord nnn  

進一步修改 VB 程式，增加堆數，設為 h 堆，檢驗 n=ht, t =1~13 的情形，得到以下結果：  

當 n =3 t, t =7~13 時， 33)( ,,1  tord nnn  

當 n =4 t, t =1~13 時， 44)( ,,,1  tord nnnn  

當 n =5 t, t =1~13 時， 55)( ,,,,1  tord nnnnn  

根據上述程式所得的結果，初步觀察推測「݀ݎ݋ሺߪ௛೟ାଵ,௛೟,	௛೟…..௛೟ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
೓	個

ሻ ൌ ݄ሺݐ	 ൅ 	1ሻ」，其證明及

進一步的性質留待後續探討。  
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【推測】  

௛೟…..௛೟ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ	௛೟ାଵ,௛೟,ߪሺ݀ݎ݋  
೓個

ሻ ൌ ݄ሺݐ	 ൅ 	1ሻ。  
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附錄： )( ,,1 nnnord  , 1≦n≦1000 的程式流程圖與程式碼  

 

Private Sub Command_Click() 

Dim NumberOldSort(5000) As Long '一開始的陣列  

Dim NumberNewSort(5000) As Long  '重新排過的陣列  

Dim Number1Sort(5000), Number2Sort(5000), Number3Sort(5000) As Long '三堆牌的陣

列  

Dim Number1, Number2, Number3, MaxNumber, IsTheSame, n As Long 

Dim NeedBeSortedNumber As Long  '排序的次數  

Open "c:\temp\SFile001.txt" For Output As #1 '開啟文字檔 ,開始寫入 n 值與排序次數  

For n = 1 To 1000 

'設原本舊陣列與新陣列是不相同的，0 是不相同；1 是相同  

IsTheSame = 0 

NeedBeSortedNumber = 0 

Number1 = n + 1 

Number2 = n 
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Number3 = n 

'找出三數之最大數，並將三個陣列的初起化皆設為 -1 

If Number1 >= Number2 And Number1 >= Number3 Then MaxNumber = Number1 

If Number2 >= Number3 And Number2 >= Number1 Then MaxNumber = Number2 

If Number3 >= Number1 And Number3 >= Number2 Then MaxNumber = Number3 

For i = 1 To MaxNumber 

    Number1Sort(i) = -1 

    Number2Sort(i) = -1 

    Number3Sort(i) = -1 

Next 

'從 0 循序填入陣列中，讓陣列內容呈現 0,1,2,3,4,..... 

For i = 0 To Number1 - 1 

NumberOldSort(i + 1) = i 

Number1Sort(i + 1) = i 

Next i 

For i = Number1 To Number1 + Number2 - 1 

NumberOldSort(i + 1) = i 

Number2Sort(i - Number1 + 1) = i 

Next i 

For i = Number1 + Number2 To Number1 + Number2 + Number3 - 1 

NumberOldSort(i + 1) = i 

Number3Sort(i + 1 - Number1 - Number2) = i 

Next i 

'計算需要重新排序幾次，才能與原陣列一樣  

While IsTheSame <> 1 

    '開始從各陣列挑一個數，重新排列  

    j = 1 

    For i = 1 To MaxNumber 

        If Number1Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number1Sort(i): j = j + 1 

        If Number2Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number2Sort(i): j = j + 1 

        If Number3Sort(i) <> -1 Then NumberNewSort(j) = Number3Sort(i): j = j + 1 

    Next i 

    NeedBeSortedNumber = NeedBeSortedNumber + 1 

    If NeedBeSortedNumber >= 5000 Then GoTo Over 

    '檢查重新排過的陣列與原陣列是否一樣  

    i = 1 

    While (NumberNewSort(i) = NumberOldSort(i)) And (i < Number1 + Number2 + 

Number3) 

       i = i + 1 

    Wend 
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    If i = Number1 + Number2 + Number3 Then 

        'MsgBox ("n=" & n & "共排序了" & NeedBeSortedNumber & "次") 

        txt1 = "n=" & n & "共排序了" & NeedBeSortedNumber & "次" 

        Print #1, txt1 

        IsTheSame = 1 

    Else 

        For i = 1 To Number1 

            Number1Sort(i) = NumberNewSort(i) 

        Next i 

        For i = Number1 + 1 To Number1 + Number2 

            Number2Sort(i - Number1) = NumberNewSort(i) 

        Next i 

        For i = Number1 + Number2 + 1 To Number1 + Number2 + Number3 

            Number3Sort(i - Number1 - Number2) = NumberNewSort(i) 

        Next i 

    End If 

Wend 

Next n 

Close #1 

MsgBox ("完成") 

End Sub 


