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石子移動之最少堆數及次數之探討 

許雅晴  黃芊  胡國應  蘇柏奇* 游淑媛  
苗栗縣立興華高級中學  

一、前言  

兩堆石子數量不同，假設分別有 x, y 顆，x > y，記為 (x, y)，規定兩堆石子之間的移動

方式為：從數量較多的一堆拿出數量較少那堆的個數，將其移到數量較少的那堆，移動後

兩堆變成 yx   , 2y 顆，記為 ( yx  , 2y )，反覆重複這種動作直到兩堆個數相等，陳奕均

[1] 將此兩堆個數相等的狀態稱為「穩定狀態」。例如：兩堆各有 5、3 顆，經由  (5, 3)→

(2, 6)→ (4, 4) 形成穩定狀態。但並非所有情形皆能形成個數相等，例如：兩堆各有 17、3

顆，移動過程 (17, 3)→ (14, 6)→ (8, 12)→ (16, 4)→ (12, 8)→ (4, 16)→…..出現了兩堆各為 8、

12 及 4、16 的循環，故無法形成穩定狀態。  

陳奕均 [1]利用二進位表法的規律探究形成穩定狀態的條件與次數，得到結論如下：  

文獻結論 1（陳奕均，2015）  

若ݔ ൅ ݕ ൌ ݌ ൈ 2௞，gcd൫ݔ， ൯ݕ	 ൌ ݎ ൈ 2௠，p 及 r 為奇數，則：  

݌.1  ൌ ,ݔ時，ሺ ݎ	 ሻ 形成穩定狀態的次數為݇ݕ െ 1 െ݉ 次。  

݌	.2  ് ,ݔ時，ሺ ݎ 。ሻ 無法形成穩定狀態ݕ  

 

林建銘、高暐芬、廖昇偉 [2]將之推廣為多堆（三堆以上）的情形，根據相同的規則將

多堆石子移動成每堆數量相等的穩定狀態。相對於兩堆石子間的移動必是由多的一堆移至

少的一堆，多堆時的移動方式並不唯一，例如：ሺݔ, ,ݕ ݔ，	ሻݖ ൏ y ൏ z 有三種移動方式，分

別得到ሺ2ݔ, ݕ െ ,ݔ ,ݔ、ሺ2	ሻݖ ,ݕ ݖ െ ,ݔ、ሺ	ሻݔ ,ݕ2 ݖ െ ，三種結果。而若其中兩堆數量相等時	ሻݕ

則僅有一種移動方法，如ሺݔ, ,ݔ ݔ，當	ሻݕ ൏ y 時，移動得ሺݔ, ,ݔ2 ݕ െ ݔ；當	ሻݔ ൐ y 時，移動

得ሺݔ െ ,ݕ ,ݔ 。	ሻݕ2  

林建銘等人 [2]得到三堆石子形成穩定狀態的充要條件，並給出一個形成穩定狀態 的

移動規則，如文獻結論 2：  

 

 

*為本文通訊作者  
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文獻結論 2（林建銘、高暐芬、廖昇偉，2016）  

1. 形成穩定狀態的充要條件：  

當
kpzyx 23  ，p 為奇數，若gcdሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݌ ൈ 2௠，則ሺݔ, ,ݕ 可形成	ሻݖ

穩定狀態。  

2. 形成穩定狀態的移動規則：  

當
kpzyx 23  ，gcdሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݌ ൈ 2௠，p 為奇數，x, y, z 用二進位表示

為
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
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，則移動 x, y 兩堆。  

根據文獻結論 2 所提供的移動規則，可快速地得到三堆的穩定狀態，例如(11, 9, 4)形

成穩定狀態的過程如下： 





















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

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
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

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






01000
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00100

01100
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00100
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00100

00100

10010
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00100

01001

01011

； 

若其中有兩堆數量相等時，不妨設為ሺݔ, ,ݔ  ，僅能先就	ሻݕ x, y 的大小來移動，形成

ሺݔ, ,ݔ2 ݕ െ ݔ或ሺ	ሻݔ െ ,ݕ ,ݔ ሻ 的情形，然後再依移動規則形成穩定狀態，例如(10, 7, 7)形ݕ2

成穩定狀態的過程如下。 


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
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
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


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。 

上述兩項研究將每堆數量相等的狀態稱為穩定狀態，規定數量相等兩堆無法移動，本

研究探討若規定兩堆數量相等可以互移，則：ሺݔ, ሻݔ → ሺ2ݔ, 0ሻ	、ሺݔ, ,ݔ ሻݕ → ሺ0, ,ݔ2 ሻ，亦ݕ

即移動數量相等的兩堆時，堆數會減少一堆。進一步思考是否任意 n 堆皆能減少堆數至一

堆的狀態（稱為「一堆狀態」）？若無法移成只有一堆，那麼最少的堆數為何？ 

 

二、形成一堆狀態的條件與次數  

本節討論形成一堆狀態的條件與次數，依序討論兩堆、三堆及多堆的情形。  

 

(一) 兩堆的情形  
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兩 堆 時 ， ሺݔଵ, ଶሻ 必ݔ 先 形 成 穩 定 狀 態  )
2

  ,
2

( 2121 xxxx 
 才 能 形 成 一 堆 狀 態

ሺ0, ଵݔ ൅ ሻ，因此能形成一堆狀態的條件與形成穩定狀態相同，且形成一堆狀態的次	ଶݔ

數比形成穩定狀態的次數多 1 次。  

結論 1：若
kpxx 221  ，

mrxx 2),gcd( 21  且  p 及 r 為奇數，則：  

1. ) ,( 21 xx 形成一堆狀態的充要條件為 rp  。  

2. 若 ) ,( 21 xx 可形成一堆狀態，則形成一堆狀態的次數為 mk  次。  

 

(二) 三堆的情形  

數對 ) , ,( 321 xxx 形成一堆狀態的過程可分成兩個階段：  

  ሺݔଵ, ,ଶݔ →ଷሻݔ ⋯ → ሺܽ, ܾ, 0ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
形 成 兩 堆 的 過 程

→ ⋯ → ሺݔଵ ൅ ଶݔ ൅	ݔଷ, 0, 0ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
形 成 一 堆 的 過 程

 

其中僅有當
kpba 2 ，

mpba 2),gcd(  時，才能由兩堆形成一堆，因此，僅需

討論
kpxxx 2321  ，

mpxxx 2),,gcd( 321  的情形。顯然 ),,( 321 xxx 的移動與

),,( 321

p

x

p

x

p

x
的移動相對應，進一步只討論

kxxx 2321  , mxxx 2),,gcd( 321   的

情形。將 321  , , xxx  用二進位表法表示為：  
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      其中



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不妨假設 1,2,1  mm aa ， 0,3 ma ，則三種移動方式的結果如下表：  
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移動方式  移動 x1、x2 兩堆  移動 x1、x3 兩堆 x2、x3 兩堆  

移動結果  









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
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 
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








 

3  1

2

3

1
1,

3

1 0
,

ora

a

i
mi

i

m

j
ji

 

根據上表，當 1,2,1  mm aa 時，則選擇移動 x1、x2 兩堆，得到 2 ,0
3

1
1,

3

1 0
,  




  i
mi

i

m

j
ji aa  

的結果，移動後再由 1,1 ma 、 1,2 ma  及 1,3 ma 之值來進行下一次移動，根據此方法移動

時，每經一次移動，必能由
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，故經過 mk  次移動得

一堆狀態。  

另一方面，因為三種移動方法移動後皆得 0
3

1
1, 




i
mia ，亦即不存在經 1 次移動

即 能 由 0
3

1

1

0
, 
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j
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3

1

1

0
, 





i

m

j
jia  的 方 法 ， 故 可 知 上 述 移 動 方 法 依 序 使
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, 
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, 


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, 


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k

j
jia  是形成一堆狀態的最快方法，歸納

如下：  

結論 2：若
kpxxx 2321  ，

mpxxx 2),,gcd( 321  ，p 為奇數，  

則 ) , ,( 321 xxx 形成一堆狀態的最少移動次數為 mk  。  

不難看出，形成一堆狀態的移動方法與文獻結論 2 之形成穩定狀態的方法相似，

但相對於林建銘等人 [2] 歸納三堆形成穩定狀態次數時需分成多種類型，本研究所得

三堆形成一堆的最少移動次數則相對簡單明瞭，其中關鍵差異在於當出現兩堆數量相

等時，林建銘等人 [2] 無法僅經一次移動由 0
3

1 0
, 

 i
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j
jia  得 0
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0
, 
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
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t

j
jia  ，而本研

究則可。  
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(三)  n 堆的情形  

數對  (x1, x2, …, xn ) 形成一堆狀態的過程可分成好多個階段：  

ሺݔଵ, ,ଶݔ … →௡ሻݔ ⋯ → ሺݕଵ, ,ଶݕ … , ,௡ିଵݕ 0ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
形成 ሺ௡ିଵሻ堆的過程

→ ⋯ → ሺݖଵ, ,ଶݖ 0, 0, … , 0ሻ→ ⋯ → ሺ, 0, 0, … , 0ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
形成一堆的過程

 

同理，只需討論
k

n

i
ix 2
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


且
m

nxxx 2),...,,gcd( 21   的情形。  

先 觀 察 四 堆 的 實 例 ， 將 (1, 3, 5, 7) 各 堆 以 二 進 位 表 示 為 



4

0
, 2

j

j
jii ax ，

4,3,2,1i ，顯然，逐步依序得 0
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1
0, 

i
ia ， 0

4

1

1

0
, 

 i j
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0
, 

 i j
jia ， 0

4

1

3

0
, 

 i j
jia  的

移動方式會有較少的移動次數。因為 10,40,30,20,1  aaaa ，任選兩堆移動，列

出六種結果如下：  
移動

方式  
x1、x2 互移 x1、x3 互移  x1、x4 互移 x2、x3 互移 x2、x4 互移  x3、x4 互移  

移動

結果  
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
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
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移動後結果皆得 2
4

1
0, 

i
ia ，接著，若 10,0,  ts aa ，則移動 sx , tx  兩堆，上述

六種結果再經過一次移動後可得三種不同的情形：  

移動  
方式  

x1、x2 互移  
x3、x4 互移  

x1、x3 互移  
x2、x4 互移  

x1、x4 互移  
x2、x3 互移  

移動  
結果  











0010
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
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i
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
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i
ia  4 2 4 

三種情形滿足 0
4

1
0, 

i
ia 且 4  2

4

1
1, ora

i
i 



，顯然，選擇得到 2
4

1
1, 

i
ia 的方法，
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之後再經 1 次移動即可得 0
4

1
1, 

i
ia （其他兩種情形則須 2 次移動才得 0

4

1
1, 

i
ia ），

故 可 得 最 少 形 成 一 堆 狀 態 的 次 數 。 我 們 歸 納 ： 當 4
4

1
0, 

i
ia ， 2

4

1
1, 

i
ia ， 若

11,1,  ts aa ，則移動 sx 、 tx  兩堆，經過 2 次移動後得到 2
4

1
1, 

i
ia ，可以得到最少

形成一堆狀態的移動次數。  

考慮一般的情形，給定 n 堆 (x1, x2, …, xn )，
k

n

i
ix 2

1




且
m

nxxx 2),...,,gcd( 21 

時，各堆數量以二進位表示為 



k

j

j
jii ax

0
, 2 ， ni ,...,2,1 ，討論如下：  
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, 
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j
jia 且 0

1
, 



n

i
mia 為 偶 數 ， 令

2
1

,


n

i
mi

m

a
h ， 不 妨 設








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mmi
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2  ,0

21  ,1

,

,
。考慮

mhxxx 221 ..., , , 之間的兩兩互移，若 1,,  mtms aa 且  

1,1,   mtms aa ( mhts 2,1  )，則移動 sx 、 tx  兩堆，反覆這樣的移動，經 mh 次移

動後得 0
1 0

, 
 

n

i

m

j
jia 且 0

1
1, 




n

i
mia 為偶數。  

2. 反 覆 上 述 程 ， 依 序 得 0
1

1

0
, 







n

i

m

j
jia 、 0

1

2

0
, 







n

i

m

j
jia 、 0

1

3

0
, 







n

i

m

j
jia 、 … 、

0
1

1

0
, 







n

i

k

j
jia ，即得一堆狀態。  

 

列出上述討論過程中的移動次數 mh 之定義如下：  

定義：  

  當 



k

j

j
jii ax

0
, 2 ，

k
n

i
ix 2

1




，
m

nxxx 2),...,,gcd( 21  ，定義
2

1
,



n

i
mi

m

a
h . 

 

根據討論過程中的移動方法（若 1,,  mtms aa 且 1,1,   mtms aa ( mhts 2,1  )，

則移動 sx 、 tx 兩堆）則經過 mh 次移動後，可得




n

i
mia

1
1, 的最小值，即得 1mh 的最小
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值，反覆這樣的移動過程，即得形成一堆的最少次數，歸納如下：  

結論 3：  

若 



k

j

j
jii ax

0
, 2 ，

k
n

i
ix 2

1




，
m

nxxx 2),...,,gcd( 21  ，   

則 ),...,,( 21 nxxx 形成一堆狀態的最少移動次數為




1k

mi
ih 。  

以  (2, 5, 11, 14) 為例，說明如下：  

1. 由











1110

1011

0101

0010

 得 1
2

1
0,

0 



n

i
ia

h ，移動第 2、3 堆得











1110

0110

1010

0010

；  

2. 由











1110

0110

1010

0010

 得 2
2

1
1,

1 



n

i
ia

h  ，先移第 1、2 堆得











1110

0110

1000

0100

  

   再移第 3、4 堆得











1000

1100

1000

0100

 ；  

3. 由











1000

1100

1000

0100

 得 1
2

1
2,

2 



n

i
ia

h ，移動第 1、3 堆得











1000

1000

1000

1000

；  

4. 由











1000

1000

1000

1000

 得 2
2

1
3,

3 



n

i
ia

h ，先移第 1、2 堆得











01000

01000

00000

10000

  

再移第 3、4 堆得  











00000

10000

00000

10000

；  
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5. 由











00000

10000

00000

10000

 得 1
2

1
4,

4 



n

i
ia

h  ，共經 7
4

0


i

ih  次移動得一堆狀態。  

 

三、多堆石子的形成的最少堆數  

本節探討無法形成一堆狀態時，最少能形成的堆數為何？若任意三堆在無法形成一堆

狀態的情況下皆能形成兩堆，則當有 n 堆時，任選三堆並將其移動成二堆（即減少一堆），

反覆這個過程，即可將 n 堆移動成兩堆。以下僅需討論無法形成一堆的 ),,( 321 xxx 是否必

能形成兩堆狀態（其中
kpxxx 2321  ，

mrxxx 2),,gcd( 321  ， pr  ）？  

首先，若其中兩堆互移即能形成一堆，則此三堆能形成兩堆，例如：(35, 5, 133) (30, 

10, 133) (20, 20, 133) (0, 40, 133)。再者，有些數對須經過若干次移動（方法不唯一）

才符合其中兩堆互移即形成一堆的情況，進而形成兩堆狀態，例如：(12, 6, 1)有兩種將其

中兩堆形成一堆的方法：  

(12, 6, 1)(12, 5, 2)(12, 3, 4)，第一、三堆的和為 16。  

(12, 6, 1)(11, 6, 2)，第二、三堆的和為 8。  

任意三堆皆能移動形成兩堆狀態嗎？我們發現先得其中兩堆相等 ),,( yxx ，再得兩堆

狀態 ),2,0( yx 的方法，其中值得注意的是兩堆相等即兩堆相差為 0，故以下將關注兩堆的

差。不妨規定 321 xxx  ，考慮第二、三堆移到第一堆的移動方法，以函數 f、g 表示：  

),,2(),,( 3121321 xxxxxxxf  ，其中 12 xx  ; 

),,2(),,( 1321321 xxxxxxxg  ，其中 13 xx  ; 

 

進一步以函數的合成來表示多次移動，例如：  

),3,4(),,( 3121321 xxxxxxxff  ，其中 12 3xx  ; 

)2,,4(),,( 13121321 xxxxxxxxfg  ，其中 12 xx  且 13 2xx  ; 

),2,4(),,( 13121321 xxxxxxxxgf  ，其中 12 2xx  且 13 2xx  ; 

)3,,4(),,( 1321321 xxxxxxxgg  ，其中 13 3xx  ，  

分別計算上述六種移動之結果之第一、二堆的差，依序為：  

12 3xx  、 12 2xx  、 12 7xx  、 12 5xx  、 12 6xx  、 12 4xx  ，  

不 難 得 到 ： 移 動 α 次 後 (α=1 or 2) ， 前 兩 堆 的 差 為 12 xx  ， 其 中 12 )12( xx  
，

122    . 
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討論一般情形，假設移動 r 次（每次皆由第二、三堆移至第一堆），其中共有 s 次由

第 二 堆 移 至 第 一 堆 （ 分 別 為 第 r1, r2, r3,…, rs 次 ）， 則 移 動 後 第 一 、 二 堆 分 別 為 12 xr
及

1
1

1
2 2 xx

s

i

ri


 ，故得第一、二堆的差為 



s

i

rr xx i

1
1

1
2 )22( ；若此 r 次皆是由第三堆移

至 第 一 堆 （ 即 s =0）， 則 移 動 後 第 一 、 二 堆 分 別 為 12 xr
及 2x ，  故 得 第 一 、 二 堆 的 差 為

12 2 xx r 。歸納如下：  

結論 4：  
將移動 r 次，其中第 ri 次 (i=1, 2, …, s) 是由第二堆移至第一堆（其餘由第三堆移

至第一堆），則：  

1. 當 s>0，移動後第一、二堆的差為 



s

i

rr xx i

1
1

1
2 )22( . 

2. 當 s=0，移動後第一、二堆的差為 12 2 xx r . 

三堆為 ),,( 321 xxx  時，不妨設 321 xxx  ，由 1112 bxax  ， 11 xb  ，利用結論 4，

經 過 若 干 次 移 動 後 ， 得 到 前 兩 堆 之 差 為 b1 ， 進 而 得 到 其 中 一 堆 為 b1 ， 即

),,(...),,( 321321 xxbxxx  ，其中，令 irrrra 2...222 21  ，即可知該如何移動而

得 ),,( 321 xxb  ，反覆這個過程即可得  

...),,(...),,(...),,(...),,( 323322321321  xxbxxbxxbxxx

...3211  bbbx ，不妨設 0ib  即得兩堆狀態，以 (5, 66, 136)為例說明如下：  

1. 將前兩堆數量 5, 66 相除，得商為 13，餘數為 1，因
023 22213  ，由

32 得

需經過三次移動得到前兩堆差為餘數 1，由
02 22  得第 1、3 次的移動為第二堆

移至第一堆，其移動過程為：  

)136,41,40()126,61,20()136,61,10()136,66,5(  fgf
，而 )136,41,40(

再經一次移動得到 )136,1,80( 。  

2. 將 )136,80,1( 的前兩兩堆數量 80, 1 相除，得商為 80，餘數為 0，因
46 2280  ，

由
62 得需經 6 次移動得到前兩堆差為 0，由

42 得第 5 次移動為第二堆移至第一

堆，移動過程為：  

 fgggg )121,80,16()129,80,8()133,80,4()135,80,2()136,80,1(  

)89,64,64()121,64,32( g ，而 )89,64,64( 再經一次移動得到兩堆狀態 )89,128,0( . 

上述形成兩堆狀態的方式並不唯一，在某些情況下，先適當移動可加速形成兩堆狀態

的過程，再以 (5, 66, 136)為例，說明如下：  
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1. 將 (5, 66, 136) 的第二、三堆互移，得 )70,132,5()136,66,5(  . 

2. 調整各堆次序，將 )132,70,5( 前兩堆數量 5, 70 相除，得商為 14，餘數為 0，因

123 22214  ，由
32 得需經三次移動得到前兩堆差為餘數 0，由 12 22  得第 2、

3 次移動為第二堆移至第一堆，移動過程為：  

3. )127,60,20()127,70,10()132,70,5(  fg )127,40,40()127,60,20(  ff ，

而 )127,40,40( 再經一次移動得兩堆狀態 )127,80,0( . 

當三堆數量相近時，先適當移動為某兩堆偏少的情形，例如 (63, 72, 98) 的過程如下： 

1. 將 (63, 72, 98)第一、二堆互移，得 )98,9,126()98,72,163(  . 

2. 將 (126, 9, 98)第一、三堆互移，得 )196,9,28()98,9,126(  . 

3. 將 (28, 9, 196)第一、二堆互移，得 )196,18,17()196,9,28(  . 

4. 將 )196,18,17( 第一、二堆互移，得 )196,1,34()196,18,17(  . 

5. 調整各堆次序，將 )196,34,1( 的前兩堆數量 1, 34 相除，得商為 34，餘數為 0，  

經 5 次移動得到前兩堆差為 0，移動過程為：  

 gfg )195,32,4()195,34,2()196,34,1(  

)167,32,32()183,32,16()191,32,8(  gg ,再 經 一 次 移 動 得 兩 堆 狀 態 )167,64,0( 。 

根據我們提供的方法，可逐步減少兩堆差直至 0，即得兩堆狀態，得到以下結論。 

結論 5：三堆形成的最少堆數  

若
kpxxx 2321  ，

mrxxx 2),,gcd( 321  ， rp  ，則 ),,( 321 xxx  

最少可形成兩堆。  

根據結論 5，若有 n 堆時，可先選取其中任意 3 堆，移動使其變成 2 堆，即形成

1n 堆狀態，反覆重複這個過程，堆數逐漸減少，最終可得兩堆狀態。得到以下結論： 

結論 6：   

若
k

n

i
i px 2

1




，
m

n rxxx 2),...,,gcd( 21  ， rp  ，則 ),...,,( 21 nxxx  

最少可形成兩堆。  
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