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四階循環及對稱魔術立方體 

林克瀛  
國立清華大學  物理系  

壹、前言  

一個四階的魔術立方體，是從 1 到 64 的

連續整數所排成的立方體，使得與立方體

任何一條邊平行的四個數字之和，以及沿

任一條對角線 (由一角穿過立方體中心到

另一角 )的四個數之和都是 130。每一個魔

術立方體經由旋轉及鏡射一共可得 48 個

互相等價的立方體。因為立方體有 8 個角，

若有一個角的格子內有一數 A，則經過多

次旋轉後 A 可以出現在任何角上。若以 A

所在的角為一個三維直角坐標系的原點，  

把與此角相連的三條互相垂直的邊作為

xyz 軸，則立方體繞一根經過原點及立方

體中心的軸旋轉 120 及 240 度一共可得三

個不同的立方體  利用鏡射再加三個，於是

一共有 8×6=48 個。  

1972 加拿大人 Hendricks 証明不等價

的三階魔術立方體共有四個。四階魔術立

方體的總數仍為未知數。我用電腦計算出

兩種滿足特殊條件的四階魔術立方體的數

目 。 不 等 價 的 循 環 立 方 體 總 數 為

64(71,894,994) = 4,601,279,616，不等價的

對 稱 立 方 體 總 數 為  64(69,489,200) = 

4,447,308,800。  

 

貳、循環魔術立方體的分類  

立方體的 64 格，每一格的位置用三個

變數 x, y, z 代表。變數的值是 1,2,3,4。   

z=1 代表第一層。由下向上，每一層是一

個 4×4 方陣。x 軸的方向由西向東，y 軸

的方向由北向南。N(x, y, z)代表在位置 (x, 

y, z)的數字。魔術立方體的必要條件是  

N(x,y,1)+N(x,y,2)+N(x,y,3)+N(x,y,4)=130 

N(x,1,z)+N(x,2,z)+N(x,3,z)+N(x,4,z)=130 

N(1,y,z)+N(2,y,z)+N(3,y,z)+N(4,y,z)=130 

N(1,1,1)+N(2,2,2)+N(3,3,3)+N(4,4,4)=130 

N(1,4,1)+N(2,3,2)+N(3,2,3)+N(4,1,4)=130 

N(4,1,1)+N(3,2,2)+N(2,3,3)+N(1,4,4)=130 

N(4,4,1)+N(3,3,2)+N(2,2,3)+N(1,1,4)=130 

循環立方體的定義，就是把魔術立方

體沿某方向 (例如 z)把四個方陣輪換 (把第

一二三層依次上移到二三四層， 把原來的

第四層下降到第一層 ) 仍得到一個不等價

的循環立方體。每一個四階循環立方體可

以經由這種方法產生 4×4×4=64 個不等

價的立方體，因此循環立方體的總數必為

64 之倍數。  

美國康乃爾大學數學家 Rosser 與  

Walker 在一篇用群論來研究四階循環魔方

陣的論文中，証明方陣每一格子内的數字

與沿跟對角線平行的方向移兩格的數字之
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和都相等。以世界上最早發現的四階循環

魔方陣為例  

7    12     1    14 

2    13     8    11 

16     3    10     5 

9     6    15     4 

7+10=12+5=1+16=14+3=2+15=13+4=8+9 

=11+6=17 

若將一個循環魔方陣沿兩個互相垂直

的方向分別把第三及第四行交換， 即可轉

換成為一個對稱魔方陣 (以方陣中心為原

點， 每一對位於對稱位置的兩數之和都是

17) 

7    12    14     1 

2    13    11     8 

9     6     4    15 

16     3     5    10 

因此四階循環魔方陣與對稱魔方陣的

數目相同都是 48。  

他們的理論也可以用在四階魔術立方

體， 但是結果有一些不同。為方便起見，

把 64 個格子交錯塗上黑白兩色，並把數字

1 放入黑格子中。由循環立方體的定義，

可以証明，每一黑 (白 )格子内的數字與沿

對角線平行方向移兩格的數字之和必相

等，以 B(W)代表，B 及 W 之和為 130。  

定理：65−B=W−65=0, 1, 2, 4, 8, 16, 32. 

證明：循環魔術立方體的必要條件是把

64 個整數分為兩组。每組有 16 對

整數，同一組每一對整數之和都相

同。第一種是 B=W=65，一共有 32

對 (1+64=2+63=… =32+33=65) 。  

第二種是 B=64，W=66。黑 (白 )色

格子内有 32 個奇 (偶 )數，各有 16

對 (1+63=3+61=…=31+33=64， 2+ 

64=4+62=…=32+34=66)。第三種

是 B=63，W=67。黑格子内有 16

對 (1+62=5+58=…=61+2=63) 白 格

子内有 16 對 (3+64=7+60=…=63+4 

=67)第四種是 B=61，W=69。黑格

子内有 16 對 (1+60=9+52=…=57+4 

=2+59=10+51=…=58+3=61)。白格

子内有 16 對 (5+64=13+56=…=61+ 

8=6+63=14+55=…=62+7=69) 第 五

種是 B=57，W=73。黑格子有 16

對 (1+56=2+55=…=8+49=17+40= 

18+39=…=24+33=57)。白格子有

16 對 (9+64=10+63=…=16+57=25+ 

48=26+47=…=32+41=73) 第 六 種

是 B=49，W=81。黑格子有 16 對

(1+48=2+47=…=16+33=49) 白 格

子有 16 對 (17+64=18+63=…=32+ 

49=81)第七種是 B=33，W= 97。黑

格子有 16 對 (1+32=2+31=…=16 

+17=33)白格子有 16 對 (33+64=34 

+63=…=48+49=97)。  

不等價的四階循環魔術立方體可用  

(B,W) 分為七類，利用電腦解得的結果見

表一，N(B,W)代表不等價立方體的數目，

表一的數字已將因子 64 分離。每一類各舉

一例  (見圖一至七 )。  

四階對稱魔術立方體的定義是：以立

方體的中心為原點，每一對位於對稱位置

的兩個數字之和都是 65。圖八就是一例。
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若將一個對稱立方體沿三個互相垂直的方

向，分別把第三及第四層方陣互換，即可

轉換成一個循環立方體且 B=W=65，例如

第八圖可轉換為第一圖。同理第一圖亦可

轉換為第八圖。因此對稱立方體的數目與

B=W=65 的循環立方體的數目是相同的。  

      第一層            第二層            第三層            第四層  

 
圖一 

 
圖二 

 
圖三 

 
圖四  

 
圖五 
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圖六 

 
圖七 

 
圖八  

表一  

B W N(B,W)/64) 

65 65 69,489,200 

64 66 469,921 

63 67 377,803 

61 69 355,173 

57 73 355,173 

49 81 377,803 

33 97 469,921 
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