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關於最少點擊次數的簡單解題 

方妙如  
基隆市立東光國民小學  

壹、前言  

去年筆者在尋找科展比賽題材中意外發現中華民國第 52 屆中小學科學展覽國中組

數學科作品「萬數歸一--圖形上點邊數字和為定值之研究」 (以下簡稱《歸一》 )是鳳山

國中 (以下稱鳳中 )以臺北市立建國高級中學第 90 期通訊解題 9004 的題目作為發想 註 一 。  

鳳中學生在此科展作品中以每個邊每個角均設未知數，並利用解聯立方程式的方式

回答問題，在最後的結論中，鳳中學生提到對於奇數多邊形和偶數多邊形皆有解，但對

偶數多邊形尋求最少點擊次數仍無法說明。筆者覺得這個題目非常有趣，希望尋求一個

更簡單且直觀的解題方式，因此根據第 52 屆「萬數歸一」p13(五 )之推論 9 的完整结果，

提出除了設未知數解方程式之外的另類思考。  

本文分成五節，自第三節開始，先說明如何利用基本型並配合加法結合律和交換律，

來得到存在性。第四節分三項討論：(一 )存在性 (二 )唯一性和 (三 )最少點擊次數。每一項

又分為 a.奇數邊形 b.偶數邊形。討論時，奇數邊形以五邊形、偶數邊形以六邊形示範，

盡量不失其一般性。  

 

貳、建中 90 期通訊解題原題  

程式設計師想設計一款益智遊戲，規則如下 :電腦在正 n 邊形的每個頂點上隨機放一

個介於 0~10 的數字，然後玩家可任意用滑鼠點選正 n 邊形的邊，當他每點選正 n 邊形

的邊一次時，點選的邊其兩端點數字都加 1，直到每個頂點的數字均相等就可以過關 (可

不只一次點選同一邊，遊戲開始後，頂點數字可以超過 10)。  

鳳中的科展作品頂點上的數字不限，探討玩家可用滑鼠任意點擊各邊並討論兩個問

題：  

1. 是否經過點擊後，每個頂點的數字均達到相等。  

2. 如何求出最少的點擊數。  

鳳中對於奇數多邊形和偶數多邊形分別回答了第一個問題，至於第二個問題，原作

者表示奇數多邊形的情形已有結果，但偶數多邊形的情形仍無法說明 (引原作品 P29 結論

與展望說明六 )，我們將在本文的第四節回答最少點擊次數的問題。  
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參、以化繁為簡為基礎  

原作者是以設定未知數做為各邊點擊次數，再利用解方程式得到結論。本篇想從基

本的幾何圖形出發，使用加法的結合律和交換律來處理這個問題，我們認為這樣的看法

比較容易了解，並貼近問題的本質。  

先以一個三邊形為例，三邊形三頂點各有一數字，稱為三數三邊形 (如圖一 )。如果

有兩個頂點是 O，稱為一數三邊形 (如圖二 )。利用加法結合律，三數三邊形可以分成三

個一數三邊形。  

 
當我們點擊ܾଵ或ܾଶ或ܾଷ邊一次時，相當於在此邊的兩頂點各加 1。  

 

換句話說，當我們點擊ܾଶ兩次，如下圖: 

 
當我們點擊ܾଷ四次時 

 

ܾଷ 
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(圖二)(圖一) 
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當我們點擊ܾଵ三次時 

 
綜上所述： 

 

 

 

 
從加法交換律的觀點就是: 

 

由此可以使點擊後每個頂點的數字為三個頂點原來數字之和。 
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如果將各邊點擊次數中最小者自各邊點擊次數扣去，則得下圖: 

 
由上法，可以盡量減少點擊次數 (見四， (三 )，a)。  

 

肆、問題與討論：以下試將本文問題分成三個部分討論之，即：  

(一) 是否存在能使各頂點數字均相等的點擊方法? 

(二) 在頂點數字已經相同情形下，達到此一數字的點擊方法是否為唯一? 

(三) 最小頂點數字，即最少點擊次數為何? 

每個問題皆以奇數邊形與偶數邊形分開討論。  

 

一、存在性 

(a) 奇數邊形：以五邊形為例 

利用加法結合律，五數五邊形可以分成五個一數五邊形。  

 
依前所述，欲使每個頂點數相等的結果必是點擊後的頂點數字為所有頂點數字

之和，因此在一數五邊形中，我們需在ܾଶ，ܾସ邊同時點擊ܽଵ次，使五個頂點都會有ܽଵ，

如下所示：  
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可依此類推到其他頂點  
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→
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因此，對ܾଵ邊而言，需點擊ܽଷ加ܽହ次，其他各邊類推：  

 

點擊完成後，就可以讓每個頂點數字均為ܽଵ＋ܽଶ＋ܽଷ＋ܽସ＋ܽହ，由此可確定 :雖

以五邊形考量，並不失其一般性，讓奇數邊形每個頂點數相同的方法是存在的。  

奇數邊形的點擊方式如上所示，我們再介紹在《歸一》文中，P13，推論 9，利

用解方程式所得的演算法 (algorithm)  

《歸一》1. 當 n 為奇數，令ܾ௜=ܽ௜ାଶ ൅ ܽ௜ାସ+…+ܽ௜ା௡ିଵ， i=1、2、…、n。若足

碼超過 n，則取除以 n 之後的餘數。  

在五邊形的情形中，這個演算法的內容是說 : ܾଵ=ܽଷ ൅ ܽହ，ܾହ=ܽଶ ൅ ܽସ，可以看出此與

我們利用加法交換律、結合律得到的結果一致。  

進一步我們將七邊形的結果圖示如下(證明略)： 

 

事實上，因為要求點擊各邊後，每個頂點數字是ܽଵ+ܽଶ+ܽଷ+…+ܽ଻，所以 在ܾଵ決

定後，其他邊的點擊數ܾଶ…ܾ଻也都會依序決定。  

 

ܾ଻=ܽଶାܽସ+ܽ଺ 

ܾ଺=ܽଵାܽଷ+ܽହ 

ܾହ=ܽଶାܽସ+ܽ଻ ܾଷ=ܽଶାܽହ+ܽ଻

ܾଶ=ܽଵାܽସ+ܽ଺ 

ܾଵ=ܽଷାܽହ+ܽ଻

ܽ଻

ܽହ ܽସ

ܽଶ

ܽଵ

ܽଷ
ܽ଺ 

ܾସ=ܽଵାܽଷ+ܽ଺

ܾଶ=ܽଵାܽସ

ܾହ=ܽଶାܽସ 

ܾସ=ܽଵାܽଷ 

ܽଷ
ܾଷ=ܽଶାܽହ

ܾଵ=ܽଷାܽହ
ܽଵ

ܽହ 

ܽସ 

ܽଶ
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(b) 偶數邊形: 

偶數邊形的頂點可以分成兩類，以任一點為第一點，順時鐘編號，則依序第 1，3，

5…點稱為奇點。第 2，4，6…點稱為偶點。當我們點擊一邊時，相鄰偶點的數字和

奇點的數字各增加 1。因此若偶點的數字和不等於奇點的數字和時，則無論怎樣點

擊，都無法使各頂點的數字變成相等。因此，此後假設在偶數邊形奇頂點的數字和

需與偶頂點的數字和相等，即  

ܽଵ+ܽଷ+ܽହ+…=ܽଶ+ܽସ+ܽ଺+… 

接下來要討論《歸一》一文 P13 推論九，對偶數邊圖形的點擊數。  

推論九 2.所給出的演算法如下 (當偶數圖形奇數頂點的數字和等於偶數頂點的數字

和時 )：  

《歸一》2.  當 n 為偶數，令ܾ௜=ܽ௜ାଶ ൅ ܽ௜ାସ+…+ܽ௜ା௡ିଶ， i=1、2、…、n。若足

碼超過 n，則取除以 n-1 之後的餘數，其中ܽ଴ ൌ ܽ௡ିଵ。  

先以四邊形為例討論，四個頂點若滿足奇頂點和等於偶頂點和，即 		ܽଵ ൅ ܽଷ=ܽଶ ൅

ܽସ，則透過對奇數邊形的了解，由三邊形ܽଵܽଶܽଷ延伸出四邊形ܽଵܽଶܽଷܽସ，如下圖 : 

 

根據四、(一 )奇數邊形存在性的討論，我們可以在這個三邊形ܽଵܽଶܽଷ得到相應三

邊的點擊數：  

 

ܽଶ

ܾଶ ൌ ܽଵ 

ܾଷ ܾସ

ܾଵ ൌ ܽଷ

ܽଷ 

ܽଶ

ܽସ

ܽଵ

ܽଷ 

ܽଶ

ܽସ

ܽଵ
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將ܾଷ和ܾସ自然地令成ܾଷ=ܾସ=ܽଶ，則ܾସ ൅ ܾଷ ൅ ܽସ=ܽଶ ൅ ܽଶ+ܽସ=ܽଶ ൅ ܽଵ+ܽଷ，所以就滿足了

頂點數都達到一致的ܽଵ+ܽଶ+ܽଷ，而這就是推論九，2 關於 n＝4 的內涵。  

再以六邊形為例 :先對下面這個五邊形ܽଵܽଶܽଷܽସܽହ記下點擊數，並且令ܾହ=ܾ଺=ܽଶ+ܽସ，

則ܾ଺ ൅ ܾହ ൅ ܽ଺=ܽଶାܽସାܽଶାܽସାܽ଺=ܽଶାܽସାܽଵାܽଷାܽହ，符合頂點數均到達ܽଵ൅ܽଶ൅ܽଷାܽସାܽହ。 

 

而這就是推論九、2，n 等於 6 的內涵 (請參考下面四、 (二 ) 唯一性的討論 )。  

 

二、唯一性 

(a) 奇數邊形：以五邊形為例 

 
頂點數字ܽଵ，ܽଶ，ܽଷ，ܽସ，ܽହ	點擊次數ܾଵ，ܾଶ，ܾଷ，ܾସ，ܾହ 

若點擊ܾଵ，ܾଶ，ܾଷ，ܾସ，ܾହ 可以將頂點數字均變成”A” 

即     ܽଵ＋ܾଵ＋ܾହ ൌA，ܽଶ＋ܾଵ＋ܾଶ ൌA，ܽଷ＋ܾଶ＋ܾଷ ൌA 

       ܽସ＋ܾଷ＋ܾସ ൌA，ܽହ＋ܾସ＋ܾହ ൌA 

得到 A 之後，ܾଵ，ܾଶ，ܾଷ，ܾସ，ܾହ 的解是唯一的，才能得到同樣的 A 

原因：因為如果ܾଵ減 1，ܾଶ就要加 1，ܾଷ就要減 1，ܾସ就要加 1，ܾହ就要減 1 

則 ܽଵ＋ሺܾଵ－1ሻ＋ሺܾହ－1ሻ ്A    (矛盾) 

 

ܽସ 
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ܾଵ
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ܾଶ
ܾସ 

ܽଵ

ܽଷାܽହ

ܽଶାܽସ
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(b) 偶數邊形： 

當我們確定偶數邊形奇頂點的數字和等於偶頂點的數字和時，可以求出每邊點擊次

數，使頂點數字均相等。  

以六邊形為例 : 

 
1. 如果偶頂點的和=奇頂點的和，則可點擊使各頂點數字均變成 A(見四、 (一 )，b)。  

2. 顯然ܾଵ ൅ 1，ܾଶ െ 1，ܾଷ ൅ 1，ܾସ െ 1，ܾହ ൅ 1，ܾ଺ െ 1，是另一組亦可得到 A 之解，因

此通常不是唯一解 (此點性質與奇數邊形不同 )。  

3. 如果頂點數字均為 A，並且奇數邊中有一邊點擊數=0，偶數邊中也有一邊點擊數=0，

則得到 A 的點擊次數為唯一解。因為若令某一點擊數=0 的邊為ܾଶ，ܾଶ不能降 1，因

為ܾଶ等於 0，ܾଶ െ 1為負數 (矛盾 )，同理，若ܾଷ等於 0，則ܾଷ也不能降 1，這就說明了

此種情形下解的唯一性。  

 

三、最少點擊次數 

(a) 奇數邊形：以五邊形為例 

在 (一 )存在性中，我們已經確定有一個方法可以讓每個頂點數字均為ܽଵ＋ܽଶ＋ܽଷ

＋ܽସ＋ܽହ 

在 (二 )唯一性中，固定 A，我們也確定達到每個頂點數字為 A 的點擊次數是唯

一可能，  

即      ܽଵ＋ܾଵ＋ܾହ ൌA，ܽଶ＋ܾଵ＋ܾଶ ൌA，ܽଷ＋ܾଶ＋ܾଷ ൌA 

       ܽସ＋ܾଷ＋ܾସ ൌA，ܽହ＋ܾସ＋ܾହ ൌA 

A 確定時，ܾଵ，ܾଶ，ܾଷ，ܾସ，ܾହ唯一，而有下式：  

ܽଵ＋ܽଶ＋ܽଷ＋ܽସ＋ܽହ＋2(ܾଵ＋ܾଶ＋ܾଷ＋ܾସ＋ܾହሻ ൌ5A 

若有另一種點擊方式，而使頂點數字均為 A’，則有  

ܽଵ＋ܽଶ＋ܽଷ＋ܽସ＋ܽହ＋2(ܾଵ′＋ܾଶ′＋ܾଷ′＋ܾସ′＋ܾହ′ሻ ൌ5A’ 

ܾଶ

ܾଵ

ܾହ ܾ଺

ܽଷ

ܽସ

ܽହ 

ܽ଺

ܽଵ

ܽଶ

ܾସ 

ܾଷ 



關於最少點擊次數的簡單解題 

- 39 - 

兩式相減得   2[(ܾଵ＋ܾଶ＋ܾଷ＋ܾସ＋ܾହሻ-(ܾଵ′＋ܾଶ′＋ܾଷ′＋ܾସ′＋ܾହ′ሻሿ ൌ5(A-ܣᇱ) 

所以 (A-ܣᇱ)一定是 2 的倍數。 

注意到，達到最少點擊次數相當於得到最小頂點數字 A。  

假設ܾଵ是邊上點擊次數之最小值，我們將各邊都減去ܾଵ，頂點數字由原來的 A 變成

A－2ܾଵ 

 
頂點數字由原來的 A 變成 A－2ܾଵ 則  A－2ܾଵ必是最小頂點數字，理由如下 : 

 
若有另一種點擊方式，使頂點數字均為 A’， A’ < A－2ܾଵ  ，ܾଵ’，ܾଶ’，ܾଷ’，ܾସ’，

ܾହ’是相關點擊次數，則必可在每邊各再點擊相同次數使頂點數字變成 A－2ܾଵ。  

因為若在  	ܾଵ′ ….ܾହ′ 各加 1，則頂點數字變成 A’+2，但因為已知 (A－2ܾଵ)－ܣᇱ是

2 的倍數，因此可以透過同時增加ܾଵ′ ….ܾହ′而達到頂點數字 A－2ܾଵ。但 A－2ܾଵ的點

擊次數中有一邊為 0，由唯一性，A－2ܾଵ不可能藉同時增加ܾଵ′ ….ܾହ′而得到。由此

可知 A－2ܾଵ	是最小頂點數字。  

任一次點擊完成後，可以選擇ܾଵ、ܾଶ、ܾଷ、ܾସ、ܾହ中的最小值 (假設此處的最小

值為ܾଵ)，將各邊點擊次數均扣掉ܾଵ，變成ܾଵ-ܾଵ=0，ܾଶ-ܾଵ，ܾଷ-ܾଵ，ܾସ-ܾଵ，ܾହ-ܾଵ。這就

是奇數邊形的最小點擊次數。  

 

 (b) 偶數邊形  

在假設偶數邊形中，偶頂點和奇頂點數字和相等的情形下，得到了存在性 (四、(一 ))

以六邊形為例，如下圖，已知ܽଵ+ܽଷ+ܽହ=ܽଶ+ܽସ+ܽ଺ 

ܾସ′ 

ܾହ′ ܾଵ′

A’

A’

A’ 

A’ 

A’ 

ܾଷ′

ܾଶ′

ܾହ－ܾଵ ܾଵ－ܾଵ ൌ0

A－2ܾଵ

A－2ܾଵ

A－2ܾଵ

A－2ܾଵ 

A－2ܾଵ 

ܾସ－ܾଵ 

ܾଷ－ܾଵ

ܾଶ－ܾଵ
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假設在各邊點擊ܾଵ，ܾଶ，ܾଷ，ܾସ，ܾହ，ܾ଺後，各頂點的數字均變成 A 

 

現假設ܾଵ是奇邊中的最小值，ܾଵ ൑ ܾଷ，ܾଵ ൑ ܾହ，我們可將奇邊數上的ܾ௜均降ܾଵ，而得  

 

此時，頂點數字從 A 降至 Aെܾଵ。不妨再設ܾସ是偶邊數ܾଶ，ܾସ，ܾ଺中之最小值，則可

將偶邊數上的ܾ௜均降ܾସ而得頂點數字 Aെܾଵ െ ܾସ 

AെܾଵAെܾଵ 

ܾଷ െ ܾଵ ܾଶ

Aെܾଵ

ܾ଺ܾହ െ ܾଵ
Aെܾଵ

ܾସ ܾଵ െ ܾଵ=0

Aെܾଵ 

Aെܾଵ

ܾଷ ܾଶ

A

ܾ଺ܾହ

A

ܾସ ܾଵ

A 

A 

A

A

ܽ଺

ܽସ 

ܽହ 

ܽଶ

ܽଵ

ܽଷ
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上圖在奇邊及偶邊中均各有一為 0，根據 (四，(二 )，b，3 偶數邊形唯一性的討論 )，

可知上圖達到頂點數字 Aെܾଵ െ ܾସ的點擊數唯一。  

接下來，證明 Aെܾଵ െ ܾସ是最小可能之頂點數字，亦即相關的點擊次數為最少。  

 
上圖為點擊次數ܾଵ′…ܾ଺′所得頂點數字 A’，並設 A’< Aെܾଵ െ ܾସ，則可將奇邊之ܾଵ’，ܾ ଷ’，

ܾହ’同時增加點擊次數 (Aെܾଵ െ ܾସ െA’)次而將上圖變成  

 

ܾଷ′′ ܾଶ′

Aെܾଵ െ ܾସ

ܾ଺′ܾହ′′ 

Aെܾଵ െ ܾସ

ܾସ′ ܾଵ′′

Aെܾଵ െ ܾସ

Aെܾଵ െ ܾସ 

Aെܾଵ െ ܾସ

Aെܾଵ െ ܾସ

ܾଷ′ ܾଶ′

A’

ܾ଺′ܾହ’ 
A’

ܾସ′ ܾଵ′

A’ 

A’ 

A’

A’

ܾ଺ െ ܾସ

Aെܾଵ െ ܾସ
Aെܾଵ െ ܾସ 

ܾଷ െ ܾଵ ܾଶ െ ܾସ

Aെܾଵ െ ܾସ

ܾହ െ ܾଵ
Aെܾଵ െ ܾସ

ܾସ െ ܾସ=0 ܾଵ െ ܾଵ ൌ 0

Aെܾଵ െ ܾସ 

Aെܾଵ െ ܾସ

(圖三)
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但ܾଵ′′，ܾଷ′′，ܾହ′′ 均不為 0，此與圖 (三 )頂點數為 Aെܾଵ െ ܾସ之點擊數之唯一性違背。  

 

伍、結論 

1.  數學解題應該要注意到問題的本質，例如 :在奇數邊形的時候，如果要回答存在性，

應該要先想想最基本的奇數邊形 (即一數多邊形 )如何求解，以及一般型與基本型的

關係。現在因為加法結合律和交換律，使我們運用一般奇數邊形可以分解成基本型

的和，而讓問題變得清楚易懂。  

2.  偶數多邊形的問題比較複雜，但是在偶頂點數字和等於奇頂點數字和的假設下，可

以利用奇數多邊形過渡到偶數多邊形來找到存在性 (見四， (一 )，b)，另一方面當然

也可以利用偶數邊形時的基本型來得到存在性，因為篇幅關係，我們省略了偶數邊

形利用基本型得到存在性的討論。  

3.  至於如何決定最少點擊次數，這相當於決定最小頂點數字。在奇數邊形的時候，我

們要求某一邊上的點擊次數為 0 來得到最少點擊次數，在偶數邊形的時候，我們要

求在奇數邊上要有某一邊的點擊次數為 0，並在偶數邊上也要求某一邊的點擊次數

為 0，進而利用唯一性來說明這是最少點擊次數 (詳本文四， (三 ))a 及 b) 

4.  本文希望拋磚引玉，提供一個有別於傳統設未知數來解方程式的作法。  
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