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奇妙的分堆問題 

李逸修 1 凃皓瑋 1 詹捷宇 1 朱亮儒 2* 
1國立臺灣師範大學附屬高級中學  

2國立臺灣師範大學  數學系  

壹、前言  

「數列」是中學數學課程中重要的一環，它在日常生活中有許多奧妙及實際的應用

(陳東賢，2011；Liu，1968；Lovasz 等，2003)，尤其是具有規律的遞迴數列，如：費氏

(Fibonacci)數列、卡特蘭 (Catalan)數列、等差數列、等比數列等 (張福春等，2009、2010)。

我們知道：將正整數全部放在同一堆時，就可以從中挑出無限多種無窮等差數列，也可

以挑出無限多種無窮等比數列。在本文中，我們試著將所有正整數分堆，看看能否讓每

一堆中都不再有無窮等差 (或等比 )數列；欲達此目標，基本原則就是要拆散所有可能的

等差 (或等比 )數列，即每一個等差 (或等比 )數列不能放在同一堆當中。本文的目的是希望

讀者能熟悉一種組合學上用來計數的重要原理：「一一對應」(one-to-one correspondence)，

並能用它來解決此一有趣的分堆問題。  

當兩個集合的元素可透過一對一且映成的函數來對應時，就稱這兩個集合「可一一

對應」(王子俠，1986)。「一一對應」可作為集合的分類之用，例如：在實數系中，正整

數、整數、有理數等都可一一對應，它們歸屬同一類，稱為「可數集」，而無理數與實數

等則歸屬另一類，稱為「不可數集」 (Lipschutz，1999)。透過一一對應的技術及巧妙建

構的精髓，我們將證明：『可以將所有正整數分成 k 堆 ( 2k  )，使得每一堆中都不存在遞

增的無窮等差數列，也都不存在遞增的無窮等比數列。』更進一步的，對正有理數的分

堆問題，我 們也得到了 相同的結果 ：『可以將 所有正有理 數分成堆 ( 2k  )，使得每一 堆

中都不存在遞增的無窮等差數列，也都不存在遞增的無窮等比數列。』  

 

貳、正整數的分堆  

正整數 1,2,3,4,5, 是公差 1 的無窮等差數列，如果要找出一個子數列，使其成為公

差 d 的無窮等差數列，顯然，數列 , , 2 , 3 ,p p d p d p d   就是一個例子，其中， ,p d 都

是正整數。如果要找出一個子數列，使此數列中不會含有以 d 為公差的無窮等差數列，

也 不 難 ， 例 如 ： 數 列 , , 3 , 7 , 15 ,p p d p d p d p d     ， 其 一 般 項 na 滿 足 ： 1a p 且 

* 為本文通訊作者  
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1 1 12 2n n na a a d a     。但如果要找出一個子數列，使此數列中不會含有以 d 為公差的無

窮等差數列，又要使其餘的數也不會含有以 d 為公差的無窮等差子數列，就不是那麼容

易構造出來了。解決此問題的基本策略是：『從公差為 d 的所有可能等差數列中，各取

出一數，並使這些被取到的數無法形成公差為 d 的無窮等差數列。』在正整數中，公差

為 d 的所有可能等差數列可以依序列舉如下： 

1,1 ,1 2 ,1 3 ,1 4 ,d d d d      (首項 1、公差 d ) 

2,2 ,2 2 , 2 3 ,2 4 ,d d d d      (首項 2、公差 d ) 

3,3 ,3 2 ,3 3 ,3 4 ,d d d d      (首項 3、公差 d ) 

4,4 ,4 2 , 4 3 ,4 4 ,d d d d      (首項 4、公差 d ) 

又三正整數 , ,a b c 成等差的充要條件是 b a c b   即 2c b a  。因此，只要 2c b ，則 , ,a b c

就不是等差數列。於是，可在第一組「首項 1、公差 d 」的數列中任取一數 1a ；在第二

組「首項 2、公差 d 」的數列中任取一數 2 12a a ；在第三組「首項 3、公差 d 」的數列

中任取一數 3 22a a ；依此過程，即可得到數列 1 2 3 4, , , ,a a a a ，此數列不會含有以 d 為公

差 的 無 窮 等 差 數 列 。 又 因 為 公 差 為 d 的 所 有 可 能 之 無 窮 等 差 數 列 各 有 一 數 出 現 在 數 列

1 2 3 4, , , ,a a a a 中， 因此 ， 扣除 此數 列 後， 其餘 的 數再 也不 會 含有 以 d 為公 差的 無窮 等 差

數列。透過上面所述的基本思維，我們在本單元中想探討的問題是： 

『是否可以將所有正整數分成兩堆，使得：這兩堆中都不存在無窮等差數列？』 

首先，我們需要以下的引理： 

【引理一】正整數與坐標平面上第一象限的格子點一一對應(格子點是指 x 與 y 坐標都是

整數的點)；即存在一對一且映成的函數 :f    ，其中  表正整數集合。 

【證】函數 :f    可依以下的對應方式定義： 

1 (1,1)   

2 (2,1) , 3 (1,2)    

4 (3,1) , 5 (2,2) , 6 (1,3)    

7 (4,1) , 8 (3,2) , 9 (2,3) , 10 (1,4)     

11 (5,1) , 12 (4,2) , 13 (3,3) , 14 (2,4) , 15 (1,5)      

……………  

事實上，二項式係數 1 2 3 4
2 2 2 2, , , ,C C C C  是一遞增數列，其中 1

2 0C  且 2

( 1)

2
k k k
C


 ，因 

此，對 任意 正整數 n ，必 存在唯 一的 正整數 k 使得 1
2 2
k kC n C   ；此時 ， n 位在上 

面 第 k 群 的 對 應 中 。 若 令 2
kd n C  ， 則 函 數 :f     即 可 定 義 為 

1f n k d d  () ( , )，其中 2

( 1)

2
k k k

n C d d


    ， {1,2,3, }k  ，且 {1,2, , }d k  。 
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與正整數集  可一一對應的集合稱為「可數集」 (countable set)，例如：整數集、偶

數集、奇數集及第一象限上的格子點集   都是可數集。為了方便，我們設 ,p d 表示首

項 p、公差 d 的無窮等差數列： , , 2 , 3 ,p p d p d p d   。 

【定理一】  可以將所有正整數分成兩堆 ,A B ，使得：這兩堆中都不存在遞增的無窮等差

數列。  

【證】 設 :f    是由引理一所得到的一對一且映成函數。由此我們定義正整數數列

na 如下： 0 1a  ，且對 1,2,3,n  ，當 ( ) ( , )f n p d 時，令 

                 1min 0,1,2, , 2n na p md m p md a      且 。  

事實上， 

當 1n  時， ( , ) (1,1)p d  ， 1a 從等差數列 1,1 :1,2,3,4,5,6,   中取出； 

當 2n  時， ( , ) (2,1)p d  ， 2a 從等差數列 2,1 : 2,3,4,5,6,7,  中取出； 

當 3n  時， ( , ) (1,2)p d  ， 3a 從等差數列 1,2 :1,3,5,7,9,11,  中取出； 

當 4n  時， ( , ) (3,1)p d  ， 4a 從等差數列 3,1 : 3,4,5,6,7,8,  中取出； 

當 5n  時， ( , ) (2,2)p d  ， 5a 從等差數列 2,2 : 2,4,6,8,10,12,  中取出； 

當 6n  時， ( , ) (1,3)p d  ， 6a 從等差數列 1,3 :1,4,7,10,13,16,  中取出； 

 

由上面定義所取得的數列 na 為： 

0 1a  、 1 3a  、 2 7a  、 3 15a  、 4 31a  、 5 64a  、 6 130a  、。 

令  0 1 2, , ,A a a a  且  B y y A   ，則 A B   且 A B  。 

(1) A 中不存在遞增的無窮等差數列  

注意： 1 12 1n n na a a    ( 1,2,3,n   )。因此，對 i j k  ，我們有： 1 2k j ja a a  ，

由此得到 k j j j ia a a a a    。 

因此， 2i k ja a a  ，這表示 A 中任 3 個相異數都不會形成等差數列。當然，A

中也不存在無窮等差數列。  

(2) B 中不存在遞增的無窮等差數列  

假設 B 中存在一遞增的無窮等差數列 ,p d ： , , 2 , 3 ,p p d p d p d   。 

此 數 列 中 各 項 均 為 正 整 數 ， 故 首 項 p 及 公 差 d 均 為 正 整 數 。 又 因 為 函 數

:f    是映成函數，故存在 0n  使得 0( ) ( , )f n p d ，再由 na 的定義，

可知：有一 0 {0,1,2, }m   使得
0 0na p m d  。因此，

00 np m d a A   ；很明顯的，

此與 0p m d B  矛盾，故 B 中不存在無窮等差數列。 

解決了等差的問題後，自然我們也想探討等比的問題：『是否可以將所有正整數分成
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兩堆，使得：這兩堆中都不存在無窮等比數列？』首先，我們提出以下的夾擠定理，其

證明可參見 (Lipschutz，1999)： 

【Schroeder−Bernstein 定理】若 A X B  ，且 A與 B 可一一對應，則 X 與 B 也可一一

對應。  

【引理二】若 (1) 表示所有大於 1 的正整數所成集合，則集合 1 ()與  可一一對應。 

【證】仿引理一，我們定義函數 : (1)g     的對應如下： 

1 (1,2)   

2 (2,2) , 3 (1,3)    

4 (3,2) , 5 (2,3) , 6 (1,4)    

7 (4,2) , 8 (3,3) , 9 (2,4) , 10 (1,5)     

………………… 

即當
( 1)

2

k k
n d


  ， {1,2,3, }k  ，且 {1,2, , }d k  時，函數 : (1)g      可定

義 為 1 1g n k d d   () ( , )。 此 函 數 : (1)g     是 一 對 一 且 映 成 ， 故  與

1 ()可一一對應。 

由引理二，我們知道：格子點集 1 ()是可數集。為了方便，我們以 q r 表  

 示首項 q、公比 r 的無窮等比數列： 2 3, , , ,q qr qr qr 。 

【定理二】可以將所有正整數分成兩堆 ,A B ，使得：這兩堆中都不存在遞增的無窮等  

          比數列。  

【證】由引理二，得知：  與 1 ()可一一對應，故存在一對一且映成的函數 

: (1)g     。接著，我們可定義正整數數列 na 如下： 0 1a  ，且對 1,2,3,n  ，

當 ( ) ( , )g n q r 時， 

 2
1min 0,1,2, ,m m

n na qr m qr a    且  。 

令  0 1 2, , ,A a a a  且  B y y A   ，則 A B   且 A B  。 

若依引理二所定義的函數 : (1)g     ，則所取得的數列 na 為：   

1 2 4 12
0 1 2 3 41, 1 2 2, 2 2 8, 1 3 81, 3 2 12288,a a a a a             。 

(1) A 中不存在遞增的無窮等比數列  

注意： 2
1 1 1n n na a a     ( 1,2,3,n    )。因此，對 i j k  ，我們有：  

1j jk
j

j j i

a aa
a

a a a
   ，由此得到 2

i k ja a a 。這表示 A中任 3 個相異數都不會形成

等比數列。當然， A中也不存在無窮等比數列。 

(2) B 中不存在遞增的無窮等比數列  
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假 設 B 中 存 在 一 遞 增 的 無 窮 等 比 數 列 q r ： 2, , ,q qr qr 。 注 意 ： 此 數 列 各 項

均為正整數，可推得首項 q 及公比 r 均為正整數，且 1r  。(事實上，若
b

r
a



不為整數，其中 ,a b 互質，則當 na q 時，第 1n  項 nqr 就不會是整數。) 又因

為函數 : (1)g     是一映成函數，可令 0( ) ( , )g n q r ，再由 na 的定義，可

知：有一整數 0 {0,1,2, }m   滿足 0

0

m
na qr 。因此， 0

0

m
nqr a A  ，此與 0mqr B 矛

盾；故 B 中不存在無窮等比數列。 

定理二中構造數列 na 的原理是：三正數 , ,a b c 成等比的充要條件是 2b ac 。因此，

只要 2b ac ，則 , ,a b c 就不是等比數列。更進一步的，依定理一，可將所有正整數分成

兩堆 ,A B ，使得：這兩堆中都不存在無窮等差數列。再依定理二，將 ,A B 兩堆再分別分

成兩堆 1 2 1 2, ; ,A A B B ，使得：這四堆中都不存在無窮等比數列；如此，這四堆中也都不存

在無窮等差數列。類似的問題：分成三堆，甚至兩堆時，結論是否仍正確呢？我們發現

此一猜測是正確的，證明如下： 

【定理三】  可以將所有正整數分成兩堆 ,A B ，使得：這兩堆中都不存在遞增的無窮等

差數列，也都不存在遞增的無窮等比數列。  

【證】因為  與   可一一對應，可知：存在一對一且映成函數 :f    。 

又  與 1 ()可一一對應，可知：存在一對一且映成函數 : (1)g     。 

利用這兩個函數，我們可定義正整數數列 na 如下： 0 1a  ，且對 1,2,3,n  ， 

當 ( ) ( , )f n p d 時，定義： 

 2
2 1 2 2min 0,1,2, , 2n na p md m p md a      且 ；         

      當 ( ) ( , )g n q r 時，定義：            

 2
2 2 1min 0,1,2, , 2m m
n na qr m qr a    且  。 

令  0 1 2, , ,A a a a  且  B y y A   ，則 A B   且 A B  。 

(1) A 中不存在遞增的無窮等差數列及等比數列  

由數列 na 的定義，我們知道： 2
1 12 2 2n n na a a     ( 1,2,3,n    )。  

因此，對 i j k  ，我們有： 

2
1 12 2 2 2k k k j j ia a a a a a      ， 

故 2i k ja a a  。這表示 A中任 3 個相異數都不會形成等差數列。因此， 

A中不存在遞增的無窮等差數列。另一方面， 

22
1

22 j jk k
j

j j j i

a aa a
a

a a a a
    ， 

由此得到 2
i k ja a a 。這表示 A中任 3 個相異數都不會形成等比數列。由此可
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知： A中也不存在無窮等比數列。 

(2) B 中不存在遞增的無窮等差數列  

假設 B 中存在一遞增的無窮等差數列 ,p d ： , , 2 , 3 ,p p d p d p d   ；其首項 p

及 公 差 d 都 必 須 為 正 整 數 。 因 為 函 數 :f     是 一 映 成 函 數 ， 可 令

0( ) ( , )f n p d ， 則 由
02 1na  的 定 義 ， 可 知 ： 存 在 一 0 {0,1,2, }m   使 得

02 1 0na p m d   。因此，
00 2 1np m d a A   ，此與 0p m d B  矛盾；故 B 中不存

在無窮等差數列。 

(3) B 中不存在遞增的無窮等比數列  

假設 B 中存在一遞增的無窮等比數列 q r ： 2, , ,q qr qr ，其首項 q 及公比 r 都

必 須 為 正 整 數 ， 且 1r  。 因 為 函 數 : (1)g     是 一 映 成 函 數 ， 可 令

0( ) ( , )g n q r ，再由
02na 的定義，可知：有一整數 0 {0,1,2, }m   使得 0

02
m

na qr 。

因此， 0

02
m

nqr a A  ，此與 0mqr B 矛盾；故 B 中不存在無窮等比數列。 

從定理三的結果，我們可以再把 ,A B 任意分堆，其結果在各堆中也都不會有遞增 

的無窮等差數列及等比數列；於是，可得到以下一般性的推論： 

【推論】可以將所有正整數分成 k 堆( 2k  )，使得每一堆中都不存在遞增的無窮等差      

數列，也都不存在遞增的無窮等比數列。 

 

參、正有理數的分堆  

解決了正整數的分堆問題，我們想進一步探討關於正有理數的分堆問題：『是否可以

將所有正有理數分成兩堆，使得：這兩堆中都不存在無窮等差數列，也都不存在無窮等

比數列？』對此，我們先建立一些相關集合的一一對應關係：  

【引理三】若  表示所有正有理數所成集合，則  與  可一一對應。 

【證】當格子點 ( , ) ( , )p q r s 時，我們定義對應的有理數
q s

p r
 ，則可將坐標平面上第一象

限內的格子點 ( , )p q    一一對應到有理數
q

p
。若令所有這樣的有理數

q

p
所成的

集合為 * ，例如：
2

3
與

4

6
在  中是同一個元素，但在 * 中則是不同的元素。因

為 * 與   可一一對應，且   與 可一一對應，得知：* 與  可一一對應。

最後，由於    *，利用 Schroeder-Bernstein 定理，即可得到  與  亦可

一一對應。 

仿引理一與引理二的證明，我們可以推導以下兩個一一對應的結果：  
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【引理四】第一象限內的有理點集合    與 可一一對應。  

【引理五】  若 (1) 表示所有大於 1 的正有理數所成集合，則集合 1  ()與 可一一

對應。  

【定理四】  可以將所有正有理數分成兩堆 ,A B，使得：這兩堆中都不存在遞增的無窮等

差數列。  

【證】由引理四，可知：存在一對一且映成函數 :F      。現在，我們定義正有理

數數列 na 如下： 0 0a  ，且對 1,2,3,n  ，當 ( ) ( , )F n p d 時，令 

 1min 0,1,2, , 2n na p md m p md a      且 ； 

令  1 2 3, , ,A a a a  且  B y y A   ，則 A B   且 A B  。 

再仿定理一的證明，可得： A中不存在遞增的無窮等差數列，且 B 中也不存在遞

增的無窮等差數列。 

【定理五】 可以將所有正有理數分成兩堆 ,A B ，使得：這兩堆中都不存在遞增的無窮

等比數列。 

【證】由引理五，可知：存在一對一且映成函數 : (1)G     。現在，我們可定義 正

有理數數列 na 如下： 0 0a  ，且對 1,2,3,n  ，當 ( ) ( , )G n q r 時，令 

 2
1min 0,1,2, , max{ ,1}m m

n na qr m qr a    且 ； 

令  1 2 3, , ,A a a a  且  B y y A   ，則 A B   且 A B  。 

再仿定理二 的證明，可 得： A 中不存 在遞增的無 窮等比數列 ，且 B 中也不 存在

遞增的無窮等比數列。 

【定理六】可以將所有正有理數分成兩堆 ,A B ，使得：這兩堆中都不存在遞增的無窮等

差數列，也都不存在遞增的無窮等比數列。 

【證】由引理四，得知：存在一對一且映成函數 :F      ；由引理五，得知： 

  存在一對一且映成函數 : (1)G     。由此，我們可定義正有理數數列 na  

  如下： 0 0a  ，且對 1,2,3,n  ， 

當 ( ) ( , )F n p d 時，定義： 

 2
2 1 2 2min 0,1,2, , 2 max{ ,1}n na p md m p md a      且 ；  

當 ( ) ( , )G n q r 時，定義：  

 2
2 2 1min 0,1,2, , 2 max{ ,1}m m
n na qr m qr a    且  。 

令  1 2 3, , ,A a a a  且  B y y A   ，則 A B   且 A B  。 
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再仿定理三的證明，可得： A中不存在遞增的無窮等差數列及無窮等比數列，且 B  

中也不存在遞增的無窮等差數列及無窮等比數列。 

【推論】可以將所有正有理數分成 k 堆( 2k  )，使得每一堆中都不存在遞增的無窮等差

數列，也都不存在遞增的無窮等比數列。 

 

肆、結語  

在正整數的分堆中，欲使每一堆都不包含遞增的無窮等差數列(或等比數列)，就要

〝拆散〞每一個無窮等差數列(或等比數列)使其不全被放在同一堆當中。如何拆散與建

構 是 本 研 究 的 一 大 精 髓 ， 希 望 讀 者 能 深 入 體 會 。 由 於 等 差 數 列 ,p d (或 等 比 數 列 q r )

需要首項 p (或 q )及公差 d (或公比 r )兩個變數才能確定數列的每一項，而在構造集合 A

的元素 na 時，卻只有一個變數 n，為了克服這樣的困難，我們聯想到正整數集 與格子

點集  的一一對應關係。透過巧妙的建構技巧，我們從所可能的等差數列(或等比數

列)中各適當的取出至少一項分別放入集合 A，讓 A中不會產生遞增的無窮等差數列(或等

比數列)；如此剩下的數放在集合 B ，自然 B 中就不會有遞增的無窮等差數列(或等比數

列)。同樣的情況可以推廣到正有理數的分堆問題。至於正實數的分堆，我們提出一個進

階的問題，留給讀者自行研究：『是否可以將所有正實數分成兩堆，使得：這兩堆中都

不存在遞增的無窮等差數列，也都不存在遞增的無窮等比數列？』 
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