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課本沒寫的全反射(II) 

黃竹安* 劉威志  
國立臺灣師範大學  物理學系  

【(續)科學教育月刊第 382 期第 46 頁之後】  

陸、Goos-Hänchen Shift 

從以上，我們研究了透射波在全反射時的行為，例如偏振的變化，能量的流動。接

著，我們將注意力放到一樣值得注意的反射波。當具有有限寬度的光束在介面被全反射

時，由於反射系數的相位變化，反射光事實上會產生些許橫向的位移，此位移稱為

Goos-Hänche 位移或 Goos-Hänchen 效應。我們想了解這個機制如何發生，以及計算平面

波如何出現 Goos-Hänchen 位移、出現的量。由傅立葉分析的觀念，有限寬度的光束可

以視為多組具有無窮大振幅平面波的疊加 (為什麼?)，如此我們可以將振幅的空間分布經

由傅立葉分析轉換為頻域 (frequency domain) 的分布。  

考慮反射係數，  
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相角 r  隨 ixk 改變。假設振幅 ( )E x 的分布和波長 相比非常大，則：  

( , ) ( ') 'ixik x i t
iE x t A k e dk                   (27) 

'k 為空間變數 x的傅立葉轉換，由於振幅分佈的區域很廣 , 'x k  ，轉換後則可以考慮

為非常小的量，因而我們可以對 r  進行泰勒展開。  
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而 r ，反射波的相角則為：  
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故反射波可以寫為：  

( )
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ix ix
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rE x t A k e dk

   
   

如果我們考慮具有無限大振幅的平面波，就可以將 ( ')A k 視為 Dirac delta function ( ')k . 故

積分可以寫為 : 

( ) ixk x i tr
r

ix

d
E E x e

dk
  

                   (30) 

(Delta 函數具有挑出 ' 0k  函數值的特性。)，從 ( )r

ix

d
E x

dk


 可以看出，光束移動了 r

ix

d

dk


的

量。反射波因全反射而產生的相位變化於臨界角時開始出現 (如圖 10)。但並非所有的相

位變化都可以產生 Goos-Hänchen 位移，必須使得相位變化貢獻至 xk ，且第一階導數存在

時，位移方可存在。而由 (30) 這個微分可以看出，位移在臨界角時有最大值 (如圖 9)，

在金屬介面時則比介質稍小。  

 

 

 

圖 9  反射係數的相位變化  
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圖 10  Goos Hänchen 位移  

柒、結論  

從以上的討論我們研究推導了全反射複雜而有趣的各個層面，這些現象是非常值得

玩味，並擁有重要物理意義及應用的。由於全反射發生時，透射波的 tzk 成為複數，因而

在 2 2 2
tx tz tk k k  這個數學式上產生 tx tk k 這種分量大於總量的結果，也使得反射與透射的

係數成為了複數。而在透射係數成為複數的影響下，原本線性偏振的入射波在經過全反

射後，透射波其中一個場的偏振將從線性偏振轉變為橢圓偏振的形式，若是 TE 偏振的入

射光則透射波的磁場會具橢圓偏振；若是 TM 偏振的入射光則透射波的電場會具有橢圓

偏振。我們以波印廷向量來描述的能量流動，我們發現，全反射的能量流動會在介面間

隨時間演進來回轉移，故時間平均上看起來只有往前傳送的效應。這些現象並不直觀，

如果我們沒有經過一些計算，是不容易發現這些結果的。藉由傅立葉分析我們解明了：

反射波的相位差使反射的光束產生了移動，形成此 Goos Hänchen 位移的原因，並且知

道，Goos Hänchen 位移在臨界角時具有最大值。當可見光入射金屬時，如果是夠厚的金

屬，則都會有全反射的發生，但如果金屬是鍍在介質上的一層薄膜，則只有 TM 偏振能

夠直接產生金屬介面的全反射，並產生表面電荷集體震盪的現象，稱為表面電漿子，若

要以 TE  偏振來產生相同的現象，則需要使用人造物質。而在這個現象之後，開啟了表

面電漿子現象研究領域的大門。  
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捌、附錄  

一、複數表示向量簡介 

我們需要先了解一些基本的數學。根據 Taylor 展開式，任何的函數都可以寫成在某

一點 a逐項微分的級數展開式，如果取 0a   
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因此，指數函數 xe 在 0x  的展開式為  

   
(0)

2 3

0

1 ...
!

x n

n

f
e x x x x

n





               (32) 

此對於任何數值均收斂。  

那麼，對於 sin x、 cos x的情形又可以得出

    
3 5

sin ....
3! 5!

x x
x x                    (33) 

   
2 4 6

cos 1 ...
2! 4! 6!

x x x
x                  (34) 

再利用 Taylor 展開式的合成函數性質，將 ix代入 32 中的 x，並整理含 i與不含 i的

項，即可得到著名的 Euler 公式  

cos sinixe x i x                      (35) 

(35)式在數學上有很大的好處，可以用這條式子來簡化很多計算，當我們需要 cos 的

時候，取實部就可，若需要 sin 的時候，則取虛部。寫成方程式，以 Re 表示取實部， Im

表示取虛部，則：  

cos ixx Re e      sin ixx Im e              (36) 

或者也可以表示成  

    

cos
2

ix ixe e
x


    sin

2

ix ixe e
x

i


        (37) 

在許多的物理教科書裡面，經常會需要用到正弦與餘弦的函數，我們為了方便計算

波 的 各 種 性 質 ， 常 常 會 引 入 複 數 的 數 學 形 式 來 計 算 。 例 如 可 以 將 0 cos( )E kx t   

( )
0

i kx tE Re e  
 ，更廣義些則為 ( )

0 0cos( ) i k r tE k r t E Re e          複數出現在指數 e內通常會  

造成相位上的變化，或者振幅上的衰減，如果複數是出現在振幅上，則可以將它整理成

極式，並寫成相位的變化，複數也很常用於簡諧運動，或者 LC電路的震盪。  
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二、電磁學的邊界條件 

enc
S
D dA q  ， 0

S
B dA  ， 0

P
E dl  ， enc

P
H dl I   

Maxwell 四條方程式的積分形式如上所列，S 表示封閉區面，P 表示封閉路徑。考慮我

們文章中所使用的介面，當我們對面積分的式子取 S 為一個扁平的盒子時，可以得出  

1 2 fD D     ，  1 2B B   

f 為表面電荷密度。而對於線積分的方程式，我們考慮 P為一個狹長的方形線圈，可以

得出  

1 2E E  ， 1 2 ˆfH H K n     

其中 fK 為表面電流密度， n̂為介面的法向量。  

 

三、 TE與 TM兩種偏振  

雖然電磁波具有電場與磁場兩種場，所以空間中的電磁波共有六個分量 ( , , ,x y zE E E  

, , )x y zH H H ，但是藉由分成兩類，我們實際上只需要考慮三個分量即可，為什麼? 因為

電場、磁場、傳遞方向三者在三維空間中互相垂直，對於線性偏振的電磁波，我們可以

分為兩類來討論，TE (Transverse electric) 偏振是指電場振動方向垂直於入射平面的一種

偏振方式，有些文獻稱為垂直偏振或者 s-偏振，另一種偏振形式則為 TM (Transverse 

Magnetic)，則是磁場振動方向垂直於入射平面，也稱為平行偏振、p-偏振。如此我們可

以只考慮電場或磁場其中一種場即可，另一種場可以另外求出。例如使用  

     

H k
E







    

k E
H




  

 

圖 11  TE  偏振的示意圖，其中紅色箭頭表示波的傳遞方向，黑點表示電

場 E指向畫面外  
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首先我們選擇電磁波的 TE偏振方式來檢視電磁波在不同介質的介面如何折射與反

射，定義 0z  為此介面，電場振動方向為 y，並在往後的內容中遵循此一習慣。  

電場可以寫成 ik r tEe   的形式，我們將入射波、反射波、透射波分別表示為 : 
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


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





             (38) 

而在邊界上，以邊界條件解出 k的分量，須符合向量的畢氏定理如下：  

         

2 2 2

2 2 2

2 2 2

ix iz i

rx rz r

tx tz t

k k k

k k k

k k k

 

 

 

                 (39) 

其中 /r ir E E 和 /t it E E 分別是反射和透射波對入射波的比，稱為反射係數和透射

系數。我們在下標加註 TE以標示清楚偏振的種類  

iz tz
TE

iz tz

k k
r

k k





    

2 iz
TE

iz tz

k
t

k k



              (40) 

我們將 Snell 定律中的三角函數進一步改寫為 k分量的組合。我們知道， sinix i ik k  、

sintx t tk k  、 0i ik n k ，以及 0t tk n k ，將這些關係代回 Snell 定律的關係式，可得：  

0 0

ix tx
i t
i t

k k
n n
n k n k

  ， ix txk k  

亦即 Snell 定律其實是說明 k水平分量經過不同介質依然不變的結果。磁場 H 可以用下

列的方程式求得：  

k E
H




  

並列出結果：  
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
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 
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 
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(41) 

其中我們假設兩邊的磁導係數  都是一樣的。  

我們用相似的方法來處理 TM 偏振，設定磁場只在 y方向振動。  

         ( ) ( ) ( )
0 0 0       ix iz rx rz tx tzi k x k z i k x k z i k x k z

i r tH H e H rH e H tH e    ， ，        (42) 
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圖 12  TM 偏振示意圖  

並且用下式求出 E  
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
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         (43) 

注意透射波 z的方向必須變號。 r、 t在下方列出，以下標標註 TM 以和 (40)作為對照  

          

2 2 2

2 2 2 2

2
      t iz i tz t tz

TM TM
t iz i tz iz t i tz

n k n k n k
r t

n k n k k n n k


 

 
，               (44) 

以上我們完成了將以往由  及三角函數組合的表示式改為由傳播常數表示的電磁波方程

式。  
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