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撲克牌排列之規律探究 
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隨手可得的撲克牌是許多魔術表演的道具，除了提供日常消遣娛樂外，近幾年，更

發展了許多以撲克牌為教具的數學教案，成為老師課堂上的好幫手。本文將藉由撲克牌

的排列，進行一段規律的探究之旅。  

 

壹、規律探討：  

同一花色的撲克牌有 13 張，通常將 A、J、Q、K 分別視為 1、11、12、13 點，將這

些牌依點數排序即為：  

A、2、3、4、5、6、7、8、9、10、J、Q、K。 

這個排列恰好將 13 張牌排完，且每張牌的點數都比前一張多 1 點。  

若我們改變排列的規則，要求每張牌的點數都比前一張牌多 2 點，則可以得到：  

A、3、5、7、9、J、K     (1) 

此時，尚有 6 張牌未排列，依點數大小為：  

2、4、6、8、10、Q     (2) 

恰好也符合每張牌比前一張多 2 點的要求，考慮 (1)中的 K 和 (2)中的 2 這兩張牌，若

我們規定「A 比 K 多 1 點」，則 2 比 K 多 2 點，因此我們將這 (1)、 (2)兩段合併得：  

A、3、5、7、9、J、K、2、4、6、8、10、Q 

恰好將 13 張牌排完，且符合每張牌比前一張多 2 點的要求。  

依照 A 比 K 多 1 點且每張牌都比前一張多 3 點的要求，我們可得 A、4、7、10、K 因為

3 比 K 多 3 點，得到  

A、4、7、10、K、3、6、9、Q 

因為 2 比 Q 多 3 點，得到  

A、4、7、10、K、3、6、9、Q、2、5、8、J 

恰好也將 13 張牌排完。  

這是巧合嗎？相差其它點數也可以恰好將 13 張牌排完嗎？我們求得所有情形並列

表 1 如下：  

*為本文通訊作者  
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表 1 

 
 

透過上表，驗證了不論相差幾點，都可以將 13 張牌排完。事實上，表中還隱藏一些

規律！若忽略 A，對角線所分割的兩個區域，存在相當的對稱性（如表 2），例如：點數

3 的這張牌出現在相差 1 點的第 3 張和相差 2 點的第 2 張；點數 4 的這張牌出現在相差 1

點的第 4 張和相差 3 點的第 2 張；點數 5 的這張牌出現在相差 1 點的第 5 張和相差 4 點

的第 2 張 ...。  

表 2 
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在此對稱性下，排列順序中的第 x 張牌與第 15－x 張牌存在巧妙的規律（x=2~13），

例如：表 3 中，第 2 張牌由上而下依序為 2、3、4、5、6、7、8、9、10、J、Q、K，而第 13

張牌為 K、Q、J、10、9、8、7、6、5、4、3、2；再如：第 3 張牌由上而下依序為 3、5、7、

9、J、K、2、4、6、8、10、Q，而第 12 張牌為 Q、10、8、6、4、2、、K、J、9、7、5、3。 

若進一步調整各列順序如表 4，則此 12 個排列兩兩一組（同組之兩個排列相差點數

的和為 13），排列的順序恰好顛倒，例如：相差 2 點的排列為：「A、3、5、7、9、J、K、2、

4、6、8、10、Q」，而相差 11 點的排列為：「A、Q、10、8、6、4、2、K、J、9、7、5、3」。

透過這個觀察，未實際排列即可推算相差任意點數之排列的最後第 2 張牌為何！例如：

相差 4 個點數的排列之最後 1 張牌為何？該牌即為相差 9 個點數的第 2 張牌，故為 10。 

表 3         表 4 

  

 

貳、一般化： 

不論相差多少點數，13 張撲克牌都可以排完，這結果適用於其它情形嗎？不論幾張

牌、相差幾點數都能將牌排完嗎？  

考慮一般的情形，假設有 N 張牌（點數為 1 至 N），每張牌比前一張牌多 D 點。列

出 N=6～9 的排列情形如下：  

表 5      表 6  
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表 7.  表 8.  

                  

整理可否排列的情形如下，猜測 N、D 是否互質是關鍵，兩者互質時才能完成排列。 

表 9 

              

參、N、D 不互質： 

從具體的例子開始，觀察 N＝6、D＝2 的排列，如圖 10，D＝2 時，自 1 開始，兩

個數一組（其中的第 1 個數被列入排序），6 個數恰被分成 3 組，下一組的第一個數即為

1，故排序中止，此時只排了 3 個數，未將所有的數排完。  

表 10 
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觀察 N＝8、D＝6 的排列，如圖 11，24 個數恰被分成 4 組，下一組的第一個數即為

1，故只排了 4 個數，無法完成排序。  

表 11 

 
 

因此，當 dDN ),(  時，假設 dsN   、 dtD   （s,t 互質），如圖 1，  個數恰被分為

s 組。排序中止時，只排了 s 個數，而  ，故排列並未完成。  

 
圖 1 

肆、N、D 互質： 

為何當 N、D 互質時，即可完成排列？我們計算排列中止前，排了幾個數！如圖 2，

N 個數排列時，因兩數互質，必須 ND 個數才能恰被分完，恰排了 N 個數。  

 

圖 2 
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這就說明排列成功嗎？這 N 個數會不會重複？若有重複，則有數字不在排列中，必

須 N 個數都不一樣，排列才成功。該如何驗證呢？觀察 N=7、D=3 的排列（如圖 3），此

排列可分為三段，此三段之數除以 3 所得餘數分別為 1、0、2。  

 

圖 3 

N=9、D=4 的排列如圖 4，各段之數除以 4 所得餘數分別為 1、0、3、2。  

 

圖 4 

由此看來，一個成功的排列可分為 D 段（同一段的數不會重複），各段的數除以 D

之餘數分別為 0 至 D-1，故不同段的數不會重複。如何驗證這個觀察？  

利用反證法來驗證。如圖 5，假設排列中有兩數重複，第 1s 個數與第 1t 個數都是

k（ ,1s t k N   ），因 D 個數一組，此兩個 1 之間有 1)(  Dst 個數；因 N 個數一組，兩

個 k 之間有 1Na 個數（a 為正整數），故得 NaDst  )( ，即 Dst )(  是 N 的倍數。  

因 N、D 互質，故  是 N 的倍數。……(1) 

然而 Nts 1 ，故  Nst 0 ……(2)。  

因 (1)、 (2)式矛盾，故可得當 N、D 互質時，排列了 N 個不會重複數，故排列成功。  



科學教育月刊 第 383 期 中華民國 104 年 10 月 

- 58 - 

 

圖 5 

 

伍、最後一個數： 

在表 2～4 中，初步觀察到各個排列間存在規律。若在排列最後補上 1（如表 12、13），

則規律更明顯了。大膽猜測：N 個數排列時， aD   與  aND  的排列顛倒。若上述猜

測是正確的，則 aD   排列的最後一個數（在下圖裡是倒數第二個）是 aND   排列的

第二個數，即為 aN 1  。例如：7 個數排列時， 2D  的最後一個數為 6271   ； 5D

的最後一個數為 3571  。  

表 12                                    表 13 

  
 

上述推論是否正確？如圖 6，若 N 數排列時，若 aD  的最後一個數為 A，則

NaA  )1(  ，故得 )(1 aNA  ，即為 aND  的第二個數。  
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圖 6 

aD  排列的倒數第二個數為何？該數與 aND   排列的第三個數有無關聯？能

驗證兩個排列順序顛倒嗎？就留給讀者推敲了！註  

註： aD  排列的倒數第二個數與 aND   排列的第三個數相等，事實上， aD  排

列的倒數第 t 個數與 aND   排列的第 t+1 個數相等。若將圖 6 中的排列 1, 2, 3,…,a 改

為 a, 1a  , ..., 3, 2, 1 即可驗證上述說明。  

 


