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四階方陣牌點的點對稱與線性轉換關係 

顏錦偉 1* 柳賢 2 
1國立高雄師範大學  科學暨環境教育研究所  

2國立高雄師範大學  數學系  

壹、前言  

數 學 上 有 關 四 階 方 陣 的 研 究 有 很

多，有的稱為「魔方陣」、「歐拉方陣」、「幻

方陣」，不外乎探討方陣中裡的每行、每列

和兩對角線的數字和相等或是不能出現相

同的數字等。現今流行的「數獨」遊戲，

其實是方陣遊戲的擴充版，由三階方陣推

演至九階方陣，讓現代的人在生活中，隨

時享受遊戲中的成就與喜悅。然而，數獨

號稱是一種數字遊戲，卻用不到一丁點兒

數學，也不需要任何數學運算（譬如加法

或乘法）。不過，數獨倒是提供數學家和電

腦 學 家 許 多 挑 戰 性 的 課 題─將 數 字 代 換 成

另外九種不同的符號，例如字母、顏色、

圖像等（Jean-Paul Delahaye，2006）。  

一次研習活動中，有一位教育部中央

團數學輔導員問了一個有關四階方陣的問

題：「你能不能將撲克牌理的 A、J、Q、K

與搭配的四種不同花色，共 16 張牌放入

4×4 的方陣中，並使得方陣中的每一行、

每一列與兩條對角線的地方，不能出現相

同的英文字母與花色？」在解題過程中，

我用「嘗試錯誤」法，一一去排，要花不  

*為本文通訊作者  

少 時 間 解 答 ， 心 想 ：「 有 沒 有 一 套 解 題 策

略，能很快的解出答案？」  

曹亮吉（2003）認為，任何一個特別

的現象，背後都有其發生的依據及規律。

於是，本文僅就四階方陣的觀察與應用，

運用科學技能－觀察、推理、思考，進行

一連串的探究，不涉及四階方陣的性質問

題。  

 

貳、問題表徵理論  

Heddens（1984）將學生的學習階段區

分為具體、半具體、半抽象、抽象四個表

徵階段，認為學習者必須在具體階段就能

夠 將 新 的 知 識 內 化 ， 才 能 有 利 於 後 續 學

習，並依循這四個步驟將所學的新知識形

成抽象化的表徵，建立真實世界與抽象世

界 之 間 的 連 結 ， 以 增 進 對 數 學 概 念 的 理

解。Kaput（1987）從表徵內容的觀點提出

四種不同的表徵系統：  

1. 認知和知覺表徵、  

2. 解釋性表徵、  

3. 數學內的表徵、  

4. 外在符號系統表徵，  

前三種為內在表徵，認為數學學習同時受

到內在和外在表徵所影響。  
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Lesh、 Post 及  Behr（ 1987） 則 從 溝

通的觀點提 出五種不同 的表徵形式 ：1.真

實情境、2.教具模型、3.圖像、4.語言、5.

書 寫 符 號 ， 並 且 強 調 表 徵 間 轉 換 的 重 要

性，亦即採用適當的表徵形式，進行詮釋

問題及解決問題。  

Lewis 與  Mayer（1987）指出，學習

者在解題上發生困難主要是發生在問題表

徵階段，這種現象常見於學生面對問題不

知所措時。有效解題的前提是認識表徵，

是影響學習者能否順利解題的重要關鍵，

所以，表徵是解決問題的重要元素。因此，

學習者若能將問題轉譯成表徵形式，並理

解不同形式的數學表徵轉換過程，透過思

考 和 推 理 ， 可 以 有 效 協 助 學 習 者 順 利 解

題，及理解數學的概念。  

 

參、四階方陣 

若利用高中數學的排列公式計算，四

個不同的元素排列在一起有 4！的可能情

形，4！=4×3×2×1=24，共 24 種排列情形。

作為一個數學教育工作者面對一個問題，

可以像科學家一樣，進行假設、預測、觀

察與論證結果，去發現與找出數學定理或

原則，以提升數學的價值。  

林燈茂（2011）在「點色皆獨」的文

章裡，所提出之「點色皆獨」 牌陣配置活

動，不僅有建構「點色皆獨」牌陣之要件、

體驗「外形互異但數學結構都相同」之具

體意涵、輕鬆經歷「同步從多個面向已出

現的牌點（pip）和花色（ suit）等 線索來

進 行 推 理 與 監 控 」 的 數 學 思 考 之 旅 等 設

計，也有以任一個「點色皆獨」牌陣為原

型，經由牌陣之系列變換衍生出另類「點

色皆獨」牌陣及轉化為「四階魔方陣」之

體驗設計。林燈茂指出四階方陣的有效排

列方法，先指定 1、2、3、4 作為一組基底，

然後在 4×4 的數字方陣中，分別將這組基

底放入橫列、直行、對角線和區塊等 4 種

不 同 的 位 置 （ 如 圖 1）， 藉 由 數 理 邏 輯 關

係，找出其餘空白地方的數字來。  

從圖 1 中四階方陣的每一種不同的位

置，都可以找出 24 種排列情形（如圖 2），

與數學公式所求一樣。  

 

 
圖 1：四階方陣不同位置的基底  

1 2 3 4  1     1         

     2      2     1 2  

     3       3    3 4  

     4        4      

     橫列   直行   對角線  區塊  
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1 2 3 4  1 2 4 3  1 3 2 4 1 3 4 2 1 4 2 3  1 4 3 2 
4 3 2 1  3 4 2 1  4 2 3 1 2 4 3 1 3 2 4 1  2 3 4 1 
2 1 4 3  2 1 3 4  3 1 4 2 3 1 2 4 4 1 3 2  4 1 2 3 
3 4 1 2  4 3 1 2  2 4 1 3 4 2 1 3 2 3 1 4  3 2 1 4 
 表 1    表 2  表 3 表 4 表 5    表 6  

2 1 3 4  2 1 4 3  2 3 1 4 2 3 4 1 2 4 1 3  2 4 3 1 
4 3 1 2  3 4 1 2  4 1 3 2 1 4 3 2 3 1 4 2  1 3 4 2 
1 2 4 3  1 2 3 4  3 2 4 1 3 2 1 4 4 2 3 1  4 2 1 3 
3 4 2 1  4 3 2 1  1 4 2 3 4 1 2 3 1 3 2 4  3 1 2 4 
 表 7    表 8  表 9 表 10 表 11    表 12  

3 1 2 4  3 1 4 2  3 2 1 4 3 2 4 1 3 4 1 2  3 4 2 1 
4 2 1 3  2 4 1 3  4 1 2 3 1 4 2 3 2 1 4 3  1 2 4 3 
1 3 4 2  1 3 2 4  2 3 4 1 2 3 1 4 4 3 2 1  4 3 1 2 
2 4 3 1  4 2 3 1  1 4 3 2 4 1 3 2 1 2 3 4  2 1 3 4 
 表 13    表 14  表 15 表 16 表 17    表 18  

4 1 2 3  4 1 3 2  4 2 1 3 4 2 3 1 4 3 1 2  4 3 2 1 
3 2 1 4  2 3 1 4  3 1 2 4 1 3 2 4 2 1 3 4  1 2 3 4 
1 4 3 2  1 4 2 3  2 4 3 1 2 4 1 3 3 4 2 1  3 4 1 2 
2 3 4 1  3 2 4 1  1 3 4 2 3 1 4 2 1 2 4 3  2 1 4 3 
 表 19    表 20  表 21 表 22 表 23    表 24  

圖 2：四階方陣的 24 種排列情形  

本文旨在 4×4 的方陣中，運用一組 1、

2、3、4 為基底的其中一個排列情形，處

理 兩 個 符 號 表 徵 系 統 ， 即 英 文 字 母 與 花

色，藉由數字與英文字母、數字與花色之

間的轉換，將兩個符號表徵系統結合在同

一個表徵系統裡。  

 

肆、四階方陣之牌點對稱與線性轉

換關係  

在四階方陣中，要同時處理兩個符號

表徵系統是困難與繁瑣的，於是，先從一

個符號表徵系統去找答案，將數字視為一

個符號表徵，透過數字的排列，瞭解到符

號表徵可以書寫操作，也可以邏輯思考，

更可以轉譯詮釋。從圖 2 的 24 種排情形，

由一組基底去推演出其餘 12 個數字，而形

成一個方陣中符合每行、每列和兩對角線

不能出現相同的數字，我們得到以下幾個

結果：  

一、一組基底的存在  

從圖 2 的四階方陣 24 種排列情形觀

察出，在 4×4 的數字方陣中，每一橫列、
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每一直行、每一對角線和每一區塊，都會

出現一組基底 1、2、3、4，而且每一種方

陣都是獨一無二的。  

 

二、具有點對稱關係  

從 圖 2 的 四 階 方 陣 24 種 排 列 情 形

中，根據每一橫列、每一直行和每一對角

線 1、2、3、4 的位置，經由觀察、推理與

符號表徵的書寫操作，我們得到每一個方

陣都出現兩個區域的對稱系統，並呈現出

「點對稱」的關係，這種點對稱關係以表

1 的排列情形來解釋，見圖 3。  

這個對稱系統－點對稱關係，讓我們

在建構一個 4×4 的數字方陣，提供很快速

且正確的方法，做法是：  

1. 寫出一組基底 1、2、3、4 在第一列（也

可能是 3、1、2、4…或其他）。  

2. 第一個區域的第二列，依據點對稱關

係，迅速得出 4、3、2、1。  

3. 第二個區域的第一列和第二列的第一

個位置，只有 2 和 3，然右對角線已

出現 2，所以，第一列的第一個位置

寫 2，第二列寫 3。  

4. 同理，第二個區域的第一列和第二列

的第三個位置，只有 1 和 4，然左對

角線已出現 1，所以，第一列第三個

位置寫 4，第二列寫 1。  

5. 第二個區域的第二列，依據點對稱關

係，迅速得出 3、4、1、2。  

圖 3 只是一種兩個區域的對稱系統，

它呈現出上下型的兩個區域，若將該方陣

向左旋轉 90 度，我們也可以得到另一種左

右型的兩個區域對稱系統，以表 24 向左旋

轉 90 度的排列情形來看，見圖 4。  

 

 

圖 3：兩個區域的對稱系統 1 

 

 

圖 4：兩個區域的對稱系統 2 

1 4 2 3  1 4 2 3

2 3 1 4  2 3 1 4

3 2 4 1  3 2 4 1

4 1 3 2  4 1 3 2

1 2 3 4  1 2 3 4

4 3 2 1  4 3 2 1

2 1 4 3  2 1 4 3

3 4 1 2  3 4 1 2

第一個區域  

第二個區域  
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三、利用線性關係解題  

從圖 3 得到的一個符號表徵系統，藉由符號之間的一對一轉換過程，即數字 1→A

或 1→ ，符號與符號之間的轉換是解決問題的一種途徑，清楚表徵系統的位置結構，

接著利用數學上所謂的「線性關係」轉換，完成另一個新的符號表徵系統，形成符號表

徵系統之間的互相轉換關係，如下說明：  

1 . 我們運用這 24 種排列情形，先對 A、J、Q、K 作線性轉換，1→A、2→J、3→Q、4→K，

藉由表 1 的排列情形，轉換成英文字母，如圖 5：  

 

圖 5：第一次（英文字母）線性轉換  

2. 接著，對四種不同花色作線性轉換，  1→ 、2→ 、3→ 、4→ ，藉由表 1 的

排列情形，轉換成不同花色，如圖 6：  

 

圖 6：第二次（不同花色）線性轉換  

3. 現在，將以上兩次線性轉換的結果圖 5 和圖 6 結合在一起，如圖 7：  

 

圖 7：兩次線性轉換的結果  

A J Q K    A J  Q  K  

K Q J A    K Q  J  A  

J A K Q    J A  K  Q  

Q K A J    Q K  A  J  

1 2 3 4  

4 3 2 1  

2 1 4 3  

3 4 1 2  

1 2 3 4  A J Q K

4 3 2 1  K Q J A

2 1 4 3  J A K Q

3 4 1 2  Q K A J 
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由以上的線性關係轉換過程中，知道

四個英文字母與不同花色是彼此獨立的兩

個符號表徵系統，經過結合之後，又形成

一個新的符號表徵系統。在 24 種排列的任

一種情形中，只要確定符號表徵的線性轉

換規則，就能出現一種獨一無二的符號表

徵系統。因此，兩個符號表徵系統結合在

一起，形成一個新的符號表徵系統，說明

表徵間互相轉換具有相容性與獨特性，這

也就解決了一開始的問題。  

 

伍、結語  

荷蘭數學教育家 Freduenthal（1991）

倡 導 「 真 實 數 學 教 育 」（ Realistic 

Mathematics Education，簡稱  RME），認

為：「數學是一種人類的活動」，教育應該

「引導」學生經由做數學而有「再發明」

數學的機會。從現實生活中找到的數學問

題，利用本身具備的數學知識，以科學方

法進行探究，無論是歸納性的證明，或是

演 繹 式 的 推 理 ， 都 可 以 在 數 學 解 題 過 程

中，享受著數學帶來的樂趣，一方面解決

數學問題，另一方面也可以提升對數學的

熱 情 ， 原 本 要 花 很 多 時 間 的 一 道 數 學 問

題，經過層層分析，符號表徵系統轉換，

觀察得到規律性，逐步找出解題的最佳妙

招，數學好玩。  
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