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穿越時空遇見克卜勒 

黃光照  
臺北市立第一女子高級中學  

壹、前言  

如果能穿越時空遇見克卜勒，告知以

其所發現的行星運動定律為基礎並應用現

今吾人所了解的牛頓三大運動定律、微積

分等相關知識，便能建構出行星運動的背

後力學機制即萬有引力，想必克卜勒的心

中自然雀躍不已。進一步讓他知道在萬有

引力作用下，行星的運動軌跡可以是圓錐

曲線中的任何一種，如雙曲線、拋物線、

橢圓或圓，這更會令克卜勒讚嘆自然的規

律竟是如此之美。  

以 下 先 從 克 卜 勒 三 大 行 星 運 動 定 律

為 基 礎 ， 逐 步 建 構 出 萬 有 引 力 的 數 學 形

式，接著再從萬有引力重新推導克卜勒三

大行星運動定律。  

 

貳、克卜勒行星第一運動定律  

行星以橢圓形軌道繞行太陽，太陽位

於橢圓的一個焦點 F 上。而橢圓的一些數

學性質如圖一。  

   在數學上我們定義圓錐曲線的  

離心率 e=
PF r

s rcosθPQ
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(圓錐曲線極坐標方程式)(1) 

 

應用在橢圓的情況下：
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圖一  橢圓各參數 
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(1)式可化為  
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參、克卜勒行星第二運動定律  

在相同的時間之內，行星與太陽的連

線會掃過相同的面積。即  
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其中 ab為橢圓面積，T 為行星公轉週期。 

 

肆、克卜勒行星第三運動定律  

行星環繞太陽公轉週期 T 的平方與橢

圓軌道半長軸 a 的立方成正比，即各行星

的
3

2

a

T
值都相等。  

即
3

2
( )

a
k

T
 常數          (8) 

    此 常 數 k 對 太 陽 系 所 有 的 行 星 都 相

同，足見常數 k 是與太陽的某物理性質有

關。  

 

伍、建構出牛頓萬有引力定律的數

學形式  

設 re


和 e


分別為極坐標系中徑向、角

向 的 單位 向 量 (見 圖 二 )， 行 星相 對 於 太 陽  

 

的極坐標位置向量為  
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由上述知力係沿兩質點的連線上，為連心

力。  

由 (6)、 (7)式且
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圖二 萬有引力是連心力 
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將 (6)、 (7)、 (8)和 (11)式代入 (10)式
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假設牛頓運動定律和物理定律的對稱性能

適用於行星繞太陽的軌道運動，則由牛頓

第二運動定律：  
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太陽吸行星    (12) 

再從對稱性的考慮， F


行星吸太陽 應具有與 (12)

式類似的數學形式，即  
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行星吸太陽  

其中 M 表太陽的質量。
 

又牛頓第三運動定律：  

F = F
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故牛頓的萬有引力可寫為  

2 r

GMm
F e

r
 

 
太陽吸行星

   
(13) 

陸、由牛頓萬有引力定律重新推導

克卜勒行星三大運動定律  

由於太 陽的 質量 M 遠 遠大於 行星 的

質量 m 註 1，因此行星在萬有引力的作用

下，相對於太陽的極坐標運動方程式 註 2 如

下：  
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將 (16)式代入 (15)式  
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上式的解為
2
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將 (18)式與 (1)式做比對，  
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由此得知在平方反比的連心力作用下，行

星的運動軌跡為圓錐曲線，而依離心率 e

的不同，而有如下的對應軌跡，即  
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若行星繞日的軌跡為橢圓，則此為克卜勒

行星第一運動定律。  

再者 ，由 (14)式，知 F


無 e


方向上 的分 量

 2 dθ
r

dt
=常數，即  

面積速率 A = 
1
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此為克卜勒行星第二運動定律。  

 

由 (5)式和 (19)式  
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此為克卜勒行星第三運動定律。  

 

柒、結論  

克 卜 勒 行 星 運 動 三 定 律 的 內 容 是 不

包含力與質量的概念，要寫出萬有引力的

數學形式還得靠牛頓運動定律、微積分、

對稱性等觀念幫忙才得以完成。而行星繞

日運動，在與距離平方反比的連心力 (即萬

有引力 )作用下，克卜勒行星運動三大定律

是必然的結果。  

 

備註  

註 1：二體運動方程可以轉換成一體問題  
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圖四 二體問題 

e=1，拋物線
e>1，雙曲線

0<e<1，橢圓  

e=0，圓

焦點  

圖三  圓錐曲線 
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若 M>>m 
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註 2：萬有引力定律中的質量屬於重力質

量，而牛頓運動第二定律中的質量

為 慣 性 質 量 。 兩 種 質 量 的 概 念 不

同，但數值相同，因此作者在推導

的過程中，不強調兩者間的區別。  
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