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圓內接奇數邊多邊形正弦定律的推廣(下) 

李輝濱  
嘉義縣私立同濟高級中學  

(三 ) 第三類型 n=4k+2  請參閱圖 (6) 

 
圖 6        圖 7 

(B-3-s-1).  倣效第一類型  n= 4k 的推導過程；自  引理 1. 的方程式 (2)開始，一直

到方程式 (4)的運算結果皆完全相等，故省略此部份流程的步驟，直接得到方程式 (4)

如下；  
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(B-3-s-2).  再由  [( n/2)－1]π =2 kπ , 可得  sin{[(n/2)－1]π}= 0 及  cos{[(n/ 2)－

1]π}= 1 則將此方程式 (4)展開並化簡，即得下列方程式 (B-3-5) 
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(B-3-s-3).  將方程式  ( B-3-5 )展開並重新組合各項，提出  sinψ  與  cosψ，整理成

下式  (B-3-6 )；  

3P sin ＋ 3R cos ＝0………………………………………(B-3-6 ) 

3P = 2V cos

  






















nn

i
iA

112
4

1

2
2 +

  






nn

m

132
4

1

3

 m1 mV  

      



















 












m m

m

m

i

mn

i im
i AA

132
4

1

1

112
4

1

1 2

11
2

12cos  

+

  





1

172
4

1

n

nm n

  m
mV1  

      



















 












m m

m

m

i

mn

i im
i AA

132
4

1

1

112
4

1

1 2

11
2

12cos + nV cos

  

























nn

i
iA

132
4

1

1
12  

3R = 2V sin
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(B-3-c).  同理倣效前述  (B-1-c). 與  (B-2-c).之餘弦關係式的推導過程 (省略 )，可得

下列方程式  (B-3-7 )；  

1V = 3P cos － 3R sin …………………………………..……( B-3-7 )  

(B-3-d).   求出  n= 4k+2 多邊形的正弦公式、餘弦公式  
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聯立解出方程式  ( B-3-6 ) 與方程式  ( B-3-7 )，得  

3P ＝ 1V cos ……..…..(17) 與  3R ＝  － 1V sin …………..…( 18 ) 

再利用 (3-a)式，求出 sin =－
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將此兩式代入方程式 (17)與方程式 (18)，再移項，整理成正弦公式、餘弦公式，如下； 
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以上所得證之方程式 (19)為 n =4k+2 平面凸多邊形的正弦公式，而另一個方程式  

(20) 則為此 n = 4k+2 平面凸多邊形的餘弦公式。此結果恰與 n=4k 方程式 (11)、方

程式 (12)完全相同。  
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(四 )第四類型 n= 4k+3 請參閱圖 (7) 

(B-4-a). 同理 ,再倣效第二類型  n= 4k+1 的推導過程；此次省略所有流程步驟，直

接敘述出結果如下；  
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以上方程式 (21)為 n=4k+3 平面凸多邊形的正弦公式，而另一個方程式 (22)則為此

n=4k+3 平面凸多邊形的餘弦公式。  

 

(五)平面凸多邊形的正弦公式、餘弦公式 

現在，將以上平面凸多邊形四種類型的正弦、餘弦公式推證結果作一個詳細的觀察



科學教育月刊 第 370 期 中華民國 103 年 7 月 

- 30 - 

對照，發現 n=4k 與 n=4k+2 兩者的公式完全相同。而另一組 n=4k+1 與 n=4k+3 者

亦完全相同。比較之後，奇數邊多邊形都比前一個偶數邉者多出最後一項。將這樣

的結果歸納出下述定理 1.：  

定理 1：平面凸多邊形有偶數邊多邊形及奇數邊多邊形兩類型；  

(1) 偶數邊多邊形類型者，其正弦、餘弦公式分別為方程式 (11)、方程式 (12) 

(2) 奇數邊多邊形類型者，其正弦、餘弦公式分別為方程式 (21)、方程式 (22) 

三、圓內接多邊形的正弦公式、餘弦公式    

 

圖 8                            圖 9 

定理 2：圓內接偶數邊多邊形的正弦公式、餘弦公式    請參閱圖 (8)、 (9) 

任給一個圓內接偶數邊多邊形，則其各邊長與各內角恰可形成下述的正弦、餘

弦公式；  
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證明：因 n=4k 或 4k+2，由  引理 3. 知其所有偶 (奇 )數標內角總和皆恰為 (2k-1)π 或 2kπ，

故方程式 (11)的第一項為零，而方程式 (12)的第一項為   -1
2-1
n

，代入 (11)式、 (12) 

式，即得證出  方程式 (23) 為圓內接偶數邊多邊形的正弦公式，而  方程式 (24) 則

為圓內接偶數邊多邊形的餘弦公式。而對於另一類型的圓內接奇數邊多邊形，其

各邊長與各內角必滿足方程式 (21)、方程式 (22)的正弦、餘弦公式。  

 

圖 10                            圖 11 

 

四、圓內接奇數邊多邊形正弦定律的推廣  

定理 3.：圓內接奇數邊多邊形正弦定律的推廣公式請參閱圖 (10)、 (11)考慮一個圓內接

奇數邊多邊形，其邉數為 n，R 為此圓的半徑，則對任何奇數自然數 n＞2，由

此 n 邊形的各邊長與各內角所組成下述的正比例型正弦公式 (25) 必成立；   

 

      



















 












t t

t

tn

i

t

i i
it

t

AA

V

112
4

1

1

112
4

1

1 2

11
2

2sin

＝    2

1
1




n
R2 …( 25 ) 



科學教育月刊 第 370 期 中華民國 103 年 7 月 

- 32 - 

此處，1  t  n， t與 i 均為自然數， tV 為此多邊形的第 t 邊邊長，且規定  
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上述的方程式  ( 25 )即稱為圓內接奇數邊多邊形正弦定律的推廣公式。  

證明：key idea : 見圖 (10)，因 n= 4k+1 邊的奇數邊多邊形實為 n=4k 的偶數邊多邊形與

一個三角形的組合，以此作為奇數邊形與偶數邊形的連結，並依據此連結證明如

下 ; 

(1). 先考慮  n = 4k+1 的情形，見圖 (10)，  

(1-A). 將  n = 4k+1 代入方程式 ( 15 )、  ( 16 )中，即得下列兩式；  
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此 (15-1)、 (15-2)兩式即為圓內接 n=4k+1 邊數多邊形的正弦、餘弦公

式。  

(1-B). 觀察圖 (10)，可知頂點  1A , 2A , 3A ,…, kA4 等恰也構成一個圓內接偶數
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邊多邊形，現在指定這 4k 邉多邊形，由圖 (10)的部份放大圖圖 (12)中

可見；頂點 kA4 位置的頂角應為 kA4 －θ，  

 

圖 12                          圖 13 

而第 4k 邊的邊長應為 14 AA k ；所以，對此圓內接 4k 邊多邊形言，方
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(1-C) 將 ( 15-3 )式展開，化簡，再分別提出 cosθ、sinθ，並整理成下式，  
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k

km

  m
mV1  

    



















 












m m

m

m

i

mk

i im
i AA

132
4

1

1

1128
4

1

1 2

11
2

12cos  

分別比較  5P 與 (15-1)式  及  5R 與 (15-2)式，得下列等式；  

5P = 1V 












k

i
iA

2

1
2sin ＋ kV4 
















12

1
12sin

k

i
iA －  14 kV 















k

i
iA

2

1
12sin …….(15-5) 

5R = － 1V 












k

i
iA

2

1
2cos ＋ kV4 
















12

1
12cos

k

i
iA － 14 kV 















k

i
iA

2

1
12cos …(15-6) 

接著，將 ( 15-4 )式等式兩側同乘以第 4k 邊的邊長，得下列等式 (15-7)； 

5P × 14 AA k cos ＋ 5R × 14 AA k sin －
2

14 AA k 















12

1
12sin

k

i
iA ＝0……(15-7) 

(1-D) 再看附圖 (12)，由 θ 角及第 4k 邊的邊長關係，可求得下列三式；  

14 AA k cos ＝ kV4 － 14 kV 14cos kA …( 15-8 ) 14 AA k sin  

＝ 14 kV 14sin kA ………………………………………….…(15-9) 

2
14 AA k ＝ 2

4kV ＋ 2
14 kV －2 kV4 14 kV 14cos kA ……………(15-10) 

現在將以上  (15-5)、 (15-6)、 (15-8)、 (15-9)、 (15-10)等五式一起代入

等式 (15-7)內；經過一連串的展開，化簡運算後， (此段落省略大部份

計算流程 )，終得下列精緻簡易結果；  

kV4 












k

i
iA

2

1
2sin ＝  14 kV 















k

i
ki AA

2

1
142sin ……………..(15-11) 

(15-11)式中等號兩側的角度數目不相等，將右側角度和轉換成  

(4k-1)π－ 














k

i
iA

2

1
12 ，並代入，再化簡，得  

kV4 












k

i
iA

2

1
2sin ＝ 14 kV 















k

i
iA

2

1
12sin …………………..…(15-12)  
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





  

k

i i

k

A

V
2

1 12

4

sin
 ＝  






 


k

i i

k

A

V
2

1 2

14

sin
……………………(15-13) 

 (1-E) 再看附圖(14)，由 θ 角及各頂角的關係，並仿照引理 3 可求得下列二式； 

  14

2

1
2 12 



 k

k

i
i kA  ……………………………………(15-14)  

  k

k

i
i kA 4

2

1
12 12  


 ……………………………………(15-15) 

將  (15-14)式、 (15-15)式同時代入 (15-13)式，化簡，並利用弦與圓周

角性質，得下式；  






  

k

i i

k

A

V
2

1 12

4

sin
 ＝－

k

kV

4

4

sin
 ＝－ R2  

＝






 


k

i i

k

A

V
2

1 2

14

sin
＝－

14

14

sin 



k

kV


……………………………(15-16) 

 

圖 14 

現在詳細觀察 (15-16)式，並參考附圖 (10)，則可依序得出各邉長的正

弦比例式如下；  






  




12

1 214

14

sin
k

i ik

k

AA

V
=






  

k

i i

k

A

V
2

1 12

4

sin
=






 


k

i i

k

A

V
2

1 2

14

sin
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=





  

k

i iA

V
2

1 21

1

sin
=






  

 
12

1 122

2

sin
k

i i AA

V
=






  

 
12

1 223

3

sin
k

i i AA

V
 

=






  

  
22

1

2

1 1224

4

sin
k

i i ii AA

V
=






  

 
22

1

2

1 225

5

sin
k

i i ii AA

V
 

=






  

  


22

1 12
2

1 244

44

sin
k

i ii ik

k

AA

V
=






  

 


22

1 2
2

1 234

34

sin
k

i ii ik

k

AA

V
 

＝  






  

 


12

1 124

24

sin
k

i ik

k

AA

V
 ＝  － R2 ………………….…(15-17) 

再詳細觀察此  (15-17)式的各項邊長與各角度所組合成之數學結構，

並將其歸納成下列的第 t 邊長一般式，而不論  t 是偶數或奇數都成立； 

 

      



















 












t t

t

tn

i

t

i i
it

t

AA

V

112
4

1

1

112
4

1

1 2

11
2

2sin

＝  － R2 ………(15-18) 

(2). 其次，考慮 n=4k+3 的情形，見圖 (11)及圖 (13)、圖 (14)。因為此處所有的推

導流程皆與上述 n=4k+1 的情況完全相同，省略這些敘述，直接列出演算推

導的結果如下；  






 

 


12

1 12

24

sin
k

i i

k

A

V  ＝  






 




12

1 2

34

sin
k

i i

k

A

V ……………………………..…(21-1) 

且  34

12

1
2 2 





 k

k

i
i kA   及  24

12

1
12 2 




  k

k

i
i kA   

代入  (21-1)式，化簡，並利用弦與圓周角性質，得下式；  






 

 


12

1 12

24

sin
k

i i

k

A

V
=






 




12

1 2

34

sin
k

i i

k

A

V
=

24

24

sin 



k

kV


=

34

34

sin 



k

kV


= R2 …..(21-2) 

再詳細觀察此 (21-2)式，並比對圖 (11)的各項邊長與角度數學結構，再仿照前

述  (1-E).的推演運算過程，將其各邉長的正弦比例式歸納成下列的第 t 邊長
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一般式；

 

      



















 












t t

t

tn

i

t

i i
it

t

AA

V

112
4

1

1

112
4

1

1 2

11
2

2sin

＝ R2 ………..…(21-3) 

以上所得之方程式 (21-3)式即為圓內接 n=4k+3 邊數多邊形的正弦定律公式。  

(3). 現在比對方程式  ( 15-18 )式  與  方程式  ( 21-3 )式，發現等號右側相差一個

負號，而等號左側完全相等；把這兩方程式再歸納統一起來即得下式，  

 

      



















 












t t

t

tn

i

t

i i
it

t

AA

V

112
4

1

1

112
4

1

1 2

11
2

2sin

＝    2

1
1




n
R2 ……….…(25) 

此處，  1  t  n  ，  t  與  i 均為自然數，  tV 為此多邊形的第  t 邊邊長， n

為奇數自然數 n>2，且規定   


 
0

1
2 0

i
itA ，




0

1
2 0

i
iA ，


 

0

1
12 0

i
iA  

上述的方程式 (25)即稱為圓內接奇數邊多邊形正弦定律的推廣公式。定理 3.

證明完成。  

再仔細觀察，定理 3.的逆命題敘述也是成立的；只要利用反證法即歸繆法，

配合圖 (14)就能證明，在此省略。   

方程式 (25)的美妙之處是：  

(a) 它涵納了三角形正弦定理；當 n = 3 代入方程式 (25)中，即得出三角形正

弦定理如下；  
3

1

sin A

V
＝

1

2

sin A

V
＝

2

3

sin A

V
＝ R2  

(b) 當 n = 5 代入方程式 (25)中，即得圓內接五邊形的正比例型正弦公式如

下；  

 53

1

sin AA

V


＝  14

2

sin AA

V


＝  25

3

sin AA

V


 

＝  31

4

sin AA

V


＝  42

5

sin AA

V


＝  － R2  

(c) 當 n 為任意奇數邊數的圓內接多邊形，其正比例型正弦公式表示式都可

完整地被敘述出來。而且對任意圓內接奇數邊數的多邊形言，其面積的

表示式亦都與此正比例型正弦公式相關。  

以上為本文全部推理演繹過程，因凸多邊形共有四種類型，必須逐一運算檢驗，才
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能完整歸納得出所有正確結果，過程雖複雜但細心努力就可成功！  

 

參、結  論  

作者實際計算，發覺將多邊形的所有內角分配成兩部份的組合，並不侷限於全部偶

數標內角及奇數標內角兩情況；可以任意選取所需的組合，像分別由偶數標內角及奇數

標內角混合成的兩不同組合，因此得到的相關方程式如 (11)、(12)、(21)、(22)、(23)、(24)

等亦不相同，這種某些特定選取組合方式對於多邊形分割後的思考、運算很有助益。  

平面凸多邊形的四種類型在推導演算過程中皆有其各自的相異點，必須逐一審慎確

認，才能完美無瑕地尋獲所有正確結果。  

平面凸 n 邊形的所有內角總和為  (n- 2)π，將此所有內角適度地選取內角數目，組合

成兩部份集合；當 n 為偶數，每一集合的內角總數目取相等。當 n 為奇數，每一集合的

內角總數目則取相差一個內角。而此時，每一集合的內角總和皆可設定為此 n 邊形的所

有內角總和的一半，再加減一個角度修正參數 ψ，而此 ψ 恰扮演了聯繫本文所有分析、

運算流程的關鍵角色！也因為它的存在，才得以推導出一般型平面凸多邊形的正弦、餘

弦公式。  

圓內接奇數邊數的多邊形恰有兩類；第一類為  n = 4k+1 型，有五邊形、九邊形、十

三邊形、…，其正比例型正弦公式即為方程式 (15-18)式。第二類為  n = 4k+3 型，有三邊

形、七邊形、十一邊形、…，其正比例型正弦公式即為方程式 (21-3)式。兩種類型恰可統

整成方程式  ( 25 )。  

在平面凸多邊形相關的數學領域中，能夠被探索、分析、研究的新性質應還有很多；

希望讀者研讀本文後能朝此方向共同努力，再次發掘出新主題，並開拓出創新的研發領

域。  
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